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数学の授業における数学化のプロセスの評価に関する研究

日 野 昭 彦

上越教育大学大学院修士課程２年

１．はじめに

筆者は，教職経験から，評価が指導に生か

されていないという問題点を感じていた。一

般に，観点別評価の観点の中でも「数学的な

見方や考え方」のよりよい指導を実現するた

めに，生徒が数学を創り出していく学習過程

を評価することが重要であることは指摘され

ているが，それを実現することは十分になさ

れていないのが現状である。このような問題

点に対する原因の一つとして考えられるの

は 「数学的な見方や考え方」の指導という，

のが，生徒の問題に取り組むその取り組み方

そのものを指導することであり，その指導を

実現するためには，生徒の問題解決によって

導かれた結果だけを評価していたのでは不十

分であり，生徒のリアルタイムの活動を評価

し，指導していくことが要求されるという教

師の専門性，あるいは力量が問われる指導場

面であるということがあげられる。

本研究では，これらの問題点の解決のため

の拠り所として，生徒自らが数学を創り出し

ていく「数学化」のプロセス自体に焦点を当

て，それらの発展を促す教師の評価活動の在

り方を，特に，評価の枠組みの構築方法とそ

の活用方法を中心として，実証的に明らかに

することを目的とした。

２．数学化に関する考察

２．１．理論的背景

Freudent-数学化とは何かを捉えるために，

( )を考察した。 ( )は数hal 1968 Freudenthal 1968

学化を「蓄積した経験を数学的方法により組

織する活動」として捉え，数学化を学校数学

の中心に据えて，それを軸にした数学教育を

。 ，展開しようとした その背景にある数学観は

数学を完成された知識体系としてみるのでは

なく，創造的な活動それ自体が数学であると

いう数学観である。そのために生徒が数学を

再発明( する状況が必要であり，Re-invention)
閉じた体系としての数学ではなく 「活動と，

Freudent-しての数学」の重要性を主張した。

( )から示唆されることは 「数学化」hal 1968 ，

とは数学を創り出すプロセスそのものである

ということである。

( )は， の数学化のプTreffers 1987 Freudenthal
ロセスを局所レベルで捉えようとした。そし

て数学化を「ある理論を構成する際に利用で

きる数学的方法（認識方法）を対象化して新

Freude-しい理論を構成すること」と規定し，

の数学化を水平的数学化と垂直的数学nthal
化の２つの側面を持つ漸進的数学化として理

論づけた（図１ 。）

図１ ( )，漸進的数学化Treffers 1987
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( )は，局所レベルにおける数学Treffers 1987
化は線形に進むのではなく，細かな階層をな

して，水平・垂直的数学化が複雑に関係しな

がら発展するプロセスとして捉えようとし

た。

２．２．学校数学における数学化の学習過程

礒田( )は，数学化の立場から学校数学1990
における学習過程を考察し，数学化のプロセ

スが「対象を創り出す層→活動を反省する層

→新たな方法による活動の層」の３つの階層

をたどり，その中の「活動を反省する層」を

， 。促すことで 数学化が発展すると述べている

礒田( )の考察は， ( )の数1990 Freudenthal 1968
学化の概念に基づいているが，それを局所的

に捉えようとした ( )の漸進的数Treffers 1987
学化の考察を，授業場面における数学化の活

動として具体的に捉えようとしたものであ

る。

３．プロセスの評価に関する考察

３．１．プロセス評価の具体化

本研究の評価は，主に「数学的な見方や考

え方」の評価に関わるものであり，その観点

を評価するためには，解答に対する正誤だけ

を取り上げるのではなく，プロセスを評価す

ることが求められる。具体的な評価の手順と

， 。 ，して 黒澤( )を考察した 黒澤( )は2000 2000
教師の評価活動が 「収集→解釈→調整」と，

いうサイクルで行われ，指導へとフィードバ

ックしていく教授行為が評価の本質であるこ

とを述べた。

次に，評価が指導に移行する際の教師の意

思決定について，吉崎( )を考察した。吉1991
崎（ )は，教師の意思決定が授業の性質1991
を左右するものであり，教師の専門的力量が

問われる場面であると述べ，３つの特徴を挙

げている。

（１）いつ，どのような授業場面で意思決定

をすることが必要なのか，たえず主体的

に判断しなければならない。

（２）生徒への働きかけが成功するまで，教

師の意思決定は繰り返し起こる。

（３）教師の意思決定は，確実な状況下での

決定と不確実な状況下での決定とが相半

ばしている。

吉崎( )から，授業計画や評価計画は授1991
業中は背後に退いて，総合的な要因が関係し

て，相互作用的な意思決定が教師の教授行為

を規定するという示唆を得た。小林( )か2002
らは，生徒の反応の正誤を教師が明確にフィ

ードバックする評価が，生徒の主体的な活動

を妨げることや，教師や生徒の問いの連鎖に

よりフィードバックされる間接的な評価が，

創造的な学習過程を実現し得るものであると

いう知見を得た。

３．２．プロセスを評価する枠組み

内田( )は，問題解決における数学を創1989
り上げていく過程（数学化の過程）に焦点を

当てて，そこに働く数学的な考え方を取り出

して，評価マトリックスにより評価すること

をねらいとして研究した。評価の枠組みとし

て 「思考水準」と「系統化された数学的な，

考え方」の二次元で構成された評価マトリッ

クス（以下 「二次元評価マトリックス」と，

略記）が，数学化のプロセスに働く数学的な

考え方の評価に有効であることを実証した。

プロセスの評価に関する 本研究考察から，

の目的である，指導に生かすプロセスの評価

を実現するための教師の評価活動は，生徒の

活動そのものを見取り，その活動の変容を促

すフィードバックを実現することであり，次

のような図として表すことができる。

図２ 教師の評価活動
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４．実験授業

４．１．概要

生徒の数学化がどのように促されていくの

か，また，教師のフィードバックの在り方に

ついて分析・考察するために，授業中の生徒

の数学化のプロセスを意図的に評価する実験

２００３年５月授業を計画・実施した。授業は

に，新潟県の公立中学校３年生８名の選択数

学のクラスを対象に，課題「ビリヤードの数

学」について６時間行った。この課題は，ビ

リヤード台の大きさと跳ね返る回数との関係

を帰納的に調べることで規則性を発見した

り，規則性が成り立つ根拠を論証することを

ねらいとした課題である。授業における生徒

の活動を評価する枠組みを構築するために，

まず，筆者の課題解決の思考過程を，主に数

学化の「二次元評価マトリックス」の観点か

ら内省した。そして，生徒の数学化の水準の

高まりを大まかに捉えるために，生徒に期待

する姿である行動目標として設定した評価規

準（ ）と，各水準においてどの程度達成しL
ているかを捉えるために，予想される生徒の

活動を初源的なものからより発展的なものへ

と順序づけて，時系列で並べて設定した評価

基準（ ）の２項目から構成される数学化のS
（ ）。プロセスの評価の枠組みを作成した 表１

３台の により，授業全体の様子と個VTR
々の生徒の活動（宮里，飯田）を記録し，主

に，授業全体の数学化のプロセスを分析する

ために詳細なプロトコルを作成した。６時間

表１ ビリヤードの課題を想定した評価の枠組み

L1：問題をはっきりと特定し，条件を整理して目的にあった問題場面として解釈する
評価基準（ ）S

S1 S2 S3
問題を解決するために，実 目標変量に影響を与える変 解決に必要な目標変量を取捨
際場面における本質的な目 量にはどんなものがあるか 選択し，条件を規定して考え
標変量を特定して考えよう 考えようとする ていこうとする（曖昧な変量
とする をはっきりとさせる）

L2：事象の中に規則性を見つけるために，順序よく調べたり，記録の方法を工夫する
評価基準（ ）S

S1 S2 S3 S4
試行錯誤的に，具体 縦横の一方を固定す 具体的に調べた事例 規則性を見つけやす
的な事例についてい ることで変化の様子 について，記録を残 い表を工夫して考え
くつか考えようとす を見ながら考えよう しながら考えようと ようとする
る とする する

L3：帰納的な推論の考え方により，個々の具体的事例から一般的な法則を導き出す
評価基準（ ）S

S1 S2 S3 S4
跳ね返る回数が同じ 跳ね返る回数が連続 簡単に発見できる規 事例から発見した一
事例を見つけながら 的に変化するところ 則性とは別にして考 般的な法則を言葉や，
簡単な規則性につい と，連続性が途切れ えようとする 式で表そうとする
て考えようとする るところに注目して

考えようとする

L4：見つけた規則性について，自分なりの根拠を導きだし，述べようとする
評価基準（ ）S

S1 S2 S3
これまでに表現されたもの 図に表してきた玉の動き方 新たに表現された図の中に，
や活動，もとの問題場面な の記述の方法を単純化し， 縦横の長さと跳ね返る回数と
ど振り返ることで，具体的 見やすくするための別の記 の関係を見出し，規則性につ
な事例から発見した規則性 述法を考えようとする いての根拠を述べようとする
が成り立つ根拠について考
えようとする
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にわたる授業全体を「話題」に基づいて構造

化し，８つの「話題」を特定した。本研究に

おける「話題」というのは，一連の授業全体

を１つの問題解決の過程として捉えたとき

に，その過程をいくつかの下位の問題解決の

過程へと分け，１つの話題が提起され，一応

の終結をみるまでの間の教師と生徒たちとの

相互作用を単位として，これを「話題」と呼

ぶことにする。

話題１：どのように玉は動くのか

話題２：台の大きさとは何を調べることか

話題３：図の書き方について

話題４：規則性を探る

話題５：発見したことや，うまくいかなか

ったこと

（１）偶奇性に関する規則性

（２）縦＋横－２＝跳ね返る回数

話題６： 縦＋横－２＝跳ね返る回数」が「

成り立つ条件

話題７： 縦＋横－２＝跳ね返る回数」と「

いう式は本当に成り立つのか

「 」話題８：なぜ 縦＋横－２＝跳ね返る回数

という式が成り立つのか

各話題ごとの生徒の活動を数学化の観点か

ら解釈し，その解釈を評価の枠組み（表１）

からみたときに，生徒の数学化の実現のため

に教師がどのように関わっていたのかを中心

に分析を行った。なお，本研究の授業研究者

と授業実践者は同一であるため，研究者の客

観的・分析的視点と，実践者の主観的・反省

的視点を区別し，分析を行った。そして，生

徒の数学化が促されたかどうかという観点か

ら，８つの話題を次の３つに分類した。

分類①：生徒の数学化が促されたと考えら

れる話題…話題３，５，６，７

分類②：生徒の数学化が十分に促されなか

ったと考えられる話題…話題１，２

分類③：生徒の数学化が促されたかどうか

判断が付かない話題…話題４，８

分類①に属する話題では，数学化を促すこ

とを実現するためには，どのような評価活動

がなされていたのか，分類②に属する話題で

は，数学化を促すことを妨げていたと考えら

。 ，れる評価活動の要因について考察した なお

分類③に属する話題では，評価活動により生

徒の数学化が促されたかどうかが特定しかね

ることから，考察の対象から除いた。

４．２．分析と考察

４．２．１．分類①に属する話題

話題３：図の描き方について

ビリヤード台と跳ね返る回数との関係を調

べるために，生徒はいくつかの長方形を描い

て，玉の跳ね返る回数を調べようとした。そ

の活動において，飯田は，スタートの角度を

４５度にしようと思ったが，思うような図が

描けなかった

（ ），ことや 図３

打ち出された

玉が最後まで

ゴールしなか

ったことを述

べた。どうやっ 図３ 飯田

て描いたらうま

く図が描けるかを教師が全体に問うたとこ

， ，ろ 宮里が

正方形を利

用すること

で４５度が

構成できる

ことを説明し 図４ 宮里

た（図４ 。）

この場面は，目標となる変量を特定し，直

観的な段階では曖昧であった４５度の角度

を，より分析的に条件を規定していく場面で

あり，表１でいえば， の や に属すL1 S1 S3
る。実際，４５度を構成することに困難を示

している飯田の描き方に対して提示された宮

里の考え方について，教師は格子点を結ぶこ

とでどうして４５度が構成されるのかという

宮里自身の理想化のプロセスを問うている。

45°にしたかった
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この問いは，問題状況と定式化された図との

整合関係について考えようとする数学化を促

している発問である。宮里は正方形を利用し

た描き方であることを説明し，その結果，宮

里の描き方の正当性が共有され，他の生徒か

ら罫線の入った用紙の使用が提案されるに至

る。これは，問題状況と宮里の図との整合関

係を構成するという数学化が進み，結果とし

て，より適切な図を表現するための手段を生

徒が選択したと考えられる。教師は，宮里に

４５度の構成の方法を問うことで，目標とな

る変量を特定し，直観的な段階では曖昧であ

った４５度の角度を，より分析的に条件を規

定しており これは や の評価基準 )， （S1 S3 S
に基づく行為と整合する。

授業者である筆者の立場からすると，この

場面は，正確な図が描けなかったり，時間が

かかりすぎて多くの事例について調べる活動

に移行しないという状況であった。筆者は，

表１の で想定してるように，本質的S1~S3
な項目に着目すれば，生徒はそれを問題状況

と照らし合わせて容易に図に表現することが

可能となり，その結果 の水準に移行するL2
であろうと予想していたが，実際は違ってい

た。また，活動の初期の段階では，現実の事

象から抽象化したモデルを創り出す数学化の

プロセスを指導するねらいから，白紙のワー

クシートを使用したが，一方で，罫線の入っ

た用紙を使用することも念頭に置いていた。

， ，しかし 一方的に教師が与えてしまうのでは

現実の事象を抽象化するという生徒の数学化

の機会を奪ってしまうことになるので，生徒

の考えを取り上げながら，生徒自身がよりよ

い方法として罫線の入った用紙を選択し，課

題解決を進めていけるように計画した。

ここから導かれる指導への示唆として，生

徒の数学化のプロセスを問うことが，生徒の

数学化を促すための手立てとなることが指摘

できる。この場面では，宮里の図の描き方の

プロセスを問うことにより，そのプロセスが

クラスで共有された結果，罫線の入ったワー

クシートを選択することで，問題状況をより

適切に表現していくという生徒の数学化が進

んだと考えられる。

話題５：発見したことや，うまくいかなかっ

たこと

次に示す場面は，個人解決によって見出し

た規則性や，その規則性に当てはまらなかっ

た事例などを取り上げて，より一般的に成り

立つ規則性を定式化しようとした場面であ

る。

（１）偶奇性に関する規則性

飯田は，ビリヤード台の大きさと跳ね返る

回数との関係を試行錯誤的に調べている状態

から，縦・横・跳ね返る回数の偶奇性に焦点

を当てて，そこから規則性を見出し，その結

果を次のように３つに分類して表現した。

教 師 が ，

こ の 規 則

性 は 全 部

に 成 り 立

ち そ う な

の か 問 う

たところ，飯田は〔 〕の事例の跳ね返２・１８

る回数が６回（偶数）になり 「偶数と偶数，

は奇数」という規則性には当てはまら 反ない

例となることを発見し，成り立たない場合が

あることを述べた（図５ 。）

図５ 飯田

この反例に対して，宮里が奇数と奇数，奇

数と偶数の時は，縦と横の和から引く２をす

ると回数が求められるが，偶数と偶数の時は

別に求め方法があると発言した。教師は宮里

， ，の発言から 偶数と偶数の事例を取り上げて

斉藤の「長方形が相似形の場合は跳ね返る回

数は変わらない（相似形の同値性 」という）

（ ）。〔 〕，〔 〕，考えと関連づけた 図６ ３・４ ６・８
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〔 〕の跳９・１２

ね返る回数が

全て５回にな

ることから，

縦横の公約数

が存在する場

合は，公約数

で割って最小の 図６ 斉藤

図形で考える

ことが可能であることを導いた。

この場面は表１でいえば， に属する。L3
そして，教師が飯田に全部に成り立ちそうな

のかと問うていることから 「一般的な法則，

S4を言葉や式で表そうとしている」という

の評価基準（ )で飯田を捉えようとしていS
るが，飯田は，まだ規則性が成り立つかどう

かを少数の事例から試行錯誤的に調べている

状態なので， の段階であったと考えられS1
る。実際，飯田は，どのような条件でその規

則性が成り立つのかについて定式化しようと

しているが，予想した規則性に当てはまらな

い反例〔 〕を見つけることで，一般化２・１８

に至らないという状況である。しかし，数学

化の観点からみると一般化に至っていない状

況ではあるが 「単純化して考える」という，

方法をどのような時に，どのようにして用い

るのかについて教師が指導している場面と見

ることができる。この場面で，教師は生徒た

ちの様々なアイディアを関連づけながら，生

徒たちの数学化のプロセスを発展させるため

の指導を実現していると考えられる。具体的

には，斉藤の発見した相似形の同値性を取り

上げて，飯田の反例と関連づけることで，公

約数で割って単純化すれば，飯田の発見した

規則性に当てはまることを導いている。

授業者である筆者の立場からすると，飯田

を取り上げた理由は２つあった。１つは，飯

田の調べ方である。飯田は縦横を偶数と奇数

という観点で分類し，跳ね返る回数の偶奇性

について調べていた。このようにある観点に

従って事例をあげることで，規則性を調べる

という方法を評価するねらいから飯田を取り

上げた。このような評価をするために参照し

ていたのは表１の である。ただし，表L2-S2
１には 「一方を固定する」という観点だけ，

が示されていたが，授業実践を通して様々な

観点で調べる生徒の姿が見られた。２つ目の

理由は，飯田が規則性に当てはまらない反例

を見つけていたということである。飯田は，

規則性が成り立つ確証を得るためにいくつか

の事例を調べていく過程で，それまでとは大

きさの違う事例について調べたところ，予想

に反する反例を見つけてしまう。このような

発見は，規則性をより一般的に定式化するプ

ロセスへ移行する際に発見しうるものであ

る。この飯田の反例を考察の対象として，辺

の比をもっとも簡単な形にすることや，割っ

て考えるという方法を斉藤の相似形の同値性

に関するアイデアから導いて，それらで飯田

の反例を見ることを促した。

ここから導かれる指導への示唆として，評

価の枠組みは絶対的あるいは固定的なものと

いうよりも，もっと柔軟なものとして参照す

べきものであるということである。教師は，

生徒が数学を進めていく理想的な段階を想定

して評価の枠組みを設定する。これは，その

評価の枠組み通りに授業が展開すれば，最短

で解決に向かうはずの道筋である。しかし，

実際の授業では，教師の期待通りに授業が展

開することはまれである。この場面でも見ら

れるように，定式化されている相似形の同値

性に関するアイデアで，まだ定式化されてい

ない飯田の反例を見るように促している行為

， 。 ，は から へ向かっている このことはS4 S1
生徒の数学化が必ずしも線形的には進まない

という ( )の漸進的数学化の様相Treffers 1987
と整合する。従って，そのような生徒の数学

化のプロセスを見取るための評価の枠組み

は，必然的に授業実践における生徒たちの反

応に応じて変化したり，状況に応じて循環的
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に活用されることが求められ，そのようなも

のとして参照することで，授業で役に立つ評

価の枠組みになると考えられる。

（２）縦＋横－２＝跳ね返る回数

小島と宮里は，いくつかの事例から「縦＋

横－２＝跳ね返る回数」という規則性を発見

していたが，小島は〔 〕のように，こ９・１２

の規則性に当てはまらない事例があることを

発見していた。宮里は，縦横の偶奇性により

場合分けすることで，この式が成り立つ条件

を，次のように定式化しようとしていた。

○「奇数と奇数が偶数」のときは成り立つ。

○「奇数と偶数が奇数」

〔 〕は成り立つが，小島の〔 〕は３・８ ９・１２

９も も３で割れるから，そういうとき１２

は成り立たない。

○「偶数と偶数は奇数」

縦＋横から４を引いて，その後２で割ると跳

ね返る回数がでる。ただし，縦横が共に２よ

り大きい数（例えば ）で割れるとき３，４，７

は成り立たない。

小島・宮里の考えや話題５ の飯田・斉（１）

藤が関連づけられて，縦横の公約数で割って

考えれば成り立つことが宮里から提案され

た。

この場面は表１でいえば， に属する。L3
教師が，小島に発見したことについて問うた

り，宮里に成り立つ条件などをを問うている

ことから，評価基準（ )の や の段階S S1 S4
であると考えられる。数学化のプロセスの観

点からみると，この場面で問題になっていた

ことは 「縦＋横－２＝跳ね返る回数」とい，

う式が成り立つ場合と成り立たない場合があ

って，どのように定式化していけばよいのか

ということである。教師は小島を指名し，調

べた事例について問うことで，この問題を全

体で共有することを試みている。次にこの問

題に少し進んでアプローチしている生徒（宮

里）の考え方を取り上げることで，この問題

の解決の糸口を見出していくことを促そうと

している。宮里の考え方は，縦横の数の偶奇

性に着目し，その観点から「縦＋横－２＝跳

ね返る回数」という式が成り立つ条件の精緻

化をしようとするものであった。小島らにと

っては，宮里のこの観点が参考になると考え

られる。発表した宮里にとっては，教師との

やりとりの中で，飯田の例と関連づけて考え

るということが参考になると考えられる。教

師は様々な生徒のアイデアを互いに有機的に

関連づけることで一人一人の生徒の数学化の

プロセスの発展を促そうとしている。その結

果，縦横の公約数の有無と，規則性の成り立

つ条件との関連が考察の対象となり，公約数

で割って考えることが提案されたことから，

条件を定式化していくという数学化のプロセ

スが進展したと考えられる。

授業者である筆者の立場からすると，小島

や宮里の発見した「縦＋横－２＝跳ね返る回

数」という式は，縦，横，跳ね返る回数の関

係を簡潔に表した式であり，この式が発見さ

れることを教師は期待していた。そしてこの

式を授業の話題の中心に据えて，成り立つこ

とをクラスで共有し，成り立つ根拠について

考えていくことを想定していた。しかし，小

島は反例を見つけることで一般化が困難な状

況であり，宮里は，成り立つ条件を縦横の偶

奇性で分類していた。これらの反応は，教師

の期待しているものとは異なるものであっ

た。特に宮里の成り立つ条件は複雑で，これ

を全面的に取り上げたときに，時間的な制約

の問題や他の生徒が混乱するのではないかと

， 。いう判断から 一部分しか取り上げなかった

宮里の考えから取り上げたことは 「割れる，

ときは成り立たない」という宮里の発言であ

る。これは，表１に設定してある「縦横が互

いに素である事例」に焦点が当たることを意

図したものであった。

ここから導かれる指導への示唆は，話題５

と同様に，評価の枠組みを固定的なもの（１）

とし見るのではなく，柔軟に見るということ
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である。評価の枠組みを柔軟に適用すること

で，数学化の進み方や方向が異なる生徒同士

の相互作用を促し，さらに数学化が発展する

ことが可能になると考えられる。この場面で

L3 S1 S4いうと， の の段階の飯田や小島，

の段階の宮里を順番に取り上げ， の立場S1
S4 S4 S1から の考えを見たり， の立場から

を見直したりすることで，それぞれの考え方

が関連づけられて，条件を定式化するという

数学化のプロセスの発展が促されたと考えら

れる。

話題６： 縦＋横－２＝跳ね返る回数」が成「

り立つ条件

この場面は，江藤の表（表２）を手がかり

にして，宮里・小島の発見した「縦＋横－２

＝跳ね返る回数」という式が成り立つことを

定式化しようとしている場面である。生徒と

のやりとりの中で，表には書かれていない事

例〔 〕が斉藤から提示され，教師はそれ３・９

を取り上げた（表２ 。）

表２ 江藤

ここで，生

徒の考え方

に葛藤が起

こ っ て い

。 ，る それは

表の中の連

続性という

観点で見た

ときと 「縦＋横－２＝跳ね返る回数」とい，

う式に当てはめて見たときとでは，回数が異

なることに気が付いたからである。この場面

， 。で江藤の表は ２つの重要な役割をしている

１つは，ビリヤードという現象をモデル化し

た図の中で関係を考察していた活動から，数

値の世界で関係を考察する活動に移行するこ

とを促す役割である。もう１つの役割は，課

題全体の構造を捉えやすくする役割である。

この表が提示されなければ 〔 〕に対す， ３・９

る生徒の葛藤は起きなかったはずである。

１

３

９８ 10

授業者である筆者の立場からすると，表１

で設定してあるように，表にまとめるという

考え方が提案されることは想定していたが，

授業における表の扱い方が，計画とは異なっ

ていた。表１の では，表自体を考L3-S1~S3
察の対象として，表の中から特殊な事例をす

べて消すことによって，残った事例の特徴か

ら一般的な法則を導き出すことを想定してい

た。しかし，生徒は，予想していたほど多く

の事例について調べていなかったために 全，「

体から特殊を排除する」という授業の展開は

困難であった。そこで，表の中の，縦横に公

約数が存在する事例に焦点を当てて，考察す

る展開となった。

ここから導かれる指導への示唆は，個々の

生徒の数学化を複線的に見取り，それらを関

連づけることで授業全体の数学化が促される

ということである 「縦＋横－２＝跳ね返る。

回数」という式を定式化するために，飯田，

小島，宮里を教師は取り上げてきたが，この

場面ではそれら複数の考え方を江藤の表によ

って共有し，条件の精緻化を促していると考

えられる。つまり，個々の生徒の数学化を生

かしながら，どのように定式化していけばよ

いかという数学化のプロセスを，江藤の表に

よるアプローチによって指導することを実現

していると考えられる。具体的には，飯田，

小島の発見した反例の，縦横に約数が存在す

る事例に関連した〔 〕を取り上げて，江３・９

藤の表と宮里の式で考えることを促してい

る。このようなことが実現できたのは，話題

５の分析で示したように，評価の枠組みを循

環的に捉えて活用するという要因の他に，異

なった数学化の段階を関連づけるように参照

することが要因としてあげられる。表１でい

えば，飯田，小島は に属し， にL2-S1 L2-S4
属する江藤の表を手立てとして， に属L3-S4
する宮里の式を定式化しようとした。これら

の異なった数学化の段階の関連をつけること

で，条件を定式化していくという数学化が促
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されたと考えられる。

話題７： 縦＋横－２＝跳ね返る回数」とい「

う式は本当に成り立つのか

教師は 「縦＋横－２＝跳ね返る回数」が，

本当に成り立つかどうかを確かめるために，

〔 〔 〕の２つの事例を提示２０・３１ １８・３０〕，

し，計算で求めた後，実際に図を描いて確か

。〔 〕 ，めるよう促した の事例のついて２０・３１

計算の結果と図に描いて調べた結果が一致し

たことを確認した 〔 〕の事例につい。 １８・３０

ては，塚越が〔 〕の図を描いて調べるこ３・５

とを提案した。

，「 」この場面は 縦＋横－２＝跳ね返る回数

という式が本当に成り立つという確信を得る

ために，極端に大きな事例を教師が提示した

場面である。表１でいえば， から の間L3 L4
に属する。 の定式化された規則性を帰L3-S4
納的に一般化し，確信を強めることで，成り

立つ根拠を探る の活動へ移行する段階とL4
考えられる。生徒は，教師から提示された極

端に大きい事例の解決のために 「縦＋横－，

２＝跳ね返る回数」という式を当てはめてい

る。縦横に公約数がある場合にも，その公約

数で割って考えれば式が成り立つという理由

を述べながら求めている これは ( )。 Polya 1954
の指示的接触の段階に当たり 「縦＋横－２，

＝跳ね返る回数」という式がどんな場合でも

成り立ちそうだという確信を得ることが促さ

れ，それが実現されている。

授業者である筆者の立場からすると，この

場面は次の水準である根拠を考える活動に移

行することを意図していた。そのためには，

「縦＋横－２＝跳ね返る回数」という式が成

り立ちそうだということを，クラス全体で共

有する必要があった。極端に大きい事例は，

そのための手立てであり，縦横に公約数が存

在する事例〔 〕と，存在しない事例１８・３０

〔 〕を設定した。２０・３１

ここから導かれる指導への示唆は，水準間

の隔たりをつなぐ手立てが必要であるという

ことである。この場面でいうと，生徒は「縦

＋横－２＝跳ね返る回数」という式が成り立

ちそうだという見通しを持ってはいるが，斉

藤や飯田のように，縦横が互いに素ではない

ときにも適用できるかどうかは確信していな

いという状態である。この式が成り立つこと

を確信し，成り立つ条件がはっきり定式化さ

れなければ，どうして成り立つのかという次

の水準にはつながらない。特に，式が成り立

つ根拠を考えるという論証の段階へ移行する

， ，際に 生徒にとっては抵抗があると考えられ

その隔たりを埋めるための手立てが必要であ

った場面である。表１でいえば， からL3-S4
への隔たりを教師が見取り，極端な大L4-S1

きさの事例を提示するという手立てにより，

隔たりを埋めようとしたと考えられる。この

ようなフィードバックが実現された要因は，

生徒の数学化の現状と，期待される次の数学

化の段階を，評価の枠組みから的確に評価し

たことがあげられる。その結果 〔 〕， １８・３０

と〔 〕が同値なものとして扱われている３・５

ことから，表１の の水準から の水準L3 L4
へと数学化が促されたと考えられる。

４．２．２．分類②に属する話題

話題１：どのように玉は動くのか

縦３，横５の長方形で，玉がどのように動

くのかという問いに対して，生徒は玉の動き

方がわからないという反応を示していた。教

師が，問題文からわかることは何かを問うた

ところ，ビリヤード台の大きさや台の枠の目

印の個数，玉が打ち出される場所や角度につ

いて言及する

発言がなされ

た。教師の指

名により，何

人かの生徒が

１本ずつ線を

付け加えること 図７

で図７が構成された。

この図に対して，格子点を結ぶことで構成さ
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れた正しい図８が斉藤から提示されて，一応

の解決をみる

が，その図が

問題状況をど

のように単純

化したものな

のか，単純化

された状況がも 図８ 斉藤

との問題状況を

表すものとして適切かどうか考えることがな

されなかった。

この場面は表１でいえば，問題をはっきり

特定していく水準である の場面に属すL1
る。特に，玉の動きを単純化して本質的な要

素だけを残して抽象する， や の段階にS1 S3
属する。この段階を生徒が発展させるための

教師の発問もなされており，問題文の中にあ

る，本質的な要素に目を向けようとすること

は実現されている。実際，玉の動き方がわか

らないという生徒の発言を受けて，教師は問

題からわかることは何かを問うことで課題の

把握を促すことを試みている。その発問に対

して，生徒から台の枠に印されている目印の

数や，打ち出す角度に関する発言が返ってく

るが，最終的に完成した図７は玉の動きを表

す図にはなっていない。生徒は玉が打ち出さ

れる位置とか，４５度で打ち出すことなどの

問題状況はわかっていても，それを分析的に

捉えて適切な図に表現することに困難を示し

。 ， ，ているという状況である 結局 この状況は

玉の動きを適切に表している斉藤の図８が示

されたことで，一応の解決をみる。しかし，

数学化のプロセス，つまり数学の授業を過程

としてみると，ここに断絶があることがわか

る。というのも，斉藤の図の提示は，困難を

示している生徒の問題点を改善された結果と

。 ，して出されたのではないからである むしろ

この図だけが正しい結果として提示されてい

る。言い換えれば，数学を結果としてではな

く，プロセスとして授業において実現するの

であれば，問題状況を単純化したり，単純化

された状況がもとの問題状況を表すものとし

て適切かどうかを考えようとすることがここ

での焦点となるべきであった。

なぜ，このような結果にしまったのか，授

業者である筆者の立場から考察する。この場

面は授業計画の段階であまり意識していなか

った場面である。生徒がビリヤード台の枠に

つけた目印を使わなかったことは予想外であ

った。この目印は，個人解決に移行したとき

に，格子点の図を描いて考えていくことを意

図してつけたものである。生徒からこの目印

についての発言があったので，目印を結ぶこ

とで玉の動きを表すことを期待したが，生徒

はそうはしなかった。筆者の課題解決の思考

過程ではほとんど無意識にモデル化して図に

表現していたことが，生徒の活動を評価する

ことを妨げていたと考えられる。

ここから導かれる指導への示唆としては，

授業の計画段階で，授業者自らが課題を解決

する際の思考過程を，より意識化して授業に

臨むことがあげられる。しかし，この場面は

授業者である筆者自身があまり意識すること

なく解決を進めた場面であり，現実にはこの

ような無意識の部分は残ると考えられる。生

徒を想定した評価の枠組みを整備することは

重要なことであるが，この場面のように，枠

組みで想定されていた考えだけを取り上げて

（図８ ，想定されていなかった考えが授業）

の中で切り捨てられたのであれば（図７ ，）

生徒の数学化を促すことは実現されないであ

ろう。藤田( )は，生徒の問題解決プロセ1999
スを，教師の目標から評価するのではなく，

生徒の立場に立った視点から評価すること

で，生徒の主体的な問題解決行動が促される

ことを指摘している。藤田( )の指摘は，1999
本研究の評価の枠組みを導く，本質的な数学

化の理解と一致するものである。生徒の数学

化のプロセスを促す立場から評価するのであ

れば，評価の枠組みとして想定していたか否
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かというように，評価の枠組みに固執した評

価ではなく，その考えがどうして提案された

のか，どういう考えにもとづいているのかと

いうプロセスを取り上げて，生徒がその考え

に対する正当性を評価していくことが求めら

れると考える。そのために，評価の枠組みを

柔軟に参照し，生徒の反応を評価することが

重要であると考えられる。

話題２：台の大きさとは何を調べることか

ビリヤード台の大きさと跳ね返る回数との

関係を調べるために，台の大きさを特定する

具体的な項目は何かと教師が問うたところ，

「縦 「横」の他に，教師の想定していな」，

「 」 。い 面積 という項目が生徒から提案された

「面積」という項目が，跳ね返る回数に関係

しているかどうかの議論がないままに考察の

対象から徐々に排除された場面である。

この場面は，表１でいえば，台の大きさに

直接関係する変量について考えることが示さ

れている の に属する ここでは 本L1 S1,S2 。 「

質的な変量を特定」することや 「解決に必，

」 ，要な目標変量を取捨選択する という基準が

表１に明確に位置づけられているにもかかわ

らず，生徒から出された「面積」という項目

に対して，これが適用されていない。実際，

教師は台の大きさと跳ね返る回数との関係に

ついて調べるために，台の大きさとは具体的

に何を調べることなのかを問うている。この

発問は本質的な項目に目を向けることで，問

題状況を数学的に捉えていくことを促してい

。 「 」 「 」る発問と考えられる 塚越から 縦 と 横

の長さを調べて「面積」を求めることが提案

されて，生徒は 「縦，横，面積，跳ね返る，

回数」について調べていく。ところが，次の

時間では 「面積」という項目について取り，

上げられていない 「面積」が跳ね返る回数。

との規則性に関係しているかどうかの議論が

ないまま，考察の対象から排除されている。

つまり，問題解決において必要な本質的項目

なのかどうかを特定していくという，数学化

のプロセスが省略されている。

授業者である筆者の立場からすると，この

場面で提案された「面積」という項目は想定

外の反応であり，課題解決に直接関係しない

ものと判断していた。生徒にこの「面積」と

いう項目について考えるべきかどうかを問う

が，必要か否かの判断基準が明確になってい

ないことから，生徒には判断が付かないとい

うことを，生徒の反応から捉えていた。しか

し，教師から一方的に不要なものとして扱わ

ないことにすることもできず 結果的に 面， ，「

積」という項目を最初は取り上げるものの，

徐々に考察の対象から除いていくことになっ

た。

ここから導かれる指導への示唆として，教

師の想定外の反応が生徒から出されたとき

に，教師はそれを即時的に教師の想定内の事

項へと修正しようとする意思決定が働くとい

うことである。そのような意思決定が起こる

原因は，話題１と同様に，生徒の反応を評価

の枠組みに当てはめて，固定的に捉えようと

することにあると考えられる。教師の目標か

ら見れば，問題解決に直接関係ない考察も，

生徒の立場に立てば，その考察によって問題

解決が進むかどうかはその時点ではわからな

いことである。しかし，仮に問題解決に直結

しない考察であっても 「この方法ではうま，

くいかない」という新たな情報が加わること

によって，生徒にとっての解決が進んだと捉

えることができる（藤田， 。生徒の考1999）
えが，どのような考え方から出てきたのか，

議論の場を設定し 「面積」という項目が問，

題解決をしていく上で必要かどうかの評価

を，生徒に委ねる教師の柔軟性が必要である

と考えられる。

５．本研究のまとめと今後の課題

考察の結果として，明らかになったことは

主に次の３点である。

①生徒の数学化を促すことを実現していた要

因として，評価の枠組みを固定的に捉える
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のではなく，柔軟なものとして適用してい

ること

②評価の枠組みを，固定的かつ絶対的なもの

として捉えていたことが，想定外の生徒の

反応を教師の想定した目標に即時的に近づ

ける指導へとつながり，その教授行為が生

徒の数学化の発展を妨げていたこと

③授業者自らが課題を解決し，その思考過程

を内省することを通して構築された評価の

観点は，即時的で総合的なフィードバック

が求められる授業中の評価活動において，

有効に機能するということ

①，②は，生徒の数学化のプロセスを促す

教師の評価活動に関係するものである。この

ことは，吉崎( )が述べているように，総1991
合的な要因が関係して教師の評価活動が行わ

れることや，教師の評価の枠組みと実際の生

徒の反応との相互作用による意思決定が，教

師の教授行動を規定するという見解を例証し

ている。

③は，生徒の数学化のプロセスを評価する

ための，評価の枠組みの構築方法に関係する

ものである。話題１や話題２のように，筆者

自身が問題を解いたときに，あまり意識せず

に解決が進んでしまった段階というのは，評

価の枠組みにはっきり位置づけられているに

もかかわらず，実際の授業場面では，生徒の

活動は適切に評価されていなかった。授業場

面で生徒の活動を評価するために，評価の枠

組みを適用することは必要なことであるが，

一方で，授業者が実際に問題を解いてみて，

評価の枠組みを作るという，その作成のプロ

セス自体が重要であることを，③は示してい

る。

この３点から導かれる指導への示唆は，生

徒の数学化のプロセスを促す評価を実現する

ために，教師の具体的な数学的体験に裏打ち

された評価の枠組みが必要であり，線形的に

構成された評価の枠組みを線形的にみるので

はなく，状況によっては循環的なものとして

みることが必要であるということである。そ

ういう評価の枠組みの見方は，数学化のプロ

セスの発展の仕方と整合する見方でもあり，

授業に対する重要な示唆として指摘できるも

のである。

本研究の示唆に基づき，評価の枠組みを再

構成し，その枠組みの有効性について検証す

ることや，他の課題についても実践を行い，

結論を検討することが今後の課題である。
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