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1　はじめに
1.1　「図形と方程式」という領域
高等学校の数学 IIにおける「図形と方程式」

の領域では, これまで数学 Aや中学校数学な
どで幾何学的に考えてきた図形を座標平面上
に表す。それにより,直線図形や曲線図形の性
質を代数を用いて扱えるようにするのである。
我が国の数学教育の研究においては, 代数,

関数, 幾何など個々の領域に対する研究は比
較的多いが, それらが融合された「図形と方
程式」領域に関する先行研究は必ずしも多く
ない。「図形と方程式」についての研究は, ソ
フトウェアを用いた授業 (友田, 2005; 山名,

2009)や平面幾何との関連性をより多くもて
るようにする授業の提案や実践 (熊倉, 2005)

など, 少し見られるが, この領域において生徒
がもつ困難性を詳細に分析したものは少ない。
「図形と方程式」領域は複合領域である。学
校数学では, 生徒がこの領域に至るまで, 代数
学と幾何学はそれぞれ独立した領域であった。
そのため, 座標平面上で図形を捉えることは,

生徒にすれば, 幾何学と代数学を同時に考え
ることになり, ここでは少なくとも 2種類の
知識が同時に必要になる。そして, 生徒は幾
何学と代数学それぞれの既習知識から必要と
なるものを上手く抽出し, 組み合わせ, 適用し
なければならないのである。
こうしたことから, 筆者は複数の領域が融

合するからこそ生じる困難性が存在し, 「図
形と方程式」領域に特化した研究が必要であ

ると考えた。そこで本稿では, 「図形と方程
式」という複合領域において, 生徒が複数の
領域を同時に扱う際に生じる認知的な困難性
とその根源を探る。
1.2　如何に生徒の認知側面を分析するか
本研究では生徒の認知活動を分析する手段

として, 記号表現に注目する。特に Duvalに
よるレジスターの概念を分析ツールとして採
用し,その機能から生徒の困難性を探る。記号
表現に焦点を当てた理由は, 我々は記号表現
を通してのみ, 数学的対象を扱うことができ,

記号表現が異なる認知活動を導くと考えるか
らである。例えば, 円というものは, 次のよう
に様々な記号で表現でき, それぞれが可能に
する認知活動や, 焦点を当てる数学的性質は
非常に異なる。
(a) {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = r2}
(b) |−→p −−→c | = r

(c) 曲率 1
r

(d) 「円」という言葉
(e)コンパス等で紙面上に表現される円 (図 1)

(f) 座標平面上での円 (図 2)

図 1: 作図された円

x

y

x

図 2: 座標平面上での円

(e)は, 視覚的に円を捉えることができ, 補
助線を加える, 長さを比べるなどの操作を可
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能にする。(a)では視覚的に円を捉えること
はできないが, 代数計算により, ほかの図形と
の関係を導きだすことなどができる。さらに,

(d)における言語表現による円は, 通貨として
の円など様々な円と関連付けたりできるであ
ろう。
このように, 我々の認知活動は, 記号表現に

大きく依存している。そのため, 生徒が用い
た記号表現とその機能の仕方を分析すること
により, 生徒の認知活動と, その困難性を探る
ことができると考えるのである。
ところで, 記号表現というと, 我が国の数学

教育学研究では中原 (1995)に言及されること
が多く, その枠組みは, しばしば他の研究に
も利用されている (並木, 2009; 廣野, 2009な
ど)。中原は, ブルーナーやリースの表現体系
の研究から数学教育における独自の表現体系
を構築しており, その表現体系の中で,「記号
表現」を生徒の最終的な到達地点として位置
付けている。本研究の関心も記号表現にある
が, 数学教育における表現に関心のある中原
と異なり, 生徒の数学的な思考や認知活動を
分析する手段として記号表現に焦点を当てる。
そのため, 記号表現そのものの機能の仕方が
重要となり, それを十分に考慮した分析枠組
みが必要となる。

2　分析枠組み
前節で述べたように本研究では, 生徒の認

知活動を分析する枠組みとして, Duvalの「記
号表現のレジスター (register of semiotic rep-

resentation)」1を採用する。レジスターとは,

数学における異なる記号体系を意味し,特に次
の 3つの機能をすべて備えているものである。
R1 与えられた記号が何らかの対象を表現し,

同じ体系において別の対象の記号とは区
別する。

R2 体系内においてひとつの表現から別の表

1これはDuval (1995)で定義されている (宮川, 2009
からの再引用)。本稿では単に「レジスター」と呼ぶ。

現に変換する。つまり, 別の表現を作り
出す。

R3 ある記号体系の記号表現を別の記号体系
の記号表現へ 変換する。

小数の記号体系, 分数の記号体系, 代数の記
号体系など数学で通常扱われる記号の体系は
たいていレジスターとなる。「図形と方程式」
領域では, 「代数記号体系」「日本語の記号体
系」「図形の記号体系」「座標を用いる記号体
系」が主に用いられ, 本稿では, それぞれ「代
数レジスター」「日本語レジスター」「図形レ
ジスター」「座標レジスター」と呼ぶ。なお,本
研究では, 初等幾何学 (数学A)における図と
解析幾何学 (数学 II)における図 (グラフ)をそ
れぞれ区別している。前者は図形レジスター
に属する記号とし, 後者は座標レジスターに
属する記号とする。
また,本稿ではDuvalにならい, R2の機能を

「処理 (treatment)」(Duval, 2006, p.111), R3

の機能を「転換 (conversion) 」(Duval, 2006,

p.112) と呼ぶ。「図形と方程式」領域につい
ての本研究では, それぞれの処理 (R2)と転換
(R3)の機能が鍵となるため, 例をあげて少し
詳しく説明する。
2.1　処理 (Treatment)

「図形と方程式」領域では, 次のような操
作がしばしば見られる。
(t1) 連立方程式 (y = 2x, y = −x+ 1)を 1次

方程式 (2x = −x+ 1)にする (図 3)

(t2) 与えられた 2直線の一方に平行な線を加
える (図 4)

これらはそれぞれ, あるレジスターにおい
て処理を行なっていると解釈できる。(t1)の
連立方程式 y = 2x, y = −x+ 1と一次方程式
2x = −x+1は, それぞれ, 共通の代数レジス
ターの中に存在する記号であり, 区別される
ものである。(t1)の操作は, 代数レジスターに
固有なある規則により, y = 2x, y = −x+1と
いう記号から, 新たに 2x = −x + 1という記
号を生成している操作と考える。そこで用い
られたレジスターの規則は等式の推移律など,
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通常, 数学における何かしらの規則に対応す
る。なお, 2x = −x+ 1は, 代数レジスターに
おける処理をさらに施すことによって, x = 1

3

に変換されうる。
(t2)は, ある交わる 2直線を表現している記

号に対して, 1本の直線 (平行線)を加えると
いった一般的な操作である。ここでは, 図 4の
左側の記号から右側のやや複雑な記号を,ある
ひとつのレジスター内 (図形レジスター)で生
成する処理と解釈できる。こうした処理にお
いても, 通常, 背景には数学的な規則がある。
例えば, ユークリッド平面上において, ある直
線に対して平行線を引くことである2。
これらのように,同じ記号体系 (レジスター)

の中である記号から別のある記号に変換した
り, 生成する操作が処理であり, 本研究では生
徒のこの処理の操作を通して, 認知活動や困
難性を探るのである。

代数レジスター

1

2

+−=
=

xy

xy 12 +−= xx
1+−= xy

図 3: 代数処理

図形レジスター

図 4: 図の処理

2.2　Conversion (転換・転換)

一方, 「図形と方程式」領域では転換も頻
繁に見られる。例えば, 次のような直線の方
程式を座標平面上で表す操作である。
(c1) 図 5

(c2) 図 6
(c1)は, 非常に一般的な操作だが, 代数レジ

スターの記号 (y = 1
3x− 1)から, 座標レジス

ターの記号 (xy 平面における直線)が生成さ
れており, 転換と解釈できる。この代数レジ
スターから座標レジスターへの変換には転換
の規則が存在し, それは処理の場合と同様, 数
学における規則とも対応している。例えば,解
析幾何学における直線は代数方程式を用いて
表現されることである。

2『ユークリッド原論』命題 31

一方, 転換においては, レジスターの非常に
細かな要素 (記号) によって, その転換の可能
性が左右される。例えば (c2)は, (c1)と類似
しており, 一見同じような変換と考えられる。
しかし, 図 6の座標レジスターでは, x, y切片
を読み取ることができ, 座標レジスターから
代数レジスターへの転換も容易である。すな
わち, これは相互に転換が可能なものである。
ただし, レジスター間の転換は, 常に相互に可
能ではなく, 与えられた記号に大きく左右さ
れる。
このように, ある記号体系の記号から別の

記号体系の記号に変換する操作を転換と呼び,

本稿では, 生徒の認知活動に直結した操作と
捉える。

1
3

1 −= xy

x

y

O

代数レジスター 座標レジスター

図 5: 代数レジスターから
座標的ジスターへの転換

1
3

=− y
x

代数レジスター 座標レジスター

x

y

O

1− 3

図 6: 相互に転換が可能な
場合

3　調査の概要

本研究の目的は, 「図形と方程式」領域に
おける生徒の困難性を明らかにすることであ
る。記号表現というものが,認知活動に大きく
影響を与えていると考え, それを手がかりに
困難性を探る。今回は, 困難性の実態を知り,

今後の研究の展望を得るため, 「図形と方程
式」領域の既習者に対して調査を実施した。
3.1　調査対象とその方法
調査は, 数学 IIが既習の公立高校 3年生 11

名を被験者として, 平成 21年 8月 (夏期補習
期間中)に実施した。本研究は個人単位の認
知活動に焦点を当てるため, 個人解決による
20分間の小テストによりデータを収集した。
調査では, 2題を出題し, A4用紙 1枚につき 1

題とした。また, 問題に取り組む際には, 2題
のうちいずれの問題から解答してもよいとし
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た。ただし, 調査の際は, 解決過程や思考過程
を極力表出させるため, 消しゴムの使用を禁
止し, 可能な限りボールペンによる解答を依
頼した。
3.2　調査問題とその選定
問題の選定については, 調査を依頼した高

等学校の数学教諭に相談し, 全ての生徒が容
易に解答できる問題や全く手がつけられない
といった問題を除き, 生徒の実態にあった以
下の 2題を選択した。
問題 1 3直線 x+ 2y = 5 (1)

x− y = −1 (2)

ax+ y = 0 (3)

が三角形を作らないような aの値を求めよ.

問題 2 座標平面上の 3点 P (12, 0), Q(15, 9),

R(8, 8)を通る円を C とする.

(1) 2点 P,Qを通る直線の方程式を求めよ.

また, 線分 PQの垂直 2等分線の方程式
を求めよ.

(2) 円 Cの中心の座標と半径を求めよ.

(3) 直線 y = axが円 C と 2点で交わるとき
の aの値の範囲を求めよ.

問題 1 は, 『大学への数学 II』(研文書院.

p.39)から抜粋した。同書は, 問題のレベルを
3段階に分類しており, 本調査で用いた問題
は, その第 2段階に位置するものである。
問題 2は, 1998年のセンター追試験で出題

された問題を今回の調査の形式にあわせて変
更したものである。具体的には, マークシー
ト形式の問題を記述形式にした。
これらの問題を解決する際に被験者は, こ

の領域における様々な既習知識を必要とする。
問題 1は, 直線の交点を求めることや, 2直線
の平行条件に関するものである。問題 2では,

直線や円の方程式を求めることや, 2直線の垂
直条件, 円と直線の交点に関するものである。
このように様々な数学知識が用いられている
ことから, これらの調査問題は,「図形と方程
式」領域における認知活動を分析したいとい
う本研究の目的に合致していると考えた。

4　予想される解答の分析
本節では, 調査で用いる問題から予想され

る解決過程を導き出し, それらを分析枠組み
(レジスターの処理と転換)を用いて特徴づけ,

その性質や相互関係を明らかにする。さらに
本研究では, 解決過程を構造図として整理す
る。この分析は調査で得られる解答を理論枠
組みの観点からより深く理解するための準備
である。
以下では, 問題 1と問題 2 (1)における分

析結果を簡単に述べる。ただし, 問題 2 (2)と
(3)は, 調査時間の都合で, 解答した生徒が少
なかったことから, 本稿では扱わない。特に
(3)については, 解答者が 1名であった。
まず構造図の読み方を述べておく。図 7と

図 8は, それぞれ問題 1と問題 2 (1)の解決過
程を表した構造図である。解決過程は全て上
から下に向かって展開され, 上に位置する記
号に処理や転換を施すことにより表出する可
能性のある記号をその下に置く。例えば,方程
式 a+2 = 0に代数処理を行った場合, その下
に a = −2が位置する (図 7におけるA2から
A3の過程)。また, 各々の記号が属するレジス
ターを枠で示した。二重の枠は「日本語レジ
スター」, 角が丸い四角の枠は「代数レジス
ター」, 四角の枠は「座標レジスター」, 楕円
の枠は「図形レジスター」をそれぞれ表して
いる。そして, 記号をつなぐ線分は記号間の
変換を示し, 同じ種類の枠 (同じレジスター)

が結ばれている場合は「処理」を意味し, 異な
る種類の枠が結ばれている場合は「転換」を
意味する。
4.1　問題 1の構造図
問題 1に対して数学的に可能な解答と可能

なレジスターの処理と転換を考えることによ
り, 図 7のような構造図が得られた。構造図は
複雑だが, ここでは要点となる代表的な 3つ
の解決過程を取り上げ, 簡単に解説する。
(1) 代数処理のみで a = −2を導く過程
(2) 座標レジスターの記号 H2を使った解決
に至る過程
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(3) 座標レジスターの記号F2を使い, 解決に
至らない過程

Byax
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図 7: 問題 1の分析

(1)は,連立方程式を解く代数処理によりA3

(a = −2)を得る過程である3 。この過程では,

他のレジスター (座標や図形など)に全く変換
されず, 代数レジスター内における記号の変
換のみで 3つある正しい解答のうち,その 1つ
を得ている。
(2)は, 片方の直線に y = −axが, 平行にな

る場合の座標レジスターの記号H2を用いて,

正しい解答の 1つである代数レジスターの記
号N (a = 1

2)を得る過程である。H2に至るに
は,通常, AとBにそれぞれ代数処理を施しA′

とB′を得る必要がある。このA′は, もとのA

に比べ, 傾きと y 切片を一目で認識できるた
め, 座標レジスターの記号 Cに変換されやす
い。よって代数レジスターの記号A′が座標レ
ジスターの記号C (y = −1

2x+
5
2 と y = x− 1

の 2直線を座標平面上に描いた記号)に転換さ
れる。座標レジスターの記号 H2は座標レジ

3代数レジスターにおける処理を簡単に「代数処理」
と呼ぶ。

スターの記号 Cと代数レジスターの記号 B′,

日本語レジスターの記号 J2, 図形レジスター
の記号 D3から処理と転換が同時に起こるこ
とにより得られるものである。このCに新た
に直線B′ (y = −ax)を加える操作では, まず
直線の位置関係によって D1, D2, D3の 3つ
の可能性がある。そして, 平行になる場合D3

であれば, もとになる直線や, 新たな直線の性
質に応じて, さらに複数の可能性がある。そ
のうちの一つが H2 (2直線 y = −1

2x + 5
2 と

y = −axが平行になる場合)である。また, H2

の生成には, 4つのレジスターからの処理と転
換が同時に行われており, それゆえ非常に複
雑な変換である。4つのうち, いずれか 1つか
らの変換を欠いてもH2は生成されない。例え
ば, D3を用いずD2を用いれば, H2と異なる
記号が生成される。このような複雑な構造は,

認知活動に大きく影響を与えるであろう。さ
て, H2を得たのちは, 座標レジスターの記号
H2, 代数レジスターの記号A′ ( y = −1

2x+
5
2)

とB′ (y = −ax)から処理と転換を施し, 代数
レジスターの記号M (−a = −1

2), そして N

(a = 1
2)に至る。

(3)は, 座標レジスターの記号 Fを使って,

解答を得ずに終了する過程である。座標レジ
スターの記号Cを得るまでの過程は, (2)の過
程と同様であるため省略し, 座標レジスター
の記号Fを得る変換について述べる。Fは,座
標レジスターの記号 C, 代数レジスターの記
号 B′, 図形レジスターの記号 D1に処理と転
換を同時に施すことにより得られる。しかし
ながら, y = −axが原点を通る直線に変換さ
れるも, 既にある 2直線と三角形を作ってし
まい, 解答を終了するか, もしくは別の解決方
法へ移行する。
以上, 問題 1の構造図を簡単にだが示した。

用いるレジスターによってその解決過程が左
右されることがわかるであろう。また本稿で
は, y = −axを原点に固定し, 直線を回転させ
る解決過程を動的アプローチとしており, 構
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造図中に組み込んでいる (図 7の右下)。しか
し, 紙媒体のデータのみでは, 動的アプローチ
が用いられたかを同定することが困難である
ため, 今回の分析では扱わない。

座標平面上の3 点P(12, 0), Q(15, 9), R(8, 8) を通る円をC とする. J1

J1を座標平面に描く。

(1) 2 点P, Q を通る
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・日本語レジスター：
・代数レジスター ：
・座標レジスター ：
・図形レジスター ：

図 8: 問題 2 (1)の分析

4.2　問題 2 (1)の構造図
問題 2 (1)の構造図 (図 8)は問題 1と比べ,

シンプルである。その中でも, やや複雑であ
る問題の後半部分における「代数レジスター
の記号Mと K2を使った解決過程」(中点の
座標と直線PQの直線の方程式を用いる過程)

を解説しよう。ただし, この過程では, 問題の
前半 (2点P, Qを通る直線の方程式を求める)

に解答を得ているものとする。また,問題の前
半は, 図 8で言えば, 中央の座標レジスターの
記号 F1と F2を境界にし, 左側に示した。右
側は問題の後半 (線分 PQの垂直 2等分線の
方程式を求める)である。
後半の過程は, 大きく分けて, 1)座標レジス

ターの記号 Hを生成する過程, 2) PQの中点
を求める過程, 3)垂直 2等分線の方程式を求
める過程の 3つからなる。若干,前後するかも

しれないが, 多くの場合, この順序で解決に至
るであろう。実際, 垂直 2等分線のグラフ (H)

を描かず, 中点の座標 (K2) を求めずに, 垂直
2等分線の方程式を求めるとは考えにくい。
第 1の過程で得られる Hは F2のグラフに

垂直 2等分線を加えたものである。この記号
Hを得るには,日本語レジスターの記号 J3 (線
分PQの垂直 2等分線)と F2からの転換を経
る。この過程には, 図形レジスターの記号 G

を図 8のように挿入した。その理由は, 一般
に J3 (垂直 2等分線)から転換され, 得られや
すいレジスターが, 図形レジスターの記号で
あるからである。また, ここで, Hは解答に直
結しないため, 通常, 第 2もしくは, 第 3の過
程へ移行することになる。
第 2の過程は中点の代数レジスターの記号

K2 (272 ,
9
2)に至るものである。与えられた J1

(P, Qの座標)と J3を転換して, 代数レジス
ターの記号K1 (12+15

2 , 0+9
2 )に, さらに代数処

理を施すことによってK2が, 得られる。これ
は, 比較的単純な過程である。
垂直 2等分線の方程式を求める第 3の過程

では, まず傾き L2 (m = −1
3)を求め, 切片

n = 9を求める。L2を求めるためには, 代数
レジスターにおいて, I (y = mx + n)と問題
の前半で得られた記号A2 (y = 3x− 36) のそ
れぞれの傾き (mと 3)を, 2直線の垂直条件に
もとづき, 処理する。得られた L1 (3m = −1)

は, さらに L2に変換される。また, 切片 nの
値を求めることも, 代数レジスターで処理さ
れる。Iと L2からM (y = −1

3x + n)が生成
され, 第 2の過程で得られたK2とあわさるこ
とにより, N1 (92 = −1

3 ×
27
2 + n) に変換され

る。N1にさらに処理を加えることにより, O

(y = −1
3x+ 9) が得られる。

問題 1と比較して, 問題 2 (1)の解決過程は
代数処理が主で, レジスター間の転換が少な
い。そのため, 大きな困難性は, 一見発生しな
いようにも思える。
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5　データ (解答)の分析

本節では, 4 節で示した構造図を用いて, 調
査で実際に得られた生徒の解答を分析し,個々
の生徒の困難性を考察する。ただし, 紙面の
都合上 3例のみをとりあげる。分析では, 生
徒の解決過程が構造図において, いかなる位
置づけになるかを示す。なお, 本稿では, 生徒
の解答用紙に書かれた解答をデータとして分
析する。
5.1　問題 1におけるデータの分析
問題 1における生徒 αと生徒 βの解決過程

を分析しよう。
5.1.1　生徒 αの与えた解答
生徒 αは図 9に示したように 3つある解答

のうち, a = −2のみを与えた。その解決過程
は, まず, (1), (2), (3)式を y = ax+ bの形へ
変形させ, 2直線 (1)′, (2)′ 式のグラフを座標
平面上に描く。その後,与えられたグラフから
わかるように, (3)′の式を座標平面上に何本も
描き, 三角形にならない場合の直線を探って
いる。ここでは y = −axを, 主に原点を通ら
ない直線に変換している。そして, 複数の直
線の中で, (1)′と (2)′の交点を通り, 三角形を
作らない 1本の直線が, グラフ上に太く描か
れており, その場合の aの値−2を, 交点の座
標の連立方程式を用いて求めている。
生徒 αの解答を前節の構造図 (図 7) に当て

はめると, 図 11の太線と解釈できる。レジス
ターの処理と転換の視点からすれば, 生徒 α

は, まず Aと Bにそれぞれ代数処理を施し,

A′とB′を得る。そして, A′は, さらに連立方
程式を解くという代数処理を施し, A1に変換
される。なお, 交点を求める変換はE3を得た
のちに,行われたとも考えられる。代数レジス
ターの記号A′ は, 座標レジスターの記号Cに
も転換される。そして, やや複雑であるが, C

と代数レジスターの記号 B′, 図形レジスター
の記号D1またはD2, 日本語レジスターの記
号 J2 から処理と転換が同時に起こることに
より, 座標レジスターの記号E1, E2, E3, Fが

それぞれ独立に生成される。E1, E2, Fは三
角形作ってしまうため, その後何にも変換さ
れず, 解決過程が終了する。一方, 三角形を作
らないE3からは, A1とBもしくはB′に代数
処理を施し, A3 (a = −2)を得ている。

図 9: 生徒 αの解答
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図 10: 生徒 αの E1-3,
Fの同定について

E1, E2, E3, Fを生成した変換を少し詳しく
考察しよう。これらの記号は, 生徒 αの与え
たグラフを詳しく見ることで同定できる (図
10)。E3については, 直線 y = −ax (B′)の傾
き−aが正と負に変換される違いはあるが, 2

直線の交点を通るように転換されている。図
9・10では, 見にくいが, FとE2ついても同様
のことが言える。E1については,図 9・10にあ
るようにグラフの下の部分に x軸にほぼ水平
な直線を確認できる。これらの変換で, 生徒α

は, y = −axをいくつもの直線に変換できる
ことを認めている。さらに,主に負の傾きの直
線を描いていることから, 代数レジスターの
記号 B′ (y = −ax)からも変換がなされてい
ると判断できる。しかしながら, y = −axが
y = x+ 1と y = −1

2x+ 5
2 のいずれかと平行

になる場合を認めず, a = −2以外の解答に至
る 2種類の記号H1, H2を生成できなかった。
その要因の 1つは, 生徒 αが, y = −axとい
う代数レジスターの記号よりも, むしろ図形
レジスターにおいて, 三角形を作らない直線
を探す認知活動を行っていたことにあると考
える。なぜならば, 生徒 αは, y = −axを原
点を通る直線に変換していないことから, こ
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の y = −axという代数レジスターの記号の影
響が少なかったと判断できるからである。し
たがって, C, B′などから, 座標レジスターの
記号への複合的な変換が困難性を生じさせて
いるのである。
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図 11: 生徒 αの解決過程

さらに, 原点を通らなければ, いずれかの 2

直線と平行に直線を引いたとしても, その解
が無限に存在し,不定である。学校数学では問
題の答えが殆ど 1つに定まり,複数の場合でも
答えは高々2, 3個である。つまり, 三角形を作
らず, かつ答えが 1つに定まるため (a = −2)

を解答としたとも考えられる。
5.1.2　生徒 βの与えた解答
生徒 βは図 12に示したように, 3つある解

答のうち, a = 1
2 のみを与えた。生徒 βは, 生

徒 αと同様の過程を経て, (1), (2)のグラフを
座標平面上に描いている。そして,「(1), (2),

(3)が三角形を作らないとき」と明記したうえ
で, (3)の 2種類の直線を座標平面上に描いて
いる。ここから三角形を作らない場合を探っ
ていることがわかる。さらに, 図 12からわか
るように, 生徒 βは y = −axを負の傾きを持
つ直線にのみ変換している。そして 2本の直

線のうち, (1)と (3)が平行となる場合を採用
し, その場合の aの値 1

2 を −a = −1
2 より求

めている。

図 12: 生徒 β の解答

生徒 βの解答を, 構造図に当てはめると, 図
13の太線と解釈できる。生徒 β は生徒 α同
様, Aと Bに代数処理を施し, A′ と B′ を得
て, 代数レジスターの記号A′はさらに座標レ
ジスターの記号 Cとなる。Cと, 代数レジス
ターの記号 B′, 図形レジスターの記号 D1ま
たは D3, 日本語レジスターの記号 J2 から処
理と転換が同時に起こることにより, 座標レ
ジスターの記号 Fと H2をそれぞれ独立に得
ている。H2が解答 a = 1

2 に直結することか
ら, おそらく Fの後, H2を生成していると考
えられる。Fは三角形を作ってしまうため, そ
の後何にも変換されない。一方, 三角形を作
らない H2からは, 座標レジスターの記号 H2

と代数レジスターの記号 A′ (y = −1
2x + 5

2)

と B′ (y = −ax)から処理と転換が同時に起
こり, 代数レジスターの記号M (−a = −1

2)が
生成されていると解釈できる。Mには, さら
に代数処理を施し, N (a = 1

2)を得る。
構造図の視点から解決過程を見ると,生徒 β

の抱える困難性が見えてくる。生徒βは,この
問題に対して, 2種類の解決過程を与えた。座
標レジスターの記号 Fと H2を得る際に用い
られる y = −axの転換に注目すると, いずれ
の直線も「傾きが負の直線」に変換されてい
る。この変換において, 生徒 β は, 代数レジス
ターの影響を強く受けている。実際,傾きが負
の直線を与えていることから, y = −axの傾
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図 13: 生徒 β の解決過程

き−aより,「この直線は常に傾きが負になる」
と認識し, さらに, 生徒 αと異なり, 全て原点
を通る直線を与えていることから, y = −ax

の記号をより忠実に反映している。つまり,代
数レジスターの記号からの影響を強く受けて
いる。なお, 座標レジスターの記号 Gと H1

を用いて解決する場合, y = −axは傾きが正
の直線に転換することが求められる。しかし,

代数レジスターのマイナスの記号に強く影響
を受けた生徒 βが生成しうる座標レジスター
の記号の中にGとH1は存在せず, a = −2と
a = −1を解答として与えるに至らなかった
と考えられる。
5.2　問題 2(1)におけるデータの分析
次に, 問題 2(1) における生徒 γの解決過程

を分析しよう。
5.2.1　生徒 γの与えた解答
生徒 γ は図 14にある解答を与えた。問題

の前半 (直線の方程式) に対しては解答 y =

3x− 36を与え, 後半 (垂直 2等分線の方程式)

に対しては解答 y = −1
3x+9を与えずに終了

している。生徒 γ は 3点 P(12, 0), Q(15, 9),

R(8, 8) を座標平面上に描き, それら 3点を通
る円と直線 PQを描いている。そして, y =

ax + bに Pと Qの値を代入し, 連立方程式
0 = 12a+ b, 9 = 15a+ bを解くことにより直
線 PQの方程式を求めている。
問題の後半に対しては,問題の前半に描いた

グラフのx = 12, 15の間に 3
2を書き入れ,点Q

から y軸に平行と見られる直線を引き,その長
さ 9を与えている。さらに,「2直線の垂直条
件」4を用いて,求める直線をまず y = −1

3x+b

とおく。そして, PQの中点の座標を求める過
程では, 線分 PQの長さ (3

√
10)を求め, その

半分の長さ (3
√
10
2 ) により中点を与えようと

した。　

図 14: 生徒 γ の解答

中点の解釈

図 15: 生徒 γ の K1の
同定について

生徒 γ の解答を, 構造図に当てはめ
ると, 図 16 の太線になると解釈でき
る。生徒 γ は, 日本語レジスターの記号 J1

(座標平面上の 3点 P (12, 0), Q(15, 9), R(8, 8))

に転換を行い, 座標レジスターの記号F1を得
ている。さらに F1と, 日本語レジスターの記
号 J2 (直線)から処理と転換を同時に行い, 座
標レジスターの記号 F2を得ている。一方, 日
本語レジスターの記号 J1 (P (12, 0), Q(15, 9))

と J2 (直線の方程式)は, 代数レジスターの記
号 B1 (連立方程式 0 = 12a+ b, 9 = 15a+ b)

に転換され, B1 はさらに代数処理によって
B2 (a = −3, b = −36) となる。そして,

42 直線 y = m1x + n1, y = m2x + n2 が垂直にな
る条件はm1m2 = −1である。
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y = ax + bと B2から同時に代数処理をする
ことによって A3 (y = 3x − 36)を得ている
のである。

座標平面上の3 点P(12, 0), Q(15, 9), R(8, 8) を通る円をC とする. J1

J1を座標平面に描く。

(1) 2 点P, Q を通る
直線の方程式を求めよ. J2

Q

R

P
x

y

O

1F

y

R

Q

2F

J2の直線PQを引く。2363 Axy 　−=

教科書(高校)の公式

に与えられた座標の値

を代入する。

　　)( 1
12

12
1 xx
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終了

変化の割合を求める。

)(a

x

y

傾き　

変化の割合
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の増加量

=
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(2) 線分PQの垂直2等分線
の方程式を求めよ。 J3

nmxy +=
求める直線を次のようにおく

),(

),(

2
9

2
27=
yx
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中点

2
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2
1512
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+
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教科書(中学)の式

にP, Qの値を代入する。
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Q
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P
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B1の連立方程式を解いて

A2 を得て終了

)(a傾き　=

1
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−
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23 Ca 　=

33 Cbxy 　+=

直線の方程式(中学)

に代入する。

PかQの値をC3に代入する。
（ここでは、Pの値）

41539 Cb　+×=

536 Cb 　−=

A2 を得て終了 x

y

O P

R

Q

G

H

K1 I 終了

3
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終了
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2
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(記号体系)

・日本語レジスター：
・代数レジスター ：
・座標レジスター ：
・図形レジスター ：

図 16: 生徒 γ の解決過程

問題の後半は, 日本語レジスターの記号 J3

(垂直 2等分線の方程式)に転換を行い, 代数
レジスターの記号 I (y = mx + n)を得てい
る。それから, 2直線の垂直条件を用いて,問題
の前半で得た代数レジスターの記号 A2 (y =

3x−36)と Iに代数処理を施し, L1 (3m = −1)

を生成する。L1はさらに代数処理により, L2

(m = −1
3)に変換されている。そして, IとL2

に代数処理によってM (y = −1
3x+n)に至る。

一方, 日本語レジスターの記号 J1 ( P(12, 0),

Q(15, 9) )と J3 (2等分)に処理と転換が同時
になされることにより, 代数レジスターの記
号K1′ (PQ = 3

√
10)が生成されている。K1′

はさらに代数処理によって K2′ (PQ
2 = 3

√
10
2

)に至る。しかし, M (y = −1
3x + n)と K2′

からは, y = −1
3x+ 9を与えることはできず,

解決過程を終了した。なお, ここで, K1′, K2′

は構造図 (図 8) のどこにも位置づけられない
が, K1, K2の中点に相当するものとして, K1′,

K2′とした。

ここで興味深いことは, 生徒 γは, 中点を座
標ではなく, 線分の長さを用いて求めようと
している点である。実際, 図 15では, PQを
斜辺とする直角三角形において, 底辺の長さ
3
2 を与え, 斜辺 3

√
10と線分PQの中点までの

長さ 3
√
10
2 を中点に相当する記号として与え

ている。分析枠組みの言葉で換言すれば, 生
徒 γは座標レジスターから導かれる規則を用
いて中点を求めているのではなく, 図形レジ
スターから導かれる規則を用いて中点を求め
ているのである。したがって, 生徒 γは, 座標
レジスターから転換される代数レジスターの
処理規則により解答を与えなければならかっ
たにもかかわらず, 図形レジスターに大きく
依存して, 解答を与えようとしたのである。

6　考察：「図形と方程式」領域における困難性
本稿では, 記号表現のレジスターの視点か

ら, 図形と方程式領域における生徒の解決過
程を分析した。レジスターを分析することは,

生徒の数学的な活動や思考を認知的な側面か
ら分析することであり, 本研究では, 図形と
方程式領域における学習の困難性を示す手が
かりとした。また, 紙面の都合上, 3人の生徒
α, β, γの解答のみを分析した。分析結果から
わかるように, 3人の生徒の思考過程は大きく
異なり, それぞれが抱える困難性も異なるよ
うである。そして, 調査対象であった生徒 11

人の解答では, それぞれ様々な処理や転換に
困難性が生じていた。つまり, 解答が重複す
ることはあっても, それぞれの解決過程にお
ける困難性が生じる所は, 非常に多岐に及ぶ。
そうしたなかで, 前節で分析した結果から注
目すべき困難性についてその根源を論じてみ
たい。
6.1　複合的な転換による困難性
代数レジスターが,「図形と方程式」領域に

おいて, 図形の性質を扱うなどの操作的な役
割を果たしていることは言うまでもない。そ
して, この領域では代数と座標の相互の変換
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が中心的である。しかし, 分析で見たように,

転換は, 単一的ではなく, 複合的である。複数
のレジスターからある一つのレジスターへの
転換は, 適切な要素をそれぞれ抜き出さなけ
ればならないため, 単一的な転換に比べ, 複雑
になる。
問題 1において, 座標レジスターの記号E1,

E2, E3, E4, F, G, H1, H2は, 複数のレジス
ターから処理と転換が同時に起こり表出した
記号であった。問題 1を解決に導くためには
図形レジスターからアイデアを得ずに,代数レ
ジスターのみからアイデアを得ることはでき
ない。そして, その際, それぞれのレジスター
をどの程度利用すべきかは, 容易でなく, 適切
なバランスが必要となる。実際,生徒αと生徒
βの解決過程は異なり,特に記号G, H1, H2を
表出に至る過程において, 2人の生徒は各々に
異なるバランスで, 異なるレジスターに影響
をうけ,認知活動を行ったと考えられる。5.1.1
節に示したように生徒 αは, y = −axを原点
を通らない直線に変換する過程において, 図
形レジスターに大きく影響をうけていた。一
方で, 生徒 β は y = −axの代数レジスター
の記号に大きく影響をうけていた。問題 1を
解決に導くためには, 図と代数のそれぞれの
レジスターから状況に応じて, 適切に変換が
行われなければならない。2人の生徒は, その
バランスを欠いたため問題 1の解決に至らな
かったと。これは「図形と方程式」領域特有
の難しさであろう。
6.2　異なるレジスターが導く処理
5.2.1 節の問題 2における生徒 γ の解答で

は,「中点」に関する認識が解決過程に影響を
与えていたと考えた。「中点」を表現する記号
は, 図形レジスターと座標レジスターにそれ
ぞれ存在し, レジスター間に対応関係が存在
する。しかし, 図形レジスターと座標レジス
ターから導かれる処理は, 大きく異なるので
ある。図形レジスターでの中点は, 長さを測っ
て半分にすることや, コンパス等で垂直二等

分線を作図することなどの処理に導く。そし
て, そこで鍵となる数学的対象は線分の「長
さ」である。一方, 座標レジスターの中点は,

「長さ」は潜んではいるが, 点の値を代数レジ
スターの記号で捉えなおし, 「長さ」を考え
ず, 全て代数レジスターで処理を行うことに
導く。したがって, 重視される数学的対象, そ
して導かれる処理が異なるため, 中点の座標
を得るに至っていない。生徒 γ は, 図形レジ
スターで重視される線分の「長さ」を座標レ

ジスターから導かれる
(√

(x1−x2)2+(y1−y2)2

2

)
により解答を与えるしかなかったのである。
このように「図形と方程式」領域では,図形

レジスターと座標レジスターそれぞれにおい
て, 数学的対象のレベルで (例えば, 中点) 対
応関係があったとしても,それぞれの記号から
導かれる処理が大きく異なる。そのため,常に
適切なレジスターにおいて, 数学的対象を捉
える必要がある。これも「図形と方程式」領
域に固有な性質であり, 生徒の認知活動にし
ばしばネガティブな影響を与えるものと考え
られる。
しかしながら, 「図形と方程式」の領域で

は, 必ずしも常に座標レジスターが優先され
るわけではない。問題 1における座標レジス
ターにおいて,解答に直結する記号G, H1, H2

を表出させるためには, 図形レジスターで考
えることも必要であった。したがって, 6.1 節
で述べたことに通じるが, ここでも適切なバ
ランスで, 状況に応じてレジスターを使い分
けなければならないのである。

7　おわりに
本稿の目的は, レジスター分析により,「図

形と方程式」領域における, 生徒の困難性の
根源を探ることであった。その結果, 第 6 節
では,「図形と方程式」領域において, 生徒が,

図形レジスター, 代数レジスター, 座標レジス
ターなど異なるレジスターを使い分けなけれ
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ばならないこと, そしてそこに困難性が潜ん
でいることを示した。
今回,実施した調査は被験者が紙と鉛筆を用

いて解答する形式であり,図形レジスターと座
標レジスターには静的なものであった。一方,

「図形と方程式」領域では,ソフトウェアを用い
た実践がしばしば提案されている (GRAPES,

GeoGebraなど)。その多くが動的なものであ
り, この場合は, また別のレジスターが存在す
るように思える。さらに, それらを用いた授
業実践は本稿で見てきた困難性を回避, もし
くは克服してくれるようにも思える。今後は
そうした環境における学習者の認知活動をも
分析対象とする必要があるであろう。
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