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証明学習における子どもの困難性はさま

ざま挙げられている。その中でも本研究で

は証明学習における子どもの思考と証明の

表記が整合されたものになっていないとい

う問題に着目する。宮崎(2009)によれば，

証明学習における推論には 2 種類ある。そ

れは，仮定から結論へ向かう推論（総合的

推論）と結論から過程へと向かう推論（解

析的推論）である。証明学習において子ど

もは，この 2 種類の推論を用いながら，仮

定から結論に至るまでの筋道を見つけよう

と試みる。この仮定から結論へ至るまでの

筋道を発見していながらも，その内容を記

述，もしくはその他何かしらの表現を用い

て，他者へ伝えることを困難に感じてしま

う子ども達がいるのではないか。松井

(2008)はこのことを，教育現場での経験か

ら「生徒は自分なりの言葉で説明はできて

も，形式的な書記表現を行うことを困難に

感じてしまう傾向にある」と述べている。

これは，書記表現に限らずとも演繹的に事

柄を説明することに関して同様のことが言

えるであろう。それではなぜこのように子

どもは自身で理解している事柄を証明とい

う形式で表現することを困難に感じてしま

うのであろうか。この理由を明らかにする

ためには，証明学習における思考がどのよ

うにして行われているのか，そして，行わ

れた思考を証明として表現する際には子ど

も達の中で何が起きているのかを明らかに

する必要がある。そのため本研究では，ヴ

ィゴツキーの心理学理論，特に「内言」の

概念に着目する。ヴィゴツキーの心理学理

論は我々の思考が内言を含む言語を媒介と

して行われていることを指摘し，思考がど

のようなものであるかを考察したものであ

る。 
本稿の目的は，ヴィゴツキーの心理学理

論の内言に着目し，思考と証明の表現の間

にある隔たりの諸相を明らかにすることで

ある。 

 
1. 問題意識の焦点化                  

自身の問題意識を具体的に説明するため

に以下のような想定プロトコルを提示する。

生徒や教師の前にある番号はプロトコル番

号である。 

 
 

 
図１：想定プロトコル用課題 

（後の説明の都合上角に名前を付けてある。） 

課題 

次の直線のうち，平行なものはどれとどれですか。理由も答え

なさい。 
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上越数学教育研究，第26号，上越教育大学数学教室，2011年，pp.71-78.

– 71 –



1001 教師：平行なものはどれとどれ？ 
1002 生徒：m と o が平行かな…。でも角

度が違うのが気になるな。 
1003 生徒：l と o はどうかな。うーん…。

これはぴったりだ！ 
1004 教師：どうしてそう思ったのかな？ 
1005 生徒：135+45 が 180 だから。 
1006 教師：135 と 45 っていうのはどこか

ら出てきた数字なのかな。 
1007 生徒：これ。（135°，45°を指して） 
1008 教師：ではどうして足し算をしたん

だろう。 
1009 生徒：うーん…。 
1010 教師：この二つの角はこの位置のま

まで足すことができるのか

な？ 
1011 生徒：移せばいいんだ。 
1012 教師：移すっていうのは何をどこへ

移すことなのかな。 
1013 生徒：（45°を指して）これを（∠A

を指して）ここに。 
1014 生徒：そうするとつじつまが合って

ぴったり重なる。 
1015 教師：なるほど。じゃあそれをきち

んと証明してみようか。 
1016 生徒：え，証明…。証明って事は，

なんか言い方があったな。え

ーっと仮定より…l//o。 
1017 教師：それは結論でしょ。図をもと

に l と o が平行なことを証明

するんでしょ。 
1018 生徒：そうか。…。じゃあ同位角だ

から，ここ（∠A）=ここ（∠

B）。 
1019 教師：いや，それはいきなりは言え

ないでしょ。 
1020 生徒：うーん，どうしたらいいんだ

…。 
この場面で，生徒は l と o が平行である

ことを，1003 の「これはぴったりだ」や，

その後の説明から，明らかに頭の中では数

学的な意味を伴った理解をしていることが

わかる。しかし，このことを表現する段階

では 1005 の「135+45＝180 だから」とい

う発言や，その後の説明から分かるように，

この生徒の自分なりの言葉で表現しており，

これらは証明には至っていない。そして，

1015 で教師が「証明してみよう」と発言す

ると，生徒は戸惑い，最終的にどのように

表現すればよいのか見当がつかなくなって

しまう。 
生徒が考えた内容を整理し，解釈すると

次のようである。「135°+45°＝180°な

ので，直線 p と直線 l がなす角は 135°と

45°である。同位角が等しいので l と o が

平行である。」このような思考が行われてい

たにもかかわらず，生徒はこのことをうま

く説明できず，1005 の「135+45＝180」
や，1014 の「つじつまが合ってぴったり重

なる」という自身の思考過程を省略した表

現をした。このように，子どもは自身で理

解している事柄を他者が分かるように，特

に証明の形式で表現することを苦手とする

場合がある。本研究では，子ども達が証明

学習においてなぜこのような自分なりの言

葉を用いるのか，そして，なぜ証明をする

ことを困難に感じてしまうのかをヴィゴツ

キーの心理学理論からのアプローチにより

考察する。 

 
2. ヴィゴツキーの心理学における内言 
2.1 内言の捉え 
 内言とは，声や文章にされない，頭の中

で展開される言葉のことである。人間は複

雑な思考を内言によって行っている。それ

に対して外言とは，音声として現れる言葉

である。普段我々がコミュニケーションを

行う言葉が外言であり，思考を行う際に心

の中でつぶやく言葉が内言である。このよ

うに，内言を含む言語を通して行われる思
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考を言語的思考とよぶ。思考は言語を媒介

として行われているが，内言は頭の中で行

われるひとり言や暗記した文章を思い起こ

すことだけではない。それは内言が外言か

ら音声を取り除いたものではなく，内言に

のみに存在する性質を有しているというこ

とである。ヴィゴツキー(2001)は内言につ

いて次のように述べている： 

 
多分，この用語の最初の意味は，内

言を言語的記憶とする理解であっただ

ろう。私は，暗記した詩を暗唱するこ

とができる。しかし，私は，記憶の中

でのみそれを再生することもできる。

言葉は，このように他のあらゆる対象

とも同様，それについての表象あるい

は記憶の形象によってとりかえられる

ことができる。この場合は，内言は外

言から，対象についての表象が実際の

対象と区別されるのとまったく同じよ

うにして区別される。（中略）言語記憶

は，内言の本性を決定するモメントの

一つである。だが，それは，もちろん，

それだけでこの概念をおおいつくすも

のでないばかりか，この概念と直接的

に一致するものでもない。古い学者の

あいだでは，言葉の記憶における想起

と内言とのあいだに等号をふしている

のを常に見出すことができる。だが，

実際には，これらは区別されるべき二

つの異なる過程なのである。内言の第

二の意味はふつう，通常の言語活動の

省略と結び付けられる。この場合は，

発音されない無音・無言の言葉，すな

わち，ミラーの有名な定義に従えば，

言葉マイナス音が，内言と呼ばれる。

（中略）だがこれも，第一の理解と同

様，この概念全体を覆いつくすもので

ないばかりか，この概念と一致するも

のでも決してない。（ヴィゴツキー，

2001，邦訳，p.337） 

 
ヴィゴツキーは内言を「もっともあいま

いな，内言をいちじるしく拡大解釈」した

ものとして，ピアジェの自己中心的言葉か

ら音声が失われたものと位置づけている。

子どもは四歳ごろになると，「ひとり言」を

言うようになる。一人でいるときだけでな

く，友達と遊んでいるときにも隣の子ども

に話しかけるのではなく，自分に向かって

大きな声で話しかける。これが自己中心的

言葉である。言語がはじめは他者に自分の

意思を伝えるためだけに使われていたのに

対し，発達に伴って言語を思考のための道

具として使うようになるのである。この変

遷が，「精神間的機能から精神内的機能への，

すなわち，子どもの社会的集団的活動形式

から個人的機能への移行」（ヴィゴツキー，

2001，邦訳，p.383）である。自己中心的

言葉は発達に伴って減少し，最終的に消滅

することが確認されているが，ヴィゴツキ

ーはこれが，自己中心的言葉の減少ではな

く，内言への変化であることを実験によっ

て指摘した。（ヴィゴツキー，2001，邦訳，

pp.386-396）また，ヴィゴツキーは内言の

特徴を意味的側面から説明している。 

 
2.2 内言の意味論と構文法 
 内言を考察するにあたって，言葉の「意

味」と語義を区別して考える必要がある。

辞書に載っているような言葉の意味を語義

と呼ぶ。例えば「車」という単語を国語辞

典で調べると「車輪の回転によって動く仕

掛けのものの総称」（新村出(編)，2008）と

でてくる。しかし，これは我々のイメージ

する車と完全に一致するものではない。

我々のイメージする車は個々によって異な

るものなのである。例えば車を普段通勤に

使用している者にとっての車の意味は「便

利で快適な足」であるし，交通事故にあっ
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た直後の者にとっては「危険な鉄の塊」と

なる。言葉が示す意味は個々によって異な

るものであり，また文脈によっても異なる

ものである。このような言葉の意味を本研

究では「意味」と表現する。ヴィゴツキー

は「意味」についてクルイロフの寓話「と

んぼとあり」（日本ではアリとキリギリスと

して親しまれている）の結びの言葉「踊る」

を例に挙げて説明している。この話の中で，

夏の間遊び呆けていたキリギリスが冬にな

ってアリに助けを求めたときに，アリはキ

リギリスにむかって「踊れ」という。これ

は踊りを踊れという語義ではなく，「楽し

め」や「滅べ」といった「意味」を示して

いる。言葉は文脈の中において語義よりも

「はるかに広い知的・情動的意味を獲得す

る」（ヴィゴツキー，2001，邦訳 p.415）の

である。 
 内言は自己との対話であるから，内言が

現れるときの心理状態や，文脈は自己の中

では分かっている。そのため他者とコミュ

ニケーションをするための言葉である外言

で必要な主語や説明語は内言の中では不要

であり，省略される。中村(2004)によれば，

「音声が消失し，構文も最大限に縮小・省

略された内言では，統語論は問題にならず，

意味論こそがもっとも中心的な位置を占め

ているのである」（中村，2004）。ヴィゴツ

キーは内言のこの特徴を内言の「述語主義」

と呼んでいる。 

 
2.3 内言の意味論の特質 
ヴィゴツキーは内言の意味論の特質とし

て相互に関係のある三つの特徴を挙げてい

る。一つ目は「内言の中では，単語の意味

が単語の意義に優越する」（ヴィゴツキー，

2001，邦訳，p.414）ことであり，残りの

二つは意味論的単位の膠着と，「意味」の作

用である。膠着とは，概念の複雑な意味や

特殊な意味を表現するために，いくつかの

語句が結合したり合同したりして，ひとつ

の複合語を作ることである。上述したよう

に「述語主義」である内言のなかでは言葉

の語義ではなく「意味」が広がっている。

その「意味」は言葉と言葉が結合するよう

に，「意味」を一つの単位として合同・結合

する。ヴィゴツキーは語義と語義の結合を

意味論的単位の膠着，「意味」と「意味」の

合同や結合を「意味」の作用と呼んでいる。 
意義と意義の結合と「意味」と「意味」

の結合とでは異なった面がある。中村

（2004）によれば，前者の場合は，もと

もと規格化された安定した不変の内容ど

うしの結合であるため，新しく生まれる複

合的な意義も，たとえそれが個人の意識の

中で「意味」化されたとしても，その自由

度は限られたものである。それに対して，

後者の場合には，文脈が異なると容易に変

化する内容どうしの結合であるから，新し

い複合的な「意味」も文脈と共に自由に変

化するのである。 

 
2.4 外言として現れる内言 
ヴィゴツキー心理学における内言のうち，

外言として表出してしまうような一部のひ

とり言は，述語主義，「意味」の作用の視点

から見ると，内言である。証明学習のよう

な複雑な思考を伴った学習の中で，思わず

考えていることをつぶやいてしまったとい

う経験は誰にでもあるものであろう。本研

究では証明学習中に現れるつぶやきや，ひ

とり言に相当するものを引き出し，それら

を内言と同様に意味論の特質を持つものと

して捉え，それらがどのようにして現れる

のか，そして思考とどのようにかかわるの

かを考察する。 

 
3. 本研究における証明の捉え 
3.1 Harel & Sowder(2007) の研究に見

る証明の捉え 
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 Harel & Sowder(2007)は証明のスキー

マの分類に関する研究を行っている。証明

のスキーマとは，個々，もしくはコミュニ

ティー内での証明の概念を表現する心的構

成物である。証明のスキーマを考えるに当

たり，Harel & Sowder（2007）は次の 3
つの事柄に留意している。①知識が形成さ

れるときに新たに発生するということはな

く，個々の中に存在する知識と関連するこ

とによって形成される。この考えを証明の

概念の知識形成に適用し，学習者が現在知

っている証明を基に新しい証明を形成する

ということを前提として考える。②証明が

歴史を通じて発展したことを考慮し，歴史

を通じて理解され研究されてきた証明の概

念の規範を保つ。③証明の概念には相手を

納得させるという社会的な要因が含まれる

ので，社会的側面からの証明過程に注意す

る必要がある。それゆえに，証明のスキー

マを考えることは，「認識論的で，数学的で，

歴史認識論的で，社会学的」（Harel & 
Sowder，2007，p.5）なのである。 
証明のスキーマは，主に3つに分類でき，

更にそれらは細かく分類されている。それ

は，外的確信の証明のスキーマ（External 
conviction proof schemes），経験的証明の

スキーマ(Empirical proof schemes)，演繹

的な証明のスキーマ (Deductive proof 
schemes)である。これらの細かい分類を図

２に示す。Harel & Sowder（2007）はこ

れらについて次のように述べている： 

 
外的確信の証明のスキーマは， (a)

教師や本などの権威，(b)証明の厳密な

議論の形式 (c)記号もしくは操作が潜

在的に筋が通っていないような記号操

作，例えば  (a+b)/(c+b)=(a+b)/(c+b)  

=a/c などのような目の中の操作に依存

しているような証明のスキーマである。

経験的な証明のスキーマは量を直接計

測した値，具体的な代数の値などの例

から与えられた証拠と知覚の両方に依

存している。(Harel & Sowder，2007，
p.7） 

 

本研究においては，Harel & Sowder 
(2007)における演繹的な証明のスキーマを

獲得することを証明ができるようになるこ

ととして捉え，目標と設定するが，後に述

べるように，演繹的な証明のスキーマを獲

得している者でも推論を行う際にはそれ以

外の証明のスキーマを働かせているものと

考える。 
ここで，演繹的な証明のスキーマの獲得，

つまり証明ができるようになるという状態

はどのようなものであるかについて考える。

変形の証明のスキーマの特徴は３つある。

それは，普遍性(generality)，操作的思考

(operational thought)，論理的推論(logical 

外的確信の証明のスキー

マ 

(External conviction 

proof schemes) 

権威の証明のスキーマ 

(Authoritarian proof scheme)

形式の証明のスキーマ 

(Ritual proof schemes) 

記号に関係のない証明のスキ

ーマ 

(Non-referential symbolic 

proof scheme) 

経験的な証明のスキーマ

(Empirical proof 

schemes) 

帰納的な証明のスキーマ 

(Inductive proof scheme) 

知覚による証明のスキーマ 

(perceptual proof scheme) 

演繹的な証明のスキーマ

(Deductive proof 

schemes)- 

変形の証明のスキーマ 

(Transformational proof 

scheme) 

公理の証明のスキーマ 

(Axiomatic proof scheme) 

図 2 証明のスキーマの分類 
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inference)である。これら３つの特徴につ

いて Harel & Sowder (2007)は，以下のよ

うに述べている： 

 
普遍性は万人にとって正しいと認め

られることであり，孤立し，例外とな

らないことである。操作的思考は個人

が何かしらの目標に到達しようとする

ときにその結果を予想，証拠付ける過

程での試みが外から見て分かるという

ことである。最後に，数学において個

人が何かを正当化しようとするときに，

最終的には論理的な推論のもとに成り

立っていなければならない。論理的な

推論の特徴が使われる。（Harel & 
Sowder,2007,pp.7-8） 

 
結果を予想，証拠付ける過程での試みが

外から見て分かるということは，証明の記

述の中における順序の中で，後に来る結果

を正確に予想し，その根拠となる過程を示

すことである。このような思考が表現され

ているとき，操作的思考が行われたという

ことができる。このことを第 1 節の想定プ

ロトコルを例にあげれば，∠A と∠B が等

しければ同位角が等しいので l と o が平行

になるという，後に来る結果を先に予想し，

∠A が 45°であることを先に述べること

ができたとき，操作的思考が行われたとい

うことができる。この思考を行うことが子

どもにとって困難であることは上述した

とおりであるが，それがなぜ困難であるの

かを本稿では内言の性質から説明する。 

 
4．自分なりの言葉や表現と証明 
4.1 自分なりの言葉や表現の発生 
証明学習における思考も内言を媒介とし

て行われている。ここでは証明学習の中で

現れる内言や，ひとり言，自分なりの言葉

に相当するものがどのようにして生じるの

かについて，また証明学習におけるそれら

の役割について考察する。上に示した想定

プロトコル 1003 の「これはぴったりだ」

や，1005 の「135+45=180」，1011 の「移

せばいいんだ」，1014 の「つじつまが合っ

てぴったり重なる」は外言であるが，その

述語主義，「意味」の作用の視点から見て，

内言同様の性質があるひとり言，もしくは

自分なりの言葉であるといえる。1003 の

「これはぴったりだ」は，第 1 節で述べた

ような思考過程を言葉によって表現したも

のである。つまり，この生徒は自身の思考

の中で行われたことをこの一言の言葉で表

現している。また，この生徒のその他の自

分なりの言葉は，教師へ自分の考えを説明

するために用いている表現であるが，主語

や，角の場所を説明する語句が省略され，

「意味」の作用が起きた結果このような言

葉となっている。このように，証明学習に

おける思考の中ではさまざまな言葉が省略

されたり，膠着したりしながら，「意味」の

作用が起き，その結果，自分なりの表現が

行われる。自分なりの言葉や表現の背景に

は，さまざまな思考が存在するが，その「意

味」を完全に把握することができるのは自

分自身のみである。この生徒は自分なりの

言葉を他者へ説明するための言葉へと一般

化することができなかった。このようにし

て自分なりの言葉や表現がなされる。 
証明を行う際には，述語主義である内言

や，自分なりの言葉の省略された語句を補

い， Harel & Sowder（2007）が変形の証

明のスキーマについて述べているように，

「普遍性」，「操作的思考」，「論理的推論」

の条件を満たすように，後に来る結果を予

想し言葉を並び替える。子どもにとって，

この二重の壁が証明を難しくしているので

ある。 

 
4.2 事例に見る自分なりの言葉や表現 

– 76 –



次のプロトコルは，プレ調査を行った際

のものの一部である。プレ調査では，図 3
に示す課題を使用し，図形問題を考える際

に自分なりの言葉や表現がどのように現れ

るかを調査した。被験者は，数学コースの

大学院生であり，この大学院生を M と呼ぶ。

M には解法を考える際に思考を逐一言葉

にするように要求した。I は聞き手で，筆

者である。 

 
 
 
 
 
 
 
 

 M は三角形 ADC と三角形 ABE が合同

であって欲しいと述べ，少し考えた後に，

それらが二辺挟角が等しいので合同である

ことを I に説明した。 
2001I： 更に突っ込むんだけど，２辺挟角

が，ぱっと見て分かったんじゃな

くて，なんか二辺挟角になりそう

だなっていう予想を立ててから，

二辺狭角を言い当てるまでに，ど

ういうプロセスがあったというか， 
2002M：プロセス？ 
2003I： これさ，一瞬で二辺侠角を見抜い

たんじゃなくて，思い出してほし

いんだけど， 
2004M： あー，二辺侠角の，だなと思っ

たのは， 
2005 I： 思ったのは， 
2006M：辺が，おんなじ，ここと（AC)こ

こ（AE)がおんなじっていうのと，

ここ（DA)とここ（AB)がおんなじ

だっていうのを使って， 
2007 M：なんかちょうちょが見えたんです

よ。  
2008I：ほう，ちょうちょが見えた。どの

ちょうちょが見えた？ 
2009M：この，AEB と，この ACD のちょ

うちょがみえたんですよ。 
2010I：この，星のいっこ欠けた形ね。 
2011M：そうです。ちょうちょが見えて，

そしたら羽の長さがおなじだった

っていう。なので，この三角形は

きっと合同。 
2012M：で，よく見たらこの角度（∠DAC

と∠BAE）が同じだっていうのが

ロジックで言えるなと・・・。 
2013M：シュって。（手と手を重ねてスラ

イドさせる動作をする。） 
2014I：シュって。ね。 
2015M：で，（∠DAB をさして）60°，（∠

EAC をさして）60°と（∠BAC
が）共通だからできそうだなって

展開していったんです。 
この場面では，M は AD=AB,AE＝AC を

手がかりに，2011 の発言で「きっと合同」

と述べていることから，図の見た目から△

ADC≡△ABE であると見当を付けたこと

を説明している。ここでは， Harel & 
Sowder (2007)による，知覚による証明の

スキーマ（perceptual proof scheme）が強

く働いている状態であると言える。2011 の

「ちょうちょ，羽」は△ADC△ABE が重

なり合ってできたこの図形とその辺を表現

するこの学生の自分なりの言葉である。こ

の図形や辺を口頭で説明するときに，明ら

かに「△ADC△ABE が重なってできた図

形」や，「AC と AE，AB と AD」などと一

般化された言葉によって説明するよりも内

言に近い，自分なりの言葉を用いる方が抵

抗が少ない。2013 の「シュ」という発言と，

ジェスチャーは，∠DAC＝∠BAE＝60°+
∠BAC であることを説明する自分なりの

言葉と表現である。この説明ではでは証明

図 3 プレ調査用課題 

課題 

右の図で，三角形ADBと三角形AECは正三角形です。

∠ｘの大きさを求めなさい。 

B 

A 

C 

D 
E 

ｘ 
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には至っていないが，2015 の発言は，明ら

かに証明に近い構造となっている。  
図形問題を解決する際には，知覚の証明

のスキーマが働く状況から，自分なりの言

葉や表現を経て，演繹的な証明のスキーマ

が働く状態へと変化していっている。この

事例では図の見た目から△ADC≡△ABE
の予想を立て，それが数学的に成り立つこ

とをいったん自分なりの言葉や表現を用い

て説明し，さらにそれを細かく説明する際

に演繹的な証明に近い構造の説明をしてい

る。 

 
5. まとめと今後の課題 
本稿では，内言を用いて行われる思考を，

他者が理解できるようにし，変形の証明の

スキーマの条件を満たすように整理するこ

とが子どもにとって困難であることを述べ，

子ども達の証明学習における自分なりの言

葉や表現がどのようにして生じるかについ

て考察した。また，図形問題の解決過程の

中で，知覚に依存した問題解決から，自分

なりの言葉や表現を用いる状況を経て，演

繹的な証明に近い構造に変化していく様子

を述べた。 
4.2 節の事例の中では，自分なりの言葉

や表現が表出する様子を述べたが，この自

分なりの言葉や表現が，知覚による推論を

演繹的な証明へと向かって導いているよう

に捉えることもできる。自分なりの言葉や

表現が証明学習における思考においてどの

ように働いているかについては今後，さら

なる研究が必要であろう。 
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