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１．はじめに

　中学生にとって関数の学習が難しいだけで

なく、そもそも関数とは何かがわからないの

ではないかとの可能性が指摘されてきた (上

田, 2009; 山岸, 2009)が、現在においても類似

の報告は依然としてなされている (例えば盛

田, 2014; 山口, 2014)。例えば盛田 (2014)は中

学校３年生に、関数に関わる用語がどの程度

理解できるかを４段階で回答させている。そ

の結果、切片や傾きについては 73%の生徒が

よくわかる、だいたいわかると回答したのに

対し、関数についてはよくわかると回答した

生徒が 9%、だいたいわかると回答した生徒

が 14%であった。また変数についても両者を

併せて 20%との結果だとしている。

　こうした現状の１つの原因として、関数が

数や図形のように思考の対象、探求の対象、

学習の対象として生徒には成立していないこ

とが考えられ、さらに、その成立を難しくし

ている原因の１つに、教科書での関数の語り

方、あるいはそれにもとづく私たち教師の関

数の語り方があると考えられる ( 布川 ,

2014a)。つまり、関数に関する記述や説明が、

関数が数学的対象として生徒に感じられるよ

うに、語られていないのではないか、という

ことである。

　こうした問題に対する１つの対応は、関数

を数学的対象として生徒が感じやすくするよ

う、教科書や教師の語り方を修正していくこ

とである。定義の際に「関数とは何か」が把

握しやすい語り方に変えるとともに、関数に

ついての学習における教科書や教師の語り方

についても、そこでの活動が定義された関数

というものと、どのように関わっているかが

明確な語り方にすることが、必要となる。そ

れにより、活動を通して「関数がどのような

ものか」の感じが高まることが期待される。

　そうした方針に基づき、中学校の関数領域

の教科書試案を作成しているが、本稿ではそ

の基本的な修正の方針を、先行研究と関連づ

けながら述べることにしたい。

　なお、布川(2014a)でも触れたが、次のよう

な指摘から、関数自体を教えることをやめ、

関数的な考え方に焦点を絞ることを提唱する

立場もある(板垣, 2000)：「実体のない『関

数』を、われわれの教材観のなかで仮想現実

化し、式、表、グラフを『関数』の表し方と

呼んで、式や表やグラフを関数に従属する３

点セットに観る『まとめ方』を流行らせた」

(p. 2)。 この指摘では、関数という対象自体を

扱うことを、中学校では行わないことを提案

しているようにみえる。しかし本稿では、基

本的には現行のように関数を学習するという

前提に立ちながら、関数を対象として捉える

ことをできるだけ支援する、という点から考

えていくこととする。

　また本稿では、対象の成立の中でも「統合

された全体」としての entity (Sfard, 1992)、あ

るいは１つの客観的対象とみなすと判断され

る something (Dörfler, 2002)の成立を考え、生徒

の持つ存在論的な信念(Sfard, 1992)は問わない

こととする。
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２．試案作成の方針

　中学校の数学で現れる他の数学的対象との

比較などによるこれまでの検討から、生徒に

関数を対象として感じてもらいやすくするた

めに、以下の点について具体的な検討が必要

と考えられる。

（１）関数の定義の際の語り方

　現行の中学校の教科書では、次のように関

数を定義している：「ともなって変わる２つ

の変数 x, y があって、x の値を決めると、そ

れに対応する y の値がただ１つ決まるとき、

y は x の関数であるという」。この定義につ

いては、他の概念の定義と異なり、「～とな

る A を関数という」という語り方になってお

らず、そのため、関数が何かということを直

接説明する形になっていない (布川, 2014a)。

　こうした語り方は「関数とは何か」という

生徒の疑問に、「関数とは～となる A であ

る」と直接的に答えることを難しくする。そ

こで、関数の定義を「～となる A を関数とい

う」という形の語り方へと修正を試みる。

（２）関数についての語り方の一貫性

　関数が何かを示唆する記述があっても、そ

れらが一貫しない場合には、結果的に関数と

は何かのイメージが確定しにくいと考えられ

る (布川, 2014a)。したがって、関数に関わる

さまざまな活動も、関数に関連する知識を学

習する機会としてだけでなく、関数とは何か

を確認したり、その理解を深める機会となる

ように、活動の指示についての語り方も、定

義との一貫性を持たせるようにする。

　関数をある諸性質を持つ対象としてとらえ

ることがその理解にとって重要であり (Slavit,

1997)、またあるものについてその性質を探求

することが数学的な対象が成立する上で重要

である (Dörfler, 2002)ことを考えると、関数に

関わる活動においても、それが関数の性質を

探求するものであることが、生徒にわかりや

すい語り方にしておくことが必要になる。

（３）関数の諸性質の関連付け

　van Hiele の思考の水準論によれば、数学的

な対象としての図形が成立する前提として、

諸性質の間を関係づけた関係網の構築がある

(布川, 1992, 1993)。布川 (2011)は、関数につい

てこうした議論との類推から、以下のような

１つの可能性を示している：数量関係を考察

している現象について、その現象で見出され

たきまりの間を関連づけることで、それらの

きまりが１つの数量関係の現れとしてとらえ

られ、その結果として数学的対象としての関

数が成立する。

　中学校の関数の学習では、日常的な現象を

多様に考察し、いろいろなきまりを見出して

から関数を導入するというよりも、むしろ関

数という概念を導入して、その諸性質や表現

方法を学習するという流れとなっている。そ

こで、学習する諸性質の間を関連づけること

で、それらの諸性質が１つの対象についての

性質であるという感覚を高めることとなり、

逆に関数という対象が成立する可能性を高め

ることになると考えられる。

（４）関数に対する操作

　数学的概念の二重性 (duality) の議論によれ

ば、操作や過程として捉えられていたものが

一定の構造を持つ対象となるには、その過程

が内面化、圧縮化、モノ化 (reification) の流れ

を経るとされる。さらに、モノ化した概念は

別の操作の対象となるともされるが、逆にそ

うした操作の対象となることでモノ化が促さ

れる可能性もあるとされる。ただし、操作を

施すにはモノ化されていなければ難しいとも

考えられ、ひとつのジレンマがあると言える

(Sfard, 1995, p. 35)。

　微積分などでは関数を表す式に対して操作

を施す。また関数の和を考えたり、合成関数

を考える場合も、関数の式をもとに、多項式

の和を求めたり、変数部分へ他の関数の式を

代入するといった操作を行うであろう。しか
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し、こうした操作を関数学習の初歩にある中

学生に行わせることはできない。そこで、コ

ンピュータの作図ツールを利用し、関数の式

に対する操作とは異なる形で、関数に「触れ

る」ことを経験できるように試みる。

　以下では、これら４つの点を教科書試案で

はどのように具体化したかについて述べてい

く。なお、より詳細な記述については、以下

のウェブページにある試案をご覧頂きたい。

http://www.juen.ac.jp/g_katei/nunokawa/function/

　　　　　　　　　00_Learning_Functions.html

３．関数の定義の際の語り方

　上で述べたように、現行の教科書における

関数の定義に見られる語り方では「関数とは

何か」という生徒の疑問に直接的に答えにく

いので、関数の定義を「～となる A を関数と

いう」という形の語り方へと修正できないか

を考えてみる。

　関数が何かをより明確にし、他の概念と同

様、「～となる A を関数という」という語り

方により定義するためには、A に当たる部分

を選択する必要がある。１つの立場は、数学

における関数の定義に従うものであり、それ

によれば、A に当たる部分はある種の「写

像」と言うことになろう ( 例えば、松坂 ,

1968)。しかし、この場合は関数の定義以前に

写像を定義しておく必要が出てくる。

　Cooney ら (2010)は、米国で使われていたい

くつかの教科書における関数の定義を比較し

ている。それを見ると、順序対の集合や直積

集合の部分集合といった現代的なもの以外の

定義では、入力と出力の間の「関係」、変数

x の各値に y の値を割り当てる「規則」、２

つの集合の間の「写像」あるいは「対応」が

上の A として用いられている。

　これは、いわゆる現代化の時期の中学校の

教科書で採用されていた定義と似たものと言

える。現代化の時期の教科書では、関数は以

下のように定義されていた ：「２つの集合 A,

B があって、A のどの要素 x に対しても、B

の要素 y をただ１つだけ対応させることがで

きるとき、この対応のきまりを A から B への

関数という」(加藤ほか, 1976, １年 p. 107)。ま

た同時期の他の教科書では「対応」を関数で

あると定義したり、関数とは「一意対応にほ

かならない」と特徴づけるといったことがな

されていた (布川, 2014a)。

　この時期の教科書では、中学校１年の早い

時期に集合について学習をし、その中で、集

合の各要素に別の集合の要素を「対応」させ

るという活動を、かなり豊富に行っている。

これを受けて、関数を初めて学習する１年の

単元において、最初に「紙の枚数 x とそれに

対応する代金 y」を考え、それを数の組 (x, y)

で表したり、そのときの「x と y の対応のき

まりを表す式」を求めたりしている。つまり

「対応」や「対応のきまり」についても、多

くの活動を行った上で、先に見た定義が導入

されていた 1)。

　現行の教科書の定義でも、「x の値を決め

ると、それに対応する y の値がただ１つ決ま

る」と、「対応」の用語が現れてはいる。し

かし現代化の時期に「対応のきまり」として

考えていた内容は、現行の教科書では、「x
と y の間の関係」「数量の間の関係」に相当

すると考えられ、「対応」の用語を用いては

表されていない。したがって、「対応」ある

いは「対応のきまり」として関数を定義する

ことは、現行の教科書の構成からは無理が生

ずると考えられる。

　現行の教科書では単元の最初に「x と y の

間の関係」「数量の間の関係」に着目してい

ることを利用して、「変数 x, y の間の関係」

として関数を定義することも、考えられる。

ただし、この場合、単なる２量の関係ではな

く、変数間の関係とはどのようなことかを定

義する必要がある(布川, 2014a)。また関係と

して定義する場合、変化の側面が現れにくい
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ことに加え、１次関数の利用でしばしば見ら

れる人が移動する問題のように、区間により

関係が異なる場合について、関数と捉えにく

くなる可能性もある (布川, 2014b)。

　そこで、現行の教科書の構成での学習を考

慮し、現行の定義を「～となる A を関数とい

う」という形に近づけることを試みる。現行

の教科書で行われている定義では、２つの変

数の間に一定の関係があるときに「y は x の

関数である」というのであった。これを「y
は『x の関数』である」と解釈をするならば、

ある種の条件を満たす変数 y が関数だという

ことになる。つまり、現行の教科書での定義

を「～となる Aを関数という」という語り方

に近づけるならば、次のような定義を得るこ

とになる：「ともなって変わる２つの変数 x,

y があって、x の値を決めると、それに対応す

る y の値がただ１つ決まるとき、変数 y を x
の関数という」。

　竹内(1970)によれば、関数概念には対応と

しての関数の見方と変数としての関数の見方

の両方が含まれているとする見解が、以前か

らなされていた(p. 27)。つまり、「変数とし

ての関数の見方」は、１つの可能性として以

前から採用されていたことになる。また、阿

部ほか (1978)では関数の３つの定義を提示し

ているが、そのうちの一つは「[定義２] 二つ

の変数 x、y があって、x の値をきめると、そ

れに対応して y の値が一つきまるとき、y を

x の関数という」(p. 65)というものであり、や

はり、「y を x の関数という」という捉え方

が以前からなされていたことを示している。

 　また歴史的にもそうした捉え方を見ること

ができる。岡本と長岡 (2014)がオイラーの定

義として引いているものでは「x に依存する、

あるいは x から決まる量は x の関数と呼ばれ

る」となっている。また、彼らが「連続関数

の範囲内であるが、ほぼ現代の関数の定義で

あるといってよい」(p. 39)とするロバチェフ

スキーの定義でも「x の関数と呼ばれるのが、

それぞれの x に対して定まり、x とともに少

しずつ変化するような数のこと」となってい

る。つまり、関数をある種の条件を満たす変

数あるいは変量として定義することが、なさ

れてきたと言える。Sfard (2008)は、上のオイ

ラーの定義により、関数が目で見える表現と

は独立に存在する抽象的な実体として現れた

としている (p. 176)。

　さらに、他領域で関数が利用されるときに

そうした意味で使われることも多い。例えば

尾山と安田 (2013)では以下のような使われ方

をしている：「ある財に対する需要の価格弾

力性が価格 p の関数として ed(p)で与えられて

いる」(p. 161)。ここで eは弾力性(elasticity)の

頭文字であり、ed(p)は価格弾力性という変数

を表していると考えられる。つまり、他の変

数 p で決まる変数が関数としてとらえられて

いる。

　以上より、今回の教科書試案では、以下の

ように関数を定義することとした：「『変数

x の値を決めると変数 y の値が１つ決まる』

と考えているとき、『y は x の関数 (function)

である』といいます。つまりここでは、別の

変数 x により決まる変数 y を関数と呼びま

す」。

　この定義の前半について、１点補足をした

い。それは、２つの量の間の共変的な捉え方

と関数的な捉え方に関わる問題である。関数

を考える場合には、２つの量がともなって変

わるという共変的な捉え方と、一方の変数の

各値に対して他方の変数が１つ決まるとする

関数的な捉え方の双方が重要であり、それら

が組み合わさった形で関数を捉えることが必

要と考えられる (布川, 2010)。

　ここで小学校４年でともなって変わる量を

学習することや、６年の比例の学習でも x が

２倍、３倍、・・・になると y も２倍、３

倍、・・・になることに基づいて定義するこ

とを考慮すると、共変的な捉え方を前提とす

るのが自然と考えられる。その上で、とも
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なって変わる量のうち一方の変数の値が決ま

ると他方も決まると見ることにすると、この

依存関係がある「ので」２量はともなって変

わると考えることができる。つまり、とも

なって変わる２つの量に対する１つの捉え方

として関数的な捉え方を導入することとし、

上述の定義を行う前に次の説明を行った：

「２つの量がともなって変わっているとき、

その場面を考える上で次のようなことが大切

になってきます。1.  一方の量が変わるとき、

もう一方の量は全体としてどのような変わり

方をするだろうか。2. 一方の量がある値のと

きに、もう一方の値はいくつになるだろう

か。」「実は、２番目のことがわかると、１

番目のことも調べることができます。つまり

ともなって変わる２つの量を x, y で表すとき、

x を決めると y がどう決まるのかがわかると、

x が変わるとき y が全体的にどのような変わ

り方をするかも調べることができるのです」。

　こうした導入は、次のような　現代化の時

期のある教科書の単元の扉に見ることができ

る：「ともなって変わる２つの量の変化のよ

うすを明らかにするためには、一方の値と他

方の値とが、どのように対応しているかを調

べることが基本となる」(正田ほか, 1977, １年

p. 103)。

　関数的な捉え方をすることで、共変的な捉

え方がある意味で一般化される。独立変数が

変化しても従属変数が変化しないという場合

についても、全ての（またはある範囲の）独

立変数に対して従属変数は一定の値をとる場

合として、統一的に扱うことが可能となる。

いわば、０を導入することで、ものがない場

合も他の個数の場合と同様に扱うことができ

るのと似ている。

　数学的な対象の構成について Dörfler (2002)

は次のように指摘し、その決定が視点の変更

に結びついたものだとしている：「 学習者は

『これ』を、それ自身１つの対象として考え

るべきかを、決心しなければならない」 (p.

342)。そして教師は「この決定ができるだけ、

理にかなっていてもっともらしいと見えるよ

うにする」(p. 346)べきだとしている。共変的

な捉え方を関数的な捉え方で定義し直すと明

言することは、ともなって変わる２つの量を

ある仕方で１つの対象と考えるべきとの決定

を促すものと言える。その上で、ともなって

変わる２つの量の変化のようすは、関数とい

う視点で考えていくとより明確にできると感

じられる経験を、私たち教師が提供すること

で、その決定が理にかなっていると見えるよ

うにしていく必要があると考えられる。

４．関数についての語り方の一貫性

　Freudenthal (1983)は表やグラフを「独立変数

と従属変数の間の結びつきを記述する直接的

なパターン」あるいは装置(device)だとしてい

る (p. 498)。したがって、関数を表やグラフに

表すときは、それが関数の定義で用いた変数

間の結びつきを表現していると、生徒が理解

できるように留意する必要がある。

　また、対象の意味が、対象が生じてきた問

題群に結びつけられた実践により決まる

(Godino & Batanero, 1998)とすれば、ともなっ

て変わる２量を含む場面について、どのよう

な探究をするのかが、関数の意味に大きく関

わることになる。例えば、前節の最後に引用

した現代化の時期のある教科書からの引用は

実は次のように続いている：「そのためには

対応のようすを表にする、対応のようすをグ

ラフに表す、対応のきまりを式に表す、など

の方法によって、対応のようすを示すように

する」(正田ほか, 1977, １年 p. 103)。ここで

は、表とグラフは対応のようすを表すもので

あり、式は対応のきまりを表すものであるが

これも「対応のようすを示す」ために行うも

のであることが明確にされている。そして前

節で引用した部分と合わせて考えるならば、

これらの表現方法により「対応のようすを示

す」のは、「どのように対応しているかを調
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べ」、「ともなって変わる２つの量の変化の

ようすを明らかにするため」である。また、

ここで対応や対応のきまりに焦点が当てられ

ていることは、前節で見た現代化の時期の教

科書における定義と整合している。

　以上のことを考慮すると、関数を表、グラ

フ、式で表すなどして関数に関わり活動をす

るとき、あるいは関数という考え方を用いて

ある種の問題に関わり活動するときには、そ

れらの活動の指示や活動についての説明の仕

方が、前節で採用した関数の定義に整合する

ものであることが求められる。つまり、教科

書の関数に関わる語り方が、採用した定義と

整合するようにする。それにより、活動の指

示や説明に生徒が接することが、関数の意味

を補強すると期待される。

　例えば、関数のグラフを考えてみる。現行

の教科書では関数の式をもとに表を作り、そ

こから x,  y の値の組を作り、それを座標(x,
y)と見なして座標のある図の中にかき入れる

という流れをとることが多い。このときグラ

フと関数の定義との関わりは直接は見えにく

い。

　そこで教科書試案においては両者をより直

接的に結びつけることを試みる。「１次関数

の表現」という節において「x の値を１つ決

めるとそれに対応して y の値が決まるようす

を、座標を利用して、次のように表現する」

として、図１を示しながら、「座標が(3, 7)で

ある点が、『x=3 に決めると、それに対応し

て y=7 と決まる』という対応を表している」

ことを明示的に説明した。つまり、まず「点

の座標を用いて x の値を１つ決めるとそれに

対応した y の値がいくつに決まるかを表現す

ることができ」ることを確認することで、グ

ラフが定義で用いた変数間の結びつきを直接

表現するものであることが、見えやすいよう

にした。

x=3と決めると   対応して y=7と
  決まる

  この対応を(3, 7)
  で表す

図１

　その上で、直線や曲線は「無数の点の代わ

りにかかれたもの」であると位置づけた。つ

まり、本来であれば、全ての x の値について

「x の値を１つ決めるとそれに対応した y の

値が決まるようす」を多くの点で表現すべき

であるが、全ての x の値についてそうするこ

とができないので、その代用として直線や曲

線を用いることを明確にすることで、直線や

曲線が定義で用いた変数間の結びつきの表現

であることが見失われにくいようにした。こ

れはグラフについて、その走査 (scan)過程を

明確にすること(Sfard, 2008, p. 154)でもある。

　式、グラフ、表については、それらがどの

ような意味で関数の表現であるかを考える場

も設けた。変数 y が変数 x の関数であるとい

うことは「変数 x の値を決めると変数 y の値

が１つ決まる」と考えることであるから、何

かが「関数の表現」であるということは、

「変数 x の値を決めると変数 y の値が１つ決

まる」様子を表している、あるいはその決ま

る様子がそこから読み取れることを意味する。

　上のグラフの導入は、この様子を表すこと

からグラフが生ずることを考えている。その

後では「グラフから情報を受け取る」として、

逆にグラフが与えられたときに、そこから

「変数 x の値を決めると変数 y の値が１つ決

まる」様子がわかることを確認している。１

次関数の学習では、グラフについて確認した

後に、同様のことを表についても扱い、離散

的であるとの制約の下で表が関数の表現に

x

y

0 3

7 (3, 7)

x

y

0 3

7

x

y

0 3

?
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なっていること、また表にある値に見られる

パターンがそれ以外でも成り立っているとの

前提を置く必要のあることを確認している。

　式についてはグラフを導入する前に次のよ

うに確認をした：「y=2x+1 という式は、そ

れぞれの x の値に対応する y の値をいつでも

教えてくれ、それにより、x の関数 y のよう

すを知ることができます。したがって、 y=　

2x+1 という式はいま考えている関数を十分に

表しており、関数の表現であるといえます」。

表現について語る際に定義との一貫性に注意

を払い、それぞれがどのような意味で「関数

の表現」となっているのかを確認することで、

関数がどのようなものかを再確認する機会に

もなりうると考えられる。

　式が関わる語り方については、次のような

点にも配慮を行った。例えば１次関数の場合、

「y が x の関数で、y=3x+10 のように、y が x
の１次式で表されるとき、y は x の１次関数

であるという」と定義がされた直後から「１

次関数 y=2x+3 で」といった語り方が行われ

る。これは関数とその表現の同一視 (Font ら, 

2010)と言える。表現と表現されるモノを同一

視することは、初学者に対して式で表現され

るモノがあるのかを曖昧にする危険性がある

と考えられる。他方で、同一視をした表現を

避けることは、記述を煩瑣なものとすること

から、全く使用しないことには無理がある。

　そこで、こうした語り方をすることを次の

ように、明示的に断っておくこととした：

「y が x の１次関数で y が y=ax+b という式

で表されるとき、このことを簡単に『１次関

数 y=ax+b』と表すこともあります」。また

必要に応じ、次の確認を行うこととした：

「『１次関数 y=2x+1』という言い方は、次

の２つのことを意味しているのでした。＊変

数 y は変数 x の関数である。つまり、x の値

を決めると、それに対応して y の値がただ

１つ決まる。＊ x の関数である y の決まり方

は、y=2x+1 という式により表現することがで

きる。いいかえると、変数 x と x の関数 y の

間にはいつでも y=2x+1 という関係が成り

立っている」。

　なお、この最後の部分に出てきたように、

教科書試案では、可能な箇所においては「x
の関数 y」という語り方を意図的に採り入れ

た。これも、今回の試案では関数の定義を

「別の変数 x により決まる変数 y を関数と呼

ぶ」という立場に立って行ったことによるも

ので、できるだけ定義に沿った語り方をする

ことで、関数とは何かが曖昧にならないため

の方策である。

　関数について学んでいるという語り方にす

るためには、個々の学習内容についても、で

きるだけ関数の性質を調べているという語り

方にする必要がある。現行の教科書では、変

化の割合が一定であり、その値が y=ax+b の

a に等しいことを学習した後、a はグラフの

傾きとして、b はグラフを y 軸方向に平行移

動する大きさとして意味づけられることが多

い。これらは重要な事項であるが、グラフの

特性について語る形になっている。試案では

まず最初に、関数自体の特徴として語ること

を試み、「１次関数の特徴」という節を設定

した上で、「１次関数 y=ax+b  の変化の割合

が一定であることから、１次関数はいつも同

じペースで変化することがわかります」、

「１次関数が比例 y=ax からどの程度ずれて

いるか」を表すとまとめた。また a の符号は

関数の増減についての特徴を、a の絶対値の

大きさは関数の変化の程度についての特徴を

教えてくれるという語り方にした。

　式からグラフをかくこと、あるいはグラフ

や表から式を求めることについても、１次関

数の特徴に目を向け、それに関わる情報を与

えられた表象から取り出すという語り方にす

ることで、グラフや式を求めるときも、考え

ている対象は関数であることを見失わないよ

うに配慮した。
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５．関数の諸性質の関連付け

　Slavit (1997)は、関数の諸性質を認識するこ

とが、性質のもとにあるはずの数学的実体と

して、関数の構造的な捉え方を促すとしてい

る。学習する諸性質の間を関連づけること、

特に諸性質を定義から導かれるものとして理

解することは、定義が１つの対象を表現して

おり、その対象の特徴としてそれらの諸性質

が生まれているとの感覚を高めると考えられ

る。つまり、諸性質の背後に関数という対象

が成立する可能性を高めることになると考え

られる。

　例えば、1次関数の学習では、その定義が

導入された後、変化の割合を学習する。現行

の教科書では、1次関数の式からまず表を作

り、その表で x が 1増えたときの y の増加量、

x が 2増えたときの y の増加量などを調べ、x
の増加量をもとにしたときの y の増加量の割

合が一定になることに注意を向けている。1

次関数は y が x の 1次式で表されることで定

義されるが、式は表を作る際だけに用いられ

る場合もあり、その場合、変化の割合が一定

になるという性質と、1次関数は y が x の 1

次式で表されるという定義の間のつながりは

見えにくいものとなっている。

　そこで教科書試案では x が 1増えたときの

y の増加量、x が 0.5増えたときの y の増加量、

x が 0.1増えたときの y の増加量を調べて、x
の増加量をもとにしたときの y の増加量の割

合が一定になることを予想した後、「この予

想が正しいのか、今度は式に戻って考えてみ

ましょう」として、次のような活動を取り入

れた。

　まずいくつかの数値について以下のような

計算を行う。

　その上で次の式を確認し、「１次関数 y= 

ax+b の変化の割合は、いつでも x の係数 a に

等しくなること」をまとめる。

　これにより、1次関数の定義で用いられる

1次式が、変化の割合が一定という性質を生

み出していること、また一定になる値が 1次

の項の係数と一致することにも、必然的なつ

ながりがあることを理解できることになる。

つまり、1次関数の性質が 1次関数であるこ

とから生じていることに、目を向けた語り方

となっている。

　実はこうした扱い方は、現代化の時期の教

科書には見られたものである。ある教科書で

は、「x の増加量は 7−4、y の増加量は(2 7✕
＋3)−(2 4✕ ＋3)=2 (7−4) ✕ となり、 y の増加

量は x の増加量の 2倍になっている」として、

変化の割合が 2になることを 1次式と関連づ

けている。また、別の教科書では比例につい

て変化の割合を考える活動をはさみ、その際

に次の計算を行っている。

　これらも、1次式と性質を関連づけようと

したものと考えられる。

　グラフが直線になることは比例や１次関数

の１つの特徴と言える。しかし、それが１次

関数の１つの性質と捉えられるためには、１

次関数であることとグラフが直線になること

が関連づけられる必要がある。つまり、１次

式で表されることから、グラフが直線になる

ことが導き出される必要があろう。

　そこで今回の教科書試案では、「この式の

特徴から、そのグラフが直線になることを考

えてみましょう」として、次のような活動を

取り入れた。ただし、説明は比較的煩瑣とな

るため、本文ではなく、節末の補足に留める

こととした。

　まず、 y=2x+1 という式をもとに、３つの x

(3× 5.1+2)− (3× 5+2)
5.1− 5

=
3× (5.1− 5)

5.1− 5
= 3

yの増加量
x の増加量

=
(a× x 2+b )− (a× x1+b)

x2− x1

=
a× ( x 2− x1)

x 2− x1

= a

3× 3.8− 3× 2.5
3.8− 2.5

= 3× (3.8− 2.5)
3.8− 2.5

= 3
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の値に対応する関数 y の値を求め、それぞれ

の x に対応して y がきまるようすを点で表す。

図２左では３点 O(0, 1)、A(1, 3)、B(2, 5)がと

られている。

　この３点をもとに図２右のような△OAC と

△OBD を考える。ここで、O, A, B が一直線

上にあるように見えるが、これは単に重なっ

ているように見えるだけで、「まだ点 

O、A、B が同じ直線の上にあるのかはわか

りません」と断った上で、「同じ直線にある

ことを示すために、∠AOC（＝∠AOD）と

∠BOD の大きさが等しくなるか」を考えさせ

る。１次関数を中学２年で学習するとすれば、

まだ相似は学習していないので、６年生で学

習する拡大図・縮図の知識を用いることとし

た。拡大図のかき方の知識を用い、点 C と D

を重ねると、△OBD は△OAC を２倍に拡大

した三角形と見ることができる。すると、拡

大図では「対応する角の大きさも等しくなっ

ています」という知識を用いることで、

∠AOC=∠BOD を示すことができる 2)。

図２　

　同様に考えて、１次関数 y=ax+b について

も、|a|>1の場合は|a|倍に拡大した三角形、   

|a|<1の場合には|a|倍に縮小した三角形が得

られることを確認し、１次関数の場合には、

「その x と y の対応を表現する点」は、「い

つでも点 O と点 A を結ぶ直線の上にあるこ

と」がわかるとしてまとめた。

　上で述べたように、式から変化の割合が一

定であることを示しているので、その結果を

利用して、上図で OD=a であれば、DB=2a に

なるとすることもできよう。大切なのは、図

形の性質の場合のように性質の間の関係を考

え、定義から他の性質が派生するとの理解を

可能とすることであり、それにより、“１つ

の何か”の諸性質を調べているとの感じを持

ちやすくすることである。

６．関数に対する操作

　布川 (2010)は、２つの変数の「共変のアイ

デアが…目と手の間の連携を通して経験され

る」(Falcade et al., 2007, p. 331)ことを期待し、

一方の変数 x を学習者が動かすと、他方の変

数 y が一定の関係を持って動くような、作図

ツールを利用した活動を提案している。こう

したコンピュータの利用は、生徒が自分で変

数 x を操作したときに、それにともなって変

数 y が変化することを観察できるとともに、

各 x に対して y の値がきまることも観察でき

るような経験を可能にする。同時に、式をも

とに各 x に対する y の値を計算する場合と異

なり、構造的な捉え方への移行に必要とされ

る圧縮化 (Sfard, 1992)が生じやすいと考えられ

る。したがって、本稿のように「別の変数 x
により決まる変数 y を関数」とする定義に基

づくとき、関数とは何かを感得することに有

用と考えられる。

　そこで、単元の最初に図３のような作図

ツールを利用したワークシートを配置した。

図３　
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　x 軸上の点 Aは x軸に沿って生徒が自由に

動かすことができるようになっており、それ

にともなって上方にある y の値を示す点が動

くようになっている。y が x により決まるこ

とを意識しやすくするために、２つの点を点

線で結んでいる。x を動かすとこの点線も伸

び縮みすることになり、y の値を強調する形

になる。

　また、この対応して決まることの全体的な

イメージが持てるように、グラフを表示する

こともできるようにしている。図４はグラフ

を表示させた状態である。

図４　

　なお、上のワークシートでは点 Aを生徒自

身が自由に動かすことができることから、数

値を代入する操作をより連続的に施すことが

できる。教科書では変数を「いろいろな値を

とる文字」として導入しているが、点 Aを自

分で動かすことは、「いろいろな値をとる」

ことの意味を理解し、変数という数学的対象

を把握することにも有用と考えられる。

　第1節で触れた盛田 (2014) の調査では、変

数がよくわかる／だいたいわかると回答した

生徒も 20%存在し、関数より低い結果となっ

ている。本稿ではある条件を満たす変数 y を

関数として定義したので、変数がどのような

ものか、また一方の変数により他方の変数が

決まるとはどのようなことかを理解すること

は、関数を対象化する上で重要となる。

　さらに自ら点を動かすことは、グラフの動

的な扱いにもつながる。上田 (2009) は中学校

2年の 1次関数の学習を、3種類の動き方を

する魚のアニメーションとグラフとを組み合

わせた提示により始めた。それにより、他の

2種類の動きとの比較で、生徒は比例的な動

きを「直線なら速さは一定」と特徴づけ、そ

の見方を利用して、自ら 1次関数の式やグラ

フを構成していた。その学習過程の考察を通

して、上田 (2009) は「初学者のうちは動的な

見方でグラフを考察しながら全体の変化の特

徴を構成させることが重要」と述べている。

対応により決まるという過程の圧縮化と、動

的な扱いによる共変的関係の視覚化により、

両者の組み合わさった捉え方(布川, 2010)も促

されることが期待される。

　ここでのワークシート上の操作は、関数の

構造的な捉え方で話題にされる操作、すなわ

ち、合成関数を作る、関数どうしの四則計算

を行う、関数に微分や積分を施すといった操

作ではない。しかし、２変数の間の対応の関

係と共変の関係を自分の手で制御してみるこ

と、y が x の関数になっている現象に自ら参

加してみること、いわば関数に直接「触れて

みる」ことになっている。その意味で、関数

に対する操作と位置づけることとした。

　y=ax+b の a や b をスライダーにより連続的

に変えると、式やグラフが連動して変わる

ワークシートも取り入れているが、これらも

関数に「触れる」、関数を「動かす」という

意味では、関数に対する操作と言えよう。

　ただし、今回のワークシートでは、変数 y
を表す点が平面上を動く形になり、実数値の

変数であることと整合しない。それにより、

グラフの形状自体を変数の変化の仕方と誤解

する可能性もある。今後、それに関する修正

が必要となると考えられる。

７．おわりに

　大谷ほか (2014)は、関数について本稿と同

様の立場をとった上で、x の関数 y の変化の

仕方に注意を向けること、またその前提とし
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て x の関数 y を考察の対象として生徒が感じ

ることを促すために、x の関数 y を「忍者」

として擬人化している。これは、x の関数 y
の変化のようすに焦点を当てる一つの方途と

考えられる。

　x が一定のペースで増加するときに変数 y
がどのように変化するかを考察することが、

関数についてのディスコースにおける重要な

実践であるとするならば、その変化に焦点を

当てやすくする語り方は、主導的なディス

コースや期待されるディスコースを教師と生

徒の間で共有すること(Sfard, 2008, p. 283)に資

すると考えられる。また、関数に関わる語り

方に一貫性を持たせることで、このディス

コースで扱われる対象についての焦点が合い

やすくなり、関数が要するにどのようなもの

なのか、に関わるメッセージが明確になる。

これにより、単にグラフや式、表についてな

じませるだけなく、「関数についての明確な

会話に生徒たちを引き込」み (Nachlieli &

Tabach, 2012)、生徒をこのディスコースの参加

者として誘うことになると考えられる。
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