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分数学習のための基本枠組みの試論
－変換としての分数とそのカプセル化－
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１．はじめに
 数学で数を構成する場合、集合から始める

などして、量と特に関連づけることなく⾏わ

れ る ⽅ 法 が 多 く ⾒ ら れ る  (cf.  布 川 ,  2019,

2021)。他⽅で算数で数、特に分数を学習する

際には、テープの⻑さやジュースの液量など

⽇常⽣活に⾒られる量から出発して学習を進

め、分数の演算や⼤⼩を考える際にも量に対

する操作や⽐較として扱われている。これは

数そのものを直接、早い段階から扱うよりも

⾝近に接する機会も多く、感覚的に把握した

り操作したりすることのできる量を媒介とし

て数を学ぶ⽅が、⼩学⽣にとって学習しやす

いと想定されているものと考えられる。

 この時、数と量の関係が問題となるが、も

しも数は量を通して学ぶものであり、量とは

別のものとして捉えるとするならば、両者は

区別される必要がある。しかし実際には、両

者を区別しないような記述も散⾒される。例

えば次のような記述がある：「本章は、分数

が⾃然数を越えて数体系を拡張するような数

(numbers)であると児童・⽣徒が理解すること

の重要性に焦点を当てる。つまり、⾃然数が

量(quantities)であるのと同じように分数が数

である、ということである」(Petit et al., 2016,

p. 28)。また分数 2/3 の意味を説明する際に

「2/3 L、2/3 m のように、測定したときの量

の⼤きさを表す」などと⾔った場合、確かに

2/3 L や 2/3 m はある液量や⻑さといった量を

表 し て い る が 、 分 数 ⾃ 体 で は な い ( ⼩ 島 ,

1997)。しかし単位の前に置かれた数 2/3 が何

を意味するのかは、今のような説明では明確

ではない 。

 こうした状況を考慮すると、分数について

のカリキュラムや指導のあり⽅を明確にする

ためには、⼤前提として数と量との関係を明

確にしておく必要があると考えられる。

 そこで本稿では、数と量との関係に関わる

1 つの⽴場を設定した上で、その⽴場から想

定される分数を学習する際の困難を考察し、

さらに、そうした困難を想定した場合に採る

べき学習や指導の基本⽅針について検討する

ことを⽬的とする。つまり、数と量との関係

についての前提から学習や指導の枠組みを構

築する⼀つの試みである。

２．いわゆる分数の多様な意味
 分数の学習を困難にしている理由の１つと

してしばしば⾔及されることに、分数が持つ

多様な意味がある。例えば指導要領解説でも

「分数の意味について、その観点の置き⽅に

よって，様々な捉え⽅ができる」(p. 153)とし

て、「便宜上分けたところもある」と断りな

がらも、2/3 を例に５つの捉え⽅を⽰してい

る：①具体物を 3 等分したものの⼆つ分の⼤

きさを表す；② 2/3 L、2/3 m のように、測定

したときの量の⼤きさを表す；③ 1 を 3 等分

したもの(単位分数である 1/3)の⼆つ分の⼤き

さを表す；④ A は B の 2/3 というように， B

を 1 としたときの A の⼤きさの割合を表す；
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⑤ 整数の除法「2÷3」の結果(商)を表す 1)。ま

た分数の学習に関わる当時の研究を概観した

論⽂ (Pitkethly & Hunting, 1996) は、この研究領

域で共有された基本的考えとして、分数につ

いて次の 5 つの下位構成要素(subconstructs)を⽰

している：部分全体関係 (part-whole relations)；

⽐(ratios)；商(quotients)；測定値 (measures)；作

⽤素(operations)。

 他⽅で、こうした違いを強調するよりも、

1 つの捉え⽅を「基本的」な捉え⽅とし、他

の捉え⽅を「基本的」捉え⽅から派⽣させる

ことで、分数の多様な捉え⽅を統合しようと

いう試みも⾒られる (松下, 1997)。

図1：変換と割合

 松下(1997)は分割される元の量の設定の仕

⽅によりいくつかの分数の捉え⽅を説明して

いるが、それに習うと、図 1 で操作を施す B

の具体性のレベルの違いにより、上の①〜③

を説明することができる。すなわち①は B と

して折り紙やチョコレートなどの具体物を採

り、②は m や L といった普遍単位を、③では

数１を B として考えていると⾒ることができ

る。逆に⾔えば、①〜③が同じ 2/3 の説明だ

としたとき、共通するのは B に対して施され

る操作の部分となる。ちなみに、松下(1997)

は①の場合の B を未測量と呼んでいる。同時

に①〜③では「⼤きさを表す」と表現され、

B に対して⼀連の操作を施した結果得られる

A に焦点を当てた記述となっている。ただこ

の「⼤きさ」は元の量 B との関係でしか表さ

れないものとすると、A と B の間の関係⾃⾝

に焦点を当てた④と基本的には同じことだと

も⾔える。

 ⑤は③で前提とされている 1÷3 =1/3 につい

て、この場合も除数が n 倍になると商も n 倍

になること、つまり n÷3=(1×n)÷3=(1/3)×n=n/3

であることを⽰している。実際、5 年で 2÷3= 

2/3 を学習する際、2 L を 3 ⼈で分けるといっ

た場⾯が提⽰され、1 L を 3 ⼈で分けると１

⼈分が 1/3 L となること、2 L の場合はそれが

2 つ分あるので 2/3 L となることが⽰される。

つまり n L ならば 3 等分した結果が 1/3 L の n

倍になることに基づき説明がされている。ま

た⑤に対する今の説明は、等分する変換と何

倍かする変換とが交換可能であることも⽰し

ている。すなわち(1×n)÷3 を(1/3)×n に置き換

える部分で×n と÷3 が⼊れ替わっている。2 L

を⽰すマスを 3 等分する絵を変形し、3 等分

された 1 L マス 2 つに描き替える部分は、こ

の 2 つの変換の交換に対応する。

図2：２つの変換の可換性

 Charalambous & Pitta-Pantazi (2007)は今の可

換性のような「多様な仕⽅で解釈すること」

を、⼊⼒と出⼒との関係に注意を向け、分数

を作⽤素として習得する上で必要なことの 1

つとしてあげている(p. 298)。⑤は分数の第⼆

義とも呼ばれる規定ではあるが、1 を 3 等分

したものとして 1/3 を定義したり、1/3 の 2 つ

分として 2/3 を定義したりする⽴場からは、

むしろ分数の定義に含まれる 3 等分や 2 倍の

操作に関わる計算法則を主張するものと捉え

ることができる。

 5 つの下位構成要素についても、⽐と商はそ

れぞれ上の④、⑤と同様に考えられる。作⽤

素は図 1 の操作・変換を表す場合、部分全体

関係は、図 1 でＡが B の部分になっている場

合に当たる。測定値は、分数を数と考えるこ

とと、単位分数のいくつ分として区間 (interval)

を測定することと結びついている。そこから

数直線とも結びついている(Charalambous & 
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Pitta-Pantazi, 2007, pp. 299-300)とされるので、

図 1 で B が数直線の単位、A が分数で測定さ

れた区間の⻑さとなっている場合と⾔える。

 以上より、多様な意味に共通するものこそ

が数 2/3 だと想定した場合、それは基本的に

図 1 の B を A にする操作や変換、ないしは

A、B の関係として捉えることができる。上

述の①〜⑤や 5 つの下位構成要素はその捉え

⽅における重点の置き⽅の違いとして位置づ

けられる。B を A に変える操作や変換という

⾔わば動的な側⾯に注⽬するか、それにより

得られる結果やその結果と元との関係という

静的な側⾯に注⽬するかの違い、あるいは B

として具体物を採るか、普遍単位を採るか、

あるいは数を採るかの違いがあるに過ぎない。

場⾯により「分数が名前を変える、というの

は変」であり「分数 2/3 は⼀つ」(⼩島, 1997, 

p. 55)であるのが⾃然と考えられる。

３．数と量の関係
(1) 分数の捉え⽅

 上述の①〜⑤を図 1 により捉えた際、B か

ら A を産出する操作に重点を置いた場合はも

ちろん、その結果として得られる「⼤きさ」

に着⽬した場合でも、A と B の関係に着⽬し

た場合でも、3 等分したものをまず考え、次

にその 2 つ分を考えるというように、等分変

換と倍変換とを続けて⾏うことが基本的に⾒

られる。実際、A と B の関係を分数を⽤いて

具体的に記述するとすれば、元になる B を何

等分かして下位単位となる量を作り、その何

倍が A と等しくなるかにより分⺟と分⼦を決

めることになる 2)。

 また「倍」という⽤語が 2 量や 2 数の関係

やある量や数の別の量や数に対する割合を記

述する際に⽤いられるとともに、「〜倍にす

る」といった形で量や数に対する操作や変換

を表すことを考えると、上述の動的側⾯と静

的側⾯とは基本的には同じものの異なる現れ

⽅と考えられる。

 ここで正の量のシステムについての有理⾃

⼰同型写像(rational automorphism)を有理数と

する Nagumo (1977)や、ユークリッド式量空

間での「m 等分変換と n 倍変換の合成」を分

数 n/m とする⽥村 (1978)の定義に着⽬すると、

図 1 の動的側⾯、すなわち操作や変換の⽅を

分数の基本的な捉え⽅としていると⾒ること

ができる 3)。これは分割すること(partitioning)

に重点を置いた分数の捉え⽅ (Charalambous 

& Pitta-Pantazi, 2007; 松下, 1997)とも、分数の

下位構成要素のうち作⽤素に焦点を当てた⽴

場 (Davis ほか, 1993)とも親和性がある。さら

に、1 も数であり、しかもそれが連続的なも

のとして分割可能であると捉えられるように

なった背景として、「数とはそれにより何か

の量について話すことができるもの」とする

数の考え⽅があった (Malet, 2006)とする歴史

的な側⾯とも整合する。

 そこで本稿では⽥村(1978)に従い分数 n/m

を「m 等分変換と n 倍変換の合成」である合

成変換として捉えることにする。

(2) 数と量

 分数をある種の変換とみた場合、2/3 m は 1

m という量に 2/3 という変換を施して得られ

る量を表すことになる。また静的に捉えれば

元となる 1 m に対する当該の量の割合が 2/3

となる。すなわち、元となる量を基準として

測定した際の測定値が、その量と元の量の間

の関係を⽰す数となっている(⼩島, 1997)。

 上述の①と②については図 1 の元になる B

として現実世界における量が採られるが、③

の場合には B として数 1 が採られることにな

る。つまり③の「1 を 3 等分したもの(単位分

数である 1/3)の⼆つ分の⼤きさを表す」につ

いては、数 1 を 3 等分することや分数 1/3 の

⼆つ分の⼤きさを考えることが、そこでの分

数を含む数の捉え⽅と整合するように理解さ

れる必要がある。

 また⑤で商として考える場合、例えば 2÷3

が数についての演算であり、その商となる分

－ 3 －



数も数であるとすれば、ここに現れる 2、3、

2/3 は数として全て同じように理解される必

要がある。

 ⽥村(1978)は上述の分数の定義を定式化す

る前提として「⾃然数をʻ量空間の倍変換ʼ

とみなす」(p. 20)としており、これに従えば

数 1 はある量 B に対して同じ量 B を対応させ

る恒等変換ということになる。⾃然数 n の後

続 (successor) n+1 は量 B に対して B×n+B を対

応させる変換として規定できる (Nagumo, 

1977, p. 2)。これに基づき例えば 3 倍変換とし

ての⾃然数 3 を規定した場合、3 倍変換と合

成されたときに恒等変換になる変換を「1 を

3 等分したもの」として考えることができる。

これは 3 倍変換の逆変換とも⾔える (Nagumo,

1977, p. 4)。あるいは、量 B に対して A×3= 

B×1 となる量 A が存在することを前提とした

上で、量 B に対してこうした量 A を対応させ

る変換を「1 を 3 等分したもの」として捉え

ることができる(⽥村, 1978, p. 28)4)。

(3) 分数の四則演算と⼤⼩⽐較

 分数を等分変換と倍変換の合成変換とした

場合、分数の四則演算や⼤⼩⽐較は変換どう

しの演算や⼤⼩⽐較となるが、それらは量に

その分数を施した結果得られる量をもとに規

定されうる。2 つの分数 r1 と r2 の和 r1+r2 は、

量 B に対して B×r1+B×r2 を対応させる変換と

して、つまり B×(r1+r2)=B×r1+B×r2 によって定

義される (Nagumo, 1977, p. 6; ⽥村, 1978, p. 

22)5)。実は算数の学習でも同様のことが⾏わ

れている。⼩学校 3 年で分数の和を初めて学

習する際、例えば 1/5+2/5 がいくつになるか

を、分数を液量 L に施した量を媒介して、1/5

L+2/5 L=3/5 L となることを観察して考えるこ

とがこれに当たる。なお、加法の可換性と加

法の結合法則も、量の加法の可換性と結合法

則から帰結する (⽥村, 1978, p. 23)。

  2 つの分数 r1 と r2 の積 r1×r2 は、量 B に対し

て r1 と r2 を続けて施した結果(B×r1)×r2 を対応

させる変換として定義される(⼩島, 1997, p. 

44; Nagumo, 1977, p. 6 ; ⽥村, 1978, p. 22)。⼩

学校 6 年で分数どうしの乗法を学習する際に

は、1 dL 当たり 4/5 m2 塗れるペンキ 1/3 dL で

は何 m2 塗れるかといった場⾯が⽤いられる。

ただこの場合も塗れる⾯積はペンキの量に⽐

例することに基づき、ペンキが 1/3 倍だから

塗れる⾯積も 1/3 倍となるといった⽐例的推

論により考えを進めているように⾒える。つ

まり、1 m2 の 4/5 倍をした結果得られる⾯積

に対してさらに 1/3 倍の変換を施すことによ

り 2 つの分数の積を考えていることになり、

変換を続けて施すこととする乗法の導⼊と、

基本的に同様のことだと⾔える。

 なお乗法の結合法則については変換の結合

法則 (⽥村, 1978, p. 7)から帰結する(p. 23)。ま

た分配法則は変換が線型である(p. 33)ことか

ら導かれる(p. 25)。さらに⑤で主張される等

分変換と倍変換の可換性についても、倍変換

の可換性(p. 20)を⽤いて⽰される(p. 30)。乗法

が可換であることは、この⑤や等分変換どう

し、倍変換どうしが可換であること(p. 29)か

ら⽰される。

 乗法を変換を続けて⾏うことと考えると、

3 項以上の乗法もそのまま考えることができ

る。量 B に 2 つの分数 r1 と r2 を続けて施した

結果(B×r1)×r2 も何らかの量なので、これにさ

らに別の分数 r3 を施すこともできる、つまり

((B×r1)×r2)×r3=(B×(r1×r2))×r3 を考えることがで

きるからである。

  2 つの分数 r1 と r2 の⼤⼩についても、量 B

を施した結果として得られる量の⼤⼩により

考えられる。すなわち、量 B に対して B×r1> 

B×r2 の時、r1>r2 と規定することになる(⽥村, 

1978, p. 22)。実際にはこの⼤⼩関係は B のと

り⽅に依らないので(Nagumo (1977)の命題 2.5

参照)、 ⼤⼩関係が⽭盾なく決まる。これは、

⼩学校 3 年で、例えば 3/5 と 4/5 の⼤⼩につい

て、それぞれを⻑さ m に施した結果得られる

⻑さの⼤⼩をもとに考えることに相当する。

 以上より、分数を変換として考えた場合の
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四則演算や⼤⼩関係の決め⽅は、算数での分

数の学習と基本的には同じ考え⽅になってい

ることがわかる。数と量との関係を明確化す

ることは、数の四則演算や⼤⼩関係が、量に

施した結果を参照し、それに基づいて決めら

れているという点、つまり数の演算や⼤⼩の

定義における量の役割も明確にする。

(4) 学習を⽀援する⼿⽴てとしての量

 前項までで⾒てきたように、分数を量から

量への変換と捉えた場合、その性質は変換と

しての性質ということになり、したがって性

質を調べる際には実際に量に対して分数を施

してみて、その結果得られる量の性質に基づ

いて分数の性質を決めていた。

 そしてこのことは、分数の学習で⾏われて

いることと基本的には同様なものであった。

実際、分数の学習では量を表現する具体物や

テープ図、⾯積図などに対して分数に当たる

変換を施すことが多く⾏われている。その変

換の結果得られた量が分数の効果を表現する

こととなり、変換である分数を間接的に表し

ている。例えば、元になる⻑さ 1 m に分数 r1

を施した時に、1 m をどのように変えるのか、

その効果が分数 r1 を体現 (embody)することに

なる。そうした量の上の効果を観察すること

を通して、変換としての分数 r1 を捉えること

が期待されていると考えられる。

 また結果として得られる量に対して操作を

施すことにより、分数に対する操作の可能性

を⽰すことにもなる。例えば、分数 r1 と r2 を

それぞれ 1 L に施して得られる液量 r1 L と r2 L

に対して合わせるという操作を⾏うことを通

して、分数に対する操作 r1+r2 ができるらしい

という可能性を⽰すことになる。

 あるいは上述のように、⑤の等分変換と倍

変換について⽥村(1978)は定理として提⽰し、

変換の性質を⽤いて証明を与えているが、算

数の教科書では 2 つの L マスを結合(2 倍変換)

してから 3 等分する場合と、L マスを結合せ

ずに 3 等分した結果の⽅を結合する場合とを

観察するという、具体的な量の操作とその効

果をもとに可換性を説明している。

 このように量を媒介させることで、抽象的

な分数を具体的な量を通して捉えさせようと

することが、算数での分数の学習の基礎を成

していると⾔える。それは Nagumo (1977)や

⽥村(1978)のアプローチとも整合したものと

考えられる。

４．分数の捉え⽅から派⽣する困難点
 前節のように分数を捉えることで、意味の

多様性とは異なる、分数の持つ困難性が明確

になる。

(1) 単位の調整

 分数の学習では元の量に等分変換を施して

新たな単位を作り、それに倍変換を施して例

えば元の量の 2/3 倍に当たる量を得ることに

なる。この時、倍変換を施す新たな単位がど

のような⼤きさかは元の量との関係により決

まるので、元の量も単位として意識され続け

る必要がある。つまり、分数が合成変換なの

で、最初の変換を施す量と 2 番⽬の変換を施

す量とが存在することになる。

 さらに 2 m の 3 等分のように普遍単位が関

わる場合には、これら 2 つの単位に加えて、

普遍単位 m とこの下位単位 1/3 m が加わるこ

とになる。つまり、3 等分変換が施される元

の量である 2 m (図 2 の B)、3 等分でできた新

たな単位となる量、普遍単位 m (B0)、m を 3

等分して得られる新たな単位 1/3 m (B’)が併

存することになる。

 また令和 2 年度から使⽤されている教科書

の 2 年⽣⽤では、12 個の 1/3 なども扱われて

いるが、こうした離散量の場合には、3 等分

変換が施される元の個数 12 個、1 倍変換が施

される 4 個、さらに個数を考える際の単位で

ある 1 個という 3 つの単位が関わっている。

 このように、分数を合成変換として捉える

ことで、個々の変換が施される元の量として

の単位が明確化され、結果として複数の単位
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の関与が明らかになる。そして関与する複数

の単位の間を調整する(coordinate)ことの重要

性(Olive, 2001; Steffe, 2002; Tzur, 2000)が問題

となってくる。 

(2) 分数の⼤きさ

 数と量の関係が曖昧な時には、量との類推

で分数の「⼤きさ」を考えることも⾃然なこ

とである。しかし数と量とを区別し、数を量

に量を対応させる変換と⾒なしたり、その結

果得られる量と元の量との関係のことだと捉

えたりすると、変換や関係の「⼤きさ」を考

えなければならなくなり、⻑さや広さを考え

るのと同じようには「⼤きさ」を考えにくく

なる。

 上で述べたように、確かに量に施した結果

を媒介して、2 つの分数の⼤⼩を規定するこ

とはできる。また 1/3 は 3 倍変換と合成する

と 1 になるといったように、それぞれの分数

どうしの関係を考えることはできる。しかし

分数を量の間の変換として捉える⽴場では、

分数に何か固有の「⼤きさ」があるというよ

りも、量に作⽤させた時にその量をどの程度

変化させるのかという、⼀種の程度あるいは

「⾏為の効果(effect)」(Pegg & Tall, 2005)や

「影響 (impact)」(Petit, 2016, p. 63)のようなも

のとして「⼤きさ」を扱うことになろう 6)。

これは⻑さや広さといったいわゆる外延量よ

り理解しにくいと考えられる。

(3) 合成変換

 分数を等分変換と倍変換の合成として考え

た (図 3a) としても、分数を 1 つの数として捉

えることを考えると、元の量から分数を施し

た結果が直接得られると⾒ることも必要とな

る (図 3b)。つまり、2 つの変換を続けて⾏う

ということから、合成された 1 つの変換とし

て⾒ることが必要になる。Davis ら(1993)が分

数による変換を、関数のブラックボックスの

ような 2/3 マシンなどにより提⽰した際、元

の量を⼊⼒すると 2/3 という分数を施した結

果が出⼒されるように提⽰したことは、出⼒

と⼊⼒の関係だけに注意を向け、2/3 が 1 つ

の変換であることを強調する提⽰の仕⽅に

なっていると⾔える。

図3：2 つの変換の合成

(4) プロセスの抽出

 数を量に対する変換とする⽴場で数⾃体を

考えるとすれば、変換のプロセスを、特定の

量に施すという⾏為を伴わずに捉えることが

必要となる。Olive (2001) は初期の数系列の

理解に関わり、数える具体物が⽬の前にない

状態で「⾃分の数える動作 (acts) を内⾯化す

ること(その⼼的表象を作ること)」(pp. 5-6) 

の重要性を指摘している。これと同様に、分

数を施す量が特定されていない状態でも、分

数に当たる操作を内⾯化することになろう。

 ただし⾃然数の場合、具体的な数えるもの

を伴わない数える動作の内⾯化で済むのに対

し、分数の場合、まずは具体的な量を伴わな

い等分の動作を内⾯化し、さらにその等分の

動作の結果得られる新たな単位について、そ

のいくつ分かを数える操作を内⾯化すること

となる。これは、数える動作だけをイメージ

することに⽐べて難しいと考えられる。

(5) プロセスの対象化

 Olive (2001)はさらに数える動作の結果も内

⾯化されて「内⾯化された数詞によって⼼的

にシンボル化される」(p. 6)と述べている。そ

のシンボル化する数詞が結果も含めて「数え

るという経験の記録を⼀緒に運ぶようにな

る」(p. 6)とすれば、操作やプロセスから派⽣

する構造を伴いながら、操作やプロセスの結
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果が 1 つの数詞により表されるような 1 つの

対象になるものと捉えることができる。これ

は変換の効果⾃体がシンボル化され、「合成

作⽤素を記述するのに単⼀の分数の名前をあ

げる」(Charalambous & Pitta-Pantazi, 2007, p. 

298)ようになることと考えられる。また数学

的概念の⼆重性 (Sfard, 1991) の視点からは、

操作的捉え⽅ (operational conception) だけでな

く構造的捉え⽅ (structural conception) もでき

る状態になったとも⾔える。

 操作に対する構造的な捉え⽅が⾏われるの

だとすると、量とは区別されて操作のプロセ

スとして内⾯化 (interiorization) されるととも

に、変換の出⼒と⼊⼒がより直接的に関係づ

けられて圧縮化 (condensation) され、さらに

カプセル化 (encapsulation) あるいはモノ化 

(reification)されて 1 つの対象として捉えられ

るようになると想定される (Cetin & Dubinsky,

2017)。変換という動的な捉え⽅だけでなく、

関係や割合という静的な捉え⽅も⾏われるよ

うになり、分数をそれが⽰す関係や割合に当

たる構造を持った 1 つの対象 (object) として

構造的に捉えることもできる状態へと移⾏す

ると考えられる。上で触れた Davis ら(1993)

の分数マシンによる提⽰は、変換を 1 つのモ

ノとして捉えることを促すための⼿⽴てにも

なっている。

 つまり分数を変換と捉えた上で⼆重性の知

⾒を援⽤した場合、ここまで何度か触れた動

的側⾯と静的側⾯では、後者の⽅の発⽣の⽅

が遅いと予想される。

 なお構造的捉え⽅がされるようになっても

操作的捉え⽅に置きかわるわけではなく、必

要に応じて脱カプセル化(de-encapsulate; Cetin 

& Dubinsky, 2017)されて 2 つの変換へと展開

される。むしろ 2 つの捉え⽅を⾃由に⾏き来

できることが重要と考えられる。

(6) 数の抽出

 数を量とは区別するという⽴場の場合、量

を表現するために数を⽤いることはあっても、

量と同⼀視することにはならない。2/3 m に

現れる分数 2/3 は単位の⻑さ m に対する当該

の⻑さの割合を⽰すものであり、2/3 ⾃体は

⻑さではない(⼩島, 1997)。3(4)で述べたよう

に、変換⾃体を取り上げることが難しいこと

から分数の学習において量を媒介させ、分数

を⻑さや液量などの量に施した結果として得

られる量を観察することで、その効果を感得

することが期待されるが、その場合、何らか

の形で、学習者の注意を⾃⾝が操作を施す対

象である量から、操作や変換⾃体あるいはそ

の変換の効果⾃体へと向ける必要が出てくる。

具体的な場⾯は学習者の活動を助けると同時

に、場⾯の⽂脈についての何かを学習してし

まう危険性 (Cetin & Dubinsky, 2017) をも有し

ている。分数の学習でも、⻑さや液量といっ

た場⾯に制約されず「あらゆる⽂脈から独⽴

しているような概念の記述であり、それが現

れる全ての状況においてその概念に当てはま

るようなもの」(p. 76) が理解される必要があ

ろう。図などの視覚的モデルを等分したり等

分されたいくつ分かを塗るなどの活動をして

いたとしても、その「経験を内⾯化したもの

に基づいて」「分数概念を⼀般化する」(Petit

et al., 2016, p. 74)ことが求められる。

 ⼩学校 3 年や 4 年の学習では、元にする量

として⻑さの単位 m と液量の単位 L が⽤いら

れることが多い。これは上述のような意味で

量を媒介させたものであろうが、同時に元に

する量として普遍単位を⽤いることで、量の

単位 m や L に作⽤させる分数と、その結果得

られる量を m や L により表現したときの値と

を常に⼀致させ(松下, 1997)、分かりやすくし

ているとも⾔える。さらに m と L という少な

くとも 2 通りの量を想定することで、分数に

関わる性質や諸結果が m の場合でも L の場合

でも同じになることから、それらを作⽤させ

た量に依らないものとして⼀般化し、変換に

固有の、つまり数としての分数に関わる性質

や諸結果であることを感得させるという意図
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があるとも考えられる。

 しかし 5 年で商を分数で表す場⾯以外では、

分数を施す元の量として 2 L や 3 m などが扱

われることがあまりない (松下, 1997) とする

と、普遍単位を⽤いる上述の利点があるが故

に、逆に数と量との区別を意識せざるを得な

い機会が少ないとも⾔える。

 確かに分数の学習の途中で m などの単位を

伴わない数直線が現れ、その上で分数が⾃然

数や⼩数と⼀緒に扱われることで、分数が数

として理解されると考えることもできる。た

だ他⽅でこうした数直線は分数を⽤いて表現

された⻑さに基づいて元々構成されているの

で、この場合でも学習者の注意を数直線の区

間の⻑さから、1 を表す単位区間に対する相

対的関係へと向けていく必要があるし 7)、ま

たそうでないと m の伴わない数直線が何を表

現しているのかが曖昧になってしまう。逆に

⾔えば、数と量との区別は、数直線の利⽤に

関わるこうした難しさも明らかにする。

(7) 対象化された新たな対象に対する操作

 分数の四則演算をするということは、数と

しての分数に対して操作を⾏うことである。

分数の表記の仕⽅が導⼊された後では、「分

数のシンボルは⾏為を伝える⼿段であるが、

それとともに思考の対象を表す」(Pitkethly & 

Hunting, 1996, p. 15)ことになる。数と量を区

別する⽴場からすると、分数を元にする量に

施して得られる 2 量 2/5 m と 1/5 m の和や差を

考えることと、分数 2/5 と 1/5 の和や差を考え

ることは別のことと考えられる(図 4)。確か

図4：量の操作による数の操作の構成

に 3 (3)で述べたように、変換としての分数の

和は分数を量に施した結果得られる量の和を

⽤いて決められるのであった。図 4 の点線で

⽰された数の操作を、実線で⽰された量の操

作とその結果を参照して決めるということで

ある。しかし、数としての分数の和をまず考

えるには、分数⾃体が演算などの操作の対象

であると認識される必要がある。

 プロセスであったものにこうした操作が⾏

えるようになるには、プロセスがカプセル化

あるいはモノ化される必要がある (Centi & 

Dubinsky, 2017; Sfard, 1991; Ubah & Bansilal, 

2018)が、しかしそのために、そこにはある種

の「循環論法」が⽣じてしまう(Sfard, 1991)。

「⼀⽅で、アルゴリズムに含まれる『対象』

についてのよいアイデアを獲得するために

は、⼈はアルゴリズムを実⾏することに極

めて熟練していなければならない。他⽅で、

⼗分な技術的習熟を得るためには、⼈はそ

れらの『対象』を既に持っていなければな

らない。なぜなら、それら[対象]なしでは

プロセスは無意味になってしまい、した

がって実⾏したり記憶したりするのが困難

になるからである」(p. 32)。

 つまり数の操作を有意味に⾏うことと操作

の対象である数を理解することは、ニワトリ

とタマゴのような関係にあると指摘してる。

図５：対象と操作の再帰的関係

数を最初から何らかののモノとして想定する

のではなく量に対する変換とし、量を扱う活

動から数の学習を始めるとすると、数⾃⾝が

操作の対象としても成⽴することが⾃明では

なくなり、しかしその際にはこうした循環論

法に陥る可能性が出てくる。したがってこの

循環論法を視野に⼊れた上で学習のあり⽅を

考える必要が出てくる。
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５．反復可能単位分数
 分数を数として考えるには、単位分数を反

復可能な単位 (iterable unit)と捉え、分数を反

復可能な単位のいくつ分として捉えることが

重要との指摘がある (Bruce et al., 2013; Steffe, 

2002; Tzur, 2000; Ubah & Bansilal, 2018)。この

指摘に従えば、分数を数と捉えることへの移

⾏においては、反復可能な単位を重視した指

導が⽬指されることになる。

 実際、わが国の現⾏の教科書においては、

⼩学校 3 年以降の学習で単位分数が重視され

ている。3 年で、分⼦が 1 でない分数が導⼊

される際、1/3 m や 1/4 L のいくつ分かとして

2/3 m や 3/4 L が定義される。また、3 年で同

分⺟分数の加減法を学習する際にも、単位分

数の個数により考えており、その点では反復

可能な単位分数を初期の段階から重視した指

導が想定されている。

 単位分数の個数に着⽬した考えは 4 年の仮

分数と帯分数の学習や 5 年の異分⺟分数の加

法、減法の学習、6 年の分数×整数、分数÷整

数の学習でも⽤いられている。ただし、異分

⺟分数の加法、減法の学習では、通分した後

は既習の同分⺟の場合に帰着されることから、

単位分数のいくつ分かに改めては触れない教

科書も⾒られる。

 他⽅で 4 年および 5 年の同値な分数の学習

の際には、異なる分⺟を持つ数直線を⽐較す

ることで、同じ“⼤きさ”になる分数を考え

させている。これは数直線の基準の⻑さを元

の量とし、それぞれの分数をこれに施した結

果得られる量に基づいて同値な分数を考える

ものであり、⽥村(1978)による変換が等しい

ことの定義 (pp. 21-22) に相当している。この

時、同値とされた分数の分⼦と分⺟を⽐較す

ることで、きまりを帰納的に導いている 8)。

 ここで Steffe (2002) や Olive (2001) らのよう

な単位間の調整という⾒⽅に⽴つと、例えば

1/4 を単位としてある量を表現する場合、1/4

は単位 1/2 の半分なので、それを反復する回

数は 2 倍になるという「部分の⼤きさと部分

の個数の間の逆の関係」(Tzur, 2000, p. 143) に

着⽬して、同値な分数を理解することも考え

られる。しかし教科書では、2 つの単位分数

の間の関係から必要な単位分数の個数を考え、

そして分⼦、分⺟に成り⽴つ性質を理解する

という単位分数に着⽬した考え⽅ではなく、

量に依拠した考え⽅になっている。

 また 5 年で整数÷整数の商を分数で表すこ

とを学習する際にも、例えば 2÷3 の被除数の

2 は 1 を反復可能な単位としているので、こ

れを 1/3 という別の反復可能な単位で表現し、

2 を 1/3 の 6 個分と捉え直して考えることもで

きる。しかし、やはり現⾏の教科書ではこう

したアプローチはとっていない。

 さらに分数÷分数についても、包含除的な

場⾯を取り上げると、被除数と除数を通分し

た後に単位分数を元に考え、分⼦どうしの除

法として考えることができる (吉⽥, 2010) が、

現⾏の教科書では等分除的な場⾯を取り上げ

ることから、こうした考え⽅はしていない。

ただ単位分数のいくつ分かを考えた場合、分

数についての考察を⾃然数に基づく考えに帰

着でき、それにより量を媒介した扱い⽅を少

なくできる点には注意が必要であろう。

 以上のように、反復可能な単位分数は多く

の学習場⾯で⽤いられているが、利⽤が可能

でありながら利⽤されていない学習場⾯も存

在しており、その利⽤をできるだけ可能とす

るような指導の枠組みを構築することで、指

導の⼀貫性が⾼まる可能性がある。

 単位分数の反復可能性に着⽬する⽴場では、

元の量に等分変換を施した後、元の「単位を

破壊しないようにしながら」(Olive, 2001) 元

の単位から 等分されたうちの 1 つを取り出す

(disembed) ことが重視される (Olive, 2001; 

Steffe, 2002; Tzur, 2000)。単位分数は「それを

含んでいた全体から⾃由になる」(Steffe, 

2002, p. 299)。このことは同時に、元の単位と

取り出された新たな単位の両者を保持して、
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4(1)で触れた単位間の調整をすることも意味

する。5 等分したテープの 3 つ分を塗るので

はなく、5 等分したうちの 1 つを取り出して

新たな単位とし、この単位の 3 つ分を考える

こと、しかしこの単位が元の単位とある関係

にあることを意識することが求められる。

 単位分数を数えるとすると、単位分数を数

1 と同様に扱うことになる。しかも単位分数

の場合は等分の仕⽅により 1/3 や 1/7 など多様

な単位分数がありうるので、単に個物を数え

ることよりも、3 ずつ数えるとか 7 ずつ数え

ることに近い。3 や 7 を 1 と⾒なすように、

1/3 や 1/7 など多様な対象を 1 と⾒なすことが

含まれると考えられる。

 さらに単位分数を反復可能なものとして扱

うことは、単位分数が数えたり、合併したり、

何倍かしたりといった操作の対象となりうる

と認識していることを意味する。しかし 3(2)

で検討したように、数 1 の捉え⽅にもよるも

のの、単位分数も基本的には等分変換と１倍

変換との合成変換なので、結局は、そうした

ある種の変換なりその効果なりが、まずは操

作の対象となるかどうかの問題は残ることに

なる。つまり「⾃然数に操作を施すのと同様

に単位分数を操作を施すことができる素材 

(material)として⽤いる」(Tzur, 2000, p. 137)こ

とができるかどうかである。

 確かに単位分数⾃体が対象化された場合に

は、単位分数を反復することが中⼼となるた

め変換の合成が意識されずに済み、4(4)で述

べたプロセスを抽出する困難が軽減される可

能性も考えられる。しかしまずは単位分数を

対象化することが必要であり、また単位分数

のいくつか分を中⼼とした考え⽅を基本とす

る展開が必要となる。そこで、こうした条件

を備えたディスコースを保証することが、指

導の⽅針として考えられることになる。

６．ディスコースへの参加としての学習
 分数を合成変換ととらえる場合、単位分数

が操作の対象となることはある種の変換が操

作の対象となることを意味する。しかしある

種の変換を対象として捉えることは、関数を

対象と捉えるのと同様の抽象度を持つと考え

られ、⼩学⽣の学習を解釈する枠組みとして

は適当でないようにも⾒える。そこで本節で

は、上述の前提の下で、分数の学習が⼩学⽣

において成⽴しうる可能性を考える。

(1) 学習の 3 つのフェーズ

 分数を量に施される変換と考えることは、

数と量とを区別する視点を与えるが、最終的

に分数を数として考えるようになることを⽬

指した場合には、数と量との関係に応じて、

⼤きくは 3 つのフェーズが想定される。

 第 1 のフェーズは量に対する操作を中⼼と

し、その操作や操作の結果を観察し、記述す

る中で分数が⽤いられる学習であり、数が量

を参照する。2/3 などの分数表現の⽤い⽅の

学習とも⾔える。また量の操作を参照して分

数の操作が構成される(図 4)。そこで⾒出さ

れたパターンが⾃律し⾃⽴することで第 2 の

フェーズに移ると考えられる。

 第 2 のフェーズは何らかの量の存在を前提

とせずに分数が扱われる学習であり、分数⾃

体が操作の対象となる。量を参照せずに分数

について演算を⾏ったり、2 つの分数の⼤⼩

を⽐較することになる。

 第 3 のフェーズは、分数の演算や⼤⼩⽐較

を利⽤して、量などについての新たな情報を

得るような学習である。第 1 フェーズとは数

と量の⽴場が逆転し、量が数を参照する。第

2 フェーズでの推論の利点が学習者に感じら

れることで、第 2 フェーズの重要性を⽀える

とも⾔える。

 例えば、ジーン・レイヴが取り上げたダイ

エットをしている⼈のチーズの量り⽅は、し

ばしば状況的に思考することの重要性を⽰す

事例として⽤いられてきた。これは 2/3 カッ

プの 3/4 のカッテージチーズが必要な場⾯で、

⼤学で微積分の講義を履修したような⼈が、
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2/3 カップのチーズを軽量カップで量り取っ

た後、それを俎板の上に丸く広げ、⼗字を描

いてから 4 分の 1 を取り除き、残りを使⽤し

たという例であり、置かれた状況にある道具

との関連づけにより問題を認識し、状況で⼊

⼿可能な資源を活⽤して解決されたとされる 

(中井, 1992)。しかし少なくともこの例につい

ては、2/3 と 3/4 の合成変換(2/3)×(3/4)が 1/2 に

等しくなることを数のレベルで確認できれば、

最初から 1/2 カップのチーズを量り取るだけ

で済んだとも⾔える(図 6)。

図６：数の演算から量の情報を得る

 分数を量に施す変換と考えることで、第 1

フェーズの役割も明確化される。3(4)でも触

れたように、変換⾃体あるいはその効果を直

接、最初から扱うことは難しいので、量を媒

介させることで変換やその効果を間接的に感

得すること、また量の操作を媒介して数の操

作が可能であることや、その結果がどうなり

そうかを感得することが期待されるフェーズ

ということになる。そして、ここで間接的に

感得された変換やプロセスが 4(5)で述べたよ

うな形で対象化されると考えると、対象化さ

れるべきプロセスを⼦どもたちに抽出しても

らい、第 2 フェーズへの移⾏を準備すること

が、第 1 フェーズの役割と考えられる。

 ⽥村(1978)は量を⽤いて数の演算を定義し

た後、その場合に分⺟や分⼦に成り⽴つ関係

を、量を参照して証明し、定理とする(pp. 34-

37 の定理 5 から定理 9)。しかし逆数の定義と

除法(p. 39 の定理 10)については量を介在させ

ず、乗法についての定理を⽤いて数の操作だ

けにより証明をしている。このように既に証

明された定理に基づいて、量を介在せずに分

数の演算や⼤⼩⽐較、等しい分数を考え、分

数に関わる新たな情報を作り出し、正当化す

る学習が第 2 フェーズだと⾔えよう。

 量を媒介させずに分数を導⼊する、例えば

⾼⽊(1949)などでは、⽥村(1978)の定理に当た

るものをむしろ分数の演算や⼤⼩関係、等し

い分数などの定義として⽤いている。つまり、

こうした扱いでは第 2 フェーズから出発して

いると考えることができる。

 しかし⼩学校での分数の学習では、量の操

作を参照する第 1 フェーズから出発し、まず

は第 2 フェーズに⾄り、第 2 フェーズでの理

解を⽣かして第 3 フェーズを可能とすること

が⽬指される。そして第 2 フェーズで数が⾃

⽴した存在となることで、第 1 から第 3 へと

数と量の⽴場を逆転させることになる。

 4(5)で⾒たように、プロセスを対象化する

移⾏にとって操作やプロセスでの経験が重要

とすれば、第 2 フェーズの成⽴にとって第 1

フェーズは確かに重要である。しかし 4(6)で

⾒た数の抽出がなければ第 2 フェーズは成⽴

しない。そう考えると第 5 節で⾒たような、

第 1 フェーズと第 2 フェーズとが⼊り組んだ

形で進められている点(布川, 2019)には注意が

必要であろう。そこで、第 2 フェーズへの移

⾏や成⽴を意図的に組み込んだ指導の枠組み

が必要と⾔える。

(2) 第 2 フェーズのディスコース

 第 1 から第 2 へのフェーズの移⾏を改めて

考えると、量を操作の対象とし、量に施す変

換やその結果に⾒られるパターンを記述する

のに分数を⽤いることから、パターンの記述

であった分数⾃体を操作の対象とすることへ

の移⾏であり、4(5)で述べた転換を必要とす

る。このとき量を参照せずに分数の操作を⾏

うとすれば、依拠できるのは以前に確⽴され

た計算の仕⽅などしかない。第 1 フェーズで

和や積の求め⽅を考える中で⾒出されたきま

りを記述した計算の仕⽅が、第 2 フェーズで
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は操作の仕⽅を規定することになる。つまり

記述(description)が指⽰(prescription)に転換す

る。単純に考えれば、分数の対象化と記述か

ら指⽰への転換とが⽣じて、第 2 フェーズに

移⾏できる。

 また分数を数として操作するには、既習の

⾃然数との違いも問題となる。2 つの数の間

にいつでも別の分数が存在する稠密性や、あ

るいは同値な分数がいくつも存在するという

性質は、「まだ分数が数としての理解が確実

でない⼦どもたちには違和感もあり、理解し

にくい」(吉⽥, 2010, p. 35)。したがって、今

までの数とかなり異なるものを同じ「数」と

して⾒なすことが求められる。

 これらを考えると、量に関わる記述として

の分数から数としての分数への移⾏は、質的

な転換であると⾔える。さらに、4(7)で述べ

た循環論法の問題を想起すると、上で述べた

単純な考えのようにはいかず、分数を数とし

て⼗分捉えられるようになってから数として

の計算を⾏うというよりも、数としての計算

を⾏ったり数としての分数の性質について語

ることを通して、分数も数であるとの感覚を

⾼めると考える⽅が現実的であろう。⾔わば、

分数を数であるとして扱ったり、語ったりす

る中で、分数が数であるとの感覚を⾼める、

ということである。分数を含む数についての

図７：第 2 フェーズでの学習

「数学的ディスコースを個⼈が⾃分のもの

に」して、「他者とだけでなく⾃⼰とも数学

的なコミュニケーションができるようにな

る」(Sfard, 2007, p. 575)ことを、そのディス

コースに参加しながら⽬指す過程として、分

数の学習を捉えることができよう。

 その際、Sfard (1995）は「[新たな対象を]

⼗分に理解する以前であっても、テクニック

を実践する必要性に耐えなければならない」

(p. 35)としている。操作の練習も、圧縮化を

進めてモノ化につなげる実践としてとらえる

ことが⽰唆される。他⽅で、第 2 フェーズで

数の計算を⾏ったり⼤⼩⽐較を⾏ったりする

際に、操作の対象を伴わない「低レベルの

ディスコース」に留まり続けることがないよ

うに、教師は学習対象に関わる「明確な会話

に学習者を引き込む (engage)」(Nachlieli & 

Tabach, 2012, p. 24)ことが重要となる。つまり、

計算結果の正誤やそこに⾄る⼿続きの正しさ

だけでなく、その結果に基づいて数としての

分数の性質や関係について語ることが求めら

れる。つまり、第 2 フェーズとして適切な

ディスコースが形成され維持される必要があ

ると考えられ、また分数の性質や関係につい

て理解することが、分数が対象として成⽴す

ることを促すとも期待される(Slavit, 1997)。

 ディスコースは次の 4 つの要素により特徴

づけられるような、許容される⾏為とそれへ

の反応を持つ特定のタイプのコミュニケー

ションとされる (Sfard, 2008)：(a) 語彙; (b) 視

覚的媒介物 (visual mediators); (c) ルーチン; (d)

承認された語り⽅ (endorsed narrative)。

 第 2 フェーズに当たるディスコースの語彙

を考えると、第 1 フェーズとは異なり量を参

照しないので、基本的には「元の量」や「1 

m」などの語彙は使われなくなると想定され

る。確かに確認のために⼀時的に第 1 フェー

ズに戻るとか応⽤するとして第 3 フェーズに

移る場合には、「元の量」が問題となるが、

第 2 フェーズとしてのディスコースでは、操

作のプロセス⾃体が対象化されていることか

ら、元の量に等分などの操作を実⾏すること

が⾏われなくなるからである。また分数を数

として扱うことから、第 5 節で検討した反復
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可能な単位分数を中⼼に考えることになろう

が、その場合も、1/3 m といった量ではなく

1/3 という数を表す語彙が⽤いられるはずで

ある。逆に分数を数として捉えることを阻害

するとされる「〜のうちのいくつ」といった

語彙は含まれなくなる。分数を数として扱う

ような語彙が中⼼的に⽤いられることで、第

2 フェーズらしいディスコースが形成される。

 視覚的媒介物としては、現⾏の教科書でも

⽤いている折り紙状の正⽅形の図、テープ状

の図、数直線などが考えられるが、数と量を

別に考えたり「分数概念を⼀般化する」(Petit

et al., 2016)ことを考慮すると、それらの視覚

的媒介物をどのように⽤いるか、それについ

てどのように語るか、それらから何を受け取

るかが重要となる。これらの図を、⾃然数の

学習でのブロック図と同様の代表元的表象(布

川, 2021)として意図的に扱うか、あるいは代

表元的表象となりやすい表象を⽤いることが

必要となろう。

 また上述の循環論法の視点からは、分数に

対し数としての操作を施すことが分数を数と

して捉えることを促すと期待される。そこで

例えば数直線を⽤いる場合、数直線上におい

て数の演算に当たる操作がブロックでの操作

と同じように⾃然にできることが求められる。

数直線では数を区間で表現することと数直線

上での位置で表現することとを適宜使い分け

る必要があるなど、その利⽤は必ずしも直観

的に可能とは⾔いがたい(布川, 2019)。ただ、

こうした 2 通りの表現は、ちょうど時間と時

刻の違いに相当し、しかも、時間と時刻の学

習においては、数直線のような表象に対して、

中学校の負の数の学習で現れる加法や減法を

⽰す⽮印が⽤いられ、数直線上の操作を表現

している。⾃然数の学習での数直線の利⽤だ

けでなく、こうした時間や時刻での数直線や

⻑さの学習での定規の図(Petit et al., 2016)も視

野に⼊れて、数直線上での操作が⾃然にでき

るようになることを⽬指すことも考えられる。

 ルーチンはある場⾯で繰り返される⾏為や

⼿続きのパターンであるが、第 1 フェーズで

量の等分や等分されたうちのいくつ分かを塗

ることなどが⾏われるのに対し、第 2 フェー

ズでは第 1 フェーズで確⽴された計算の仕⽅

や同値な分数の作り⽅などに従い、分⼦や分

⺟の⾃然数に対する演算により分数の計算や

⼤⼩⽐較を⾏うことが、ルーチンとなろう。

 なお第 2 フェーズのルーチンに関し、Lavie

ら(2019)が述べる儀式的 (ritual) なルーチンか

ら探究 (exploration) のルーチンへの変容も考

慮する必要がある。すなわち⼿続きを適切に

遂⾏することを⽬的とするようなルーチンの

実⾏から、⼿続きの成果に注意が向けられ、

「数学的対象についての新たな『事実』」を

⽬指す(p. 166)など、成果を得たり⽤いたりす

るためにルーチンを実⾏することへと進展す

る。Lavie ら(2019)がルーチンの構成要素とし

て⼿続きに加えて「課題」をあげ、しかも当

事者により解釈され理解された課題である点

を重視していることから、分数に関わるルー

チンを⾏うにあたり、その際の課題を「数学

的対象についての新たな物語 (narrative) を構

成したり承認したりすること」(p. 166) だと

解釈してルーチンを実⾏できることが重要で

ある。

 承認された語り⽅として、第 1 フェーズの

初期では特定の量に対する操作やその結果を

分数を⽤いて記述するような語り⽅が、また

途中からは量の操作から観察されることを根

拠として、分数に関わり成り⽴つ性質や関係

を正当化するような語り⽅が中⼼となるが、

第 2 フェーズでは、以前に確⽴された分数の

数としての性質や計算の仕⽅などに基づいて、

分数に対する操作や分数の性質や関係を正当

化するような語り⽅が承認されるようになる

と考えられる。そうした語り⽅がされること

で、分数が数として扱われていることが学習

者に伝わると期待される。

 上述の循環論法の議論を想起すると、ここ
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で量に依存せずに分数⾃体に操作を施したり、

分数⾃体について語ることが、分数を数とし

て捉えるようになることにとって特に重要だ

と考えられる。また、分数が基本的には単位

分数のいくつ分かから成るという構造を持つ

とすれば、その構造に基づいて分数の新たな

性質や関係を正当化するような語り⽅がされ

ることになる。その中で、単位分数以外の分

数が数として扱われることが促進されるとと

もに、単位分数に対して操作が加えられたり

語られたりすることにより、単位分数⾃体に

対する数としての対象化も進むという、再帰

的 (reflexive)な関係(図 7)が⽣じると期待され

る。つまり、「所与のルーチンについてのそ

の⼈の経験が成⻑するにつれ」「具体的対象

というよりも数学的対象についての物語が語

られ始める」(Lavie et al., 2019, p. 170)。

 以上より、分数の学習が⼩学⽣において成

⽴しうるためには、第 1 フェーズを⼊り⼝と

しながら第 2 フェーズへの質的転換を⾏うこ

と、また転換後の最初のうちはルーチンが儀

式的なものであるとしても、それが探究的な

ものに移⾏するよう配慮し、分数の数として

の性質や関係を話題としたり、それを既に共

有された分数の性質や関係により正当化する

ような語り⽅が⾏われることが必要である。

そうしたディスコースに参加する中で、この

ディスコースの語り⽅を⾝に付け、その結果

として分数を数とすることが⾃然な⾒⽅にな

るものと期待される。

７．おわりに
 折り紙を表す正⽅形や 1 m のテープの図、

リットル升の図などを⽤いて 2/3 を表現した

場合、それらに共通するものが数としての

2/3 なのだろうから、多様な表現を通して分

数を学ぶには、それら表現に共通するものを

抽象し、⻑さや液量という表現特有の⽂脈に

制約されないよう「分数概念を⼀般化する」

(Petit et al., 2016)ことになる。分数の学習を考

えるためには、多様な表現から何を抽象すべ

きかを想定しておくことが必要と考えられる。

 本稿では抽象すべきものとして、その表現

を可能としている変換および変換の⼊⼒と出

⼒の関係を想定し、その想定に基づいて分数

の学習において予想される困難と、その困難

を考慮した場合の学習の基本的な⽅針を検討

してきた。もちろん当初の想定が異なれば、

予想される困難や学習の⽅針も異なってくる

であろう。⼤切なのは、多様な表現を通して

学習者に⾒てもらいたいと期待するものを明

確化することと、それに基づいて学習を構成

していくことだと考えられる。図などの多様

な表現のどこが数を表しているのかを明確に

する問題とも⾔えよう。

 中学校では分⼦や分⺟が負の数や無理数の

分数が現れ、⾼校では複素数も分⼦や分⺟に

なりうる。さらに⾼校で学習する分数式では

分⼦と分⺟は整式である。そもそも中学校 1

年の⽂字式の学習で分⼦や分⺟に⽂字が⼊っ

た時点で、分⼦や分⺟が⾃然数でない場合も

許容されるはずである。こうした場⾯では、

等分の操作などを参照するよりも、分数の形

をしたものが何か 1 つの対象であるという、

第 2 フェーズのような捉え⽅の⽅が分数を受

容しやすいのではないだろうか。⼩学校 2 年

図８：分数の和からなる複雑な式

で始まる分数の学習が、将来的には例えば図

8 のような式にまで発展しうることを含めて、

分数の学習の枠組みを構築する必要があろう。
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