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目標 大学で学ぶ数学の基礎として必要になる，集合，写像，ユークリッド空間
の位相についての基本的なことをを解説する．
記号 N, Z, Q, R, Cをそれぞれ自然数全体の集合，整数全体の集合，有理数全
体の集合，実数全体の集合，複素数全体の集合とする．
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1 集合と写像
1.1 集合
有限個の元からなる集合を有限集合といい，有限集合でない集合を無限集合と
いう．また，元を含まない集合を空集合といい，∅で表す．
Aを集合とするとき，aがAの元であるとき，a ∈ Aとかき，aがAの元でない
とき，a /∈ Aとかく．
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B が Aの部分集合であるとき，B ⊂ Aとかき，B が Aの真部分集合である
(B ⊂ AかつB ̸= A)とき，B ⊊ Aとかく．
A, BをX の部分集合とするとき，Aの元で，かつBの元でもあるもの全体の
なす集合をAとBの交わりといい，A ∩Bで表す．

A ∩B = {x ∈ X | x ∈ A かつ x ∈ B}.

また，Aの元かまたは B の元であるもの全体のなす集合を Aと B の和といい，
A ∪Bで表す．

A ∪B = {x ∈ X | x ∈ A または x ∈ B}.

数学では，いくつかの集合に番号を付けて並べたものA1, A2, . . . , Akを考えるこ
とがある．このような集合の集まり {A1, A2, . . . , Ak}を集合族という．これは有限
個の集合からなる集合族であるが，自然数 1, 2, 3, . . . , n, . . . に一つずつ集合を対応
させた列

A1, A2, A3, . . . , An, . . .

を考えることもある．これを {A1, A2, A3, . . . , An, . . . }とか {An}∞n=1とかいて，可
算個の集合からなる集合族という．もっと一般に，何かある集合 Iの各元 i ∈ Iに
一つずつ集合Aiを対応させた集合族 {Ai}i∈I を考えることもある．iをAiの添え
字といい，{Ai}i∈I を Iを添え字集合とする集合族という．
{Ai}i∈I をXの部分集合からなる集合族とする．いずれかのAiの元であるよう
な元全体のなす集合 (Aiたちの和集合)を，∪

i∈I

Ai = {x ∈ X |ある i ∈ Iについて x ∈ Ai}

と表す．また，すべての Aiに属するような元全体のなす集合 (Aiたちの交わり，
共通部分)を ∩

i∈I

Ai = {x ∈ X |すべての i ∈ Iについて x ∈ Ai}

と表す．Aの元で，かつBの元でないもの全体のなす集合を，AからBを引いた
差集合といい，A∖Bで表す．

A∖B = {x ∈ A | x /∈ B}.

特に，X ∖ BをX におけるBの補集合といい，X の中で考えていることが明ら
かな場合は，Xを明示しないでBcと表すこともある．

Bc = X ∖B = {x ∈ X |x /∈ B}.

Xの部分集合AとそのXにおける補集合Acについて次が成り立つ．

(Ac)c = A, Xc = ∅, ∅c = X, A ∪ Ac = X, A ∩ Ac = ∅.

実際，x ∈ Xについて，x ∈ (Ac)c ⇐⇒ x /∈ Ac ⇐⇒ x ∈ A. よって，(Ac)c = Aで
ある．他は明らかである．また，A ⊂ B ⊂ Xのとき，Ac ⊃ Bcである．
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例 1.1. Z ⊊ Q, Q ⊊ R, R ⊊ Cである．R∖Qは無理数全体のなす集合である．

例 1.2. X = R, A = {x ∈ R |x < −2}, B = {x ∈ R |x > 3}とする．

C = {x ∈ R |x2 − x− 6 > 0}

とおけば，C = A ∪Bである．また，D = R∖ Cとおけば，

D = {x ∈ R |x2 − x− 6 ≤ 0} = {x ∈ R | − 2 ≤ x ≤ 3}

である．したがって，
D ∩ Z = {−2,−1, 0, 1, 2, 3}.

例 1.3. X = Rとし，n ∈ Zに対して，In = {x ∈ R |n ≤ x < n+ 1}とすると，

R =
∪
n∈Z

In.

例 1.4. P を素数全体の集合とする．各 p ∈ P に対して，

Ap = {x ∈ Q |xの分母は pと互いに素 }

とおく．そのとき， ∩
p∈P

Ap = Z.

命題 1.5 (ド・モルガンの法則). Xを集合とし，A, BをXの部分集合とする．X
におけるAの補集合をAcと表す．次が成り立つ．

(A ∪B)c = Ac ∩Bc, (A ∩B)c = Ac ∪Bc.

もっと一般に，{Ai}i∈I をXの部分集合の族とすれば，次が成り立つ．(∪
i∈I Ai

)c
=
∩

i∈I A
c
i ,

(∩
i∈I Ai

)c
=
∪

i∈I A
c
i .

[証明] x ∈ Xについて，x ∈ A ∩B ⇐⇒ x ∈ A かつ x ∈ Bであるから，

x ∈ (A ∩B)c ⇐⇒ x /∈ A ∩B ⇐⇒ x /∈ A または x /∈ B

⇐⇒ x ∈ Ac または x ∈ Bc ⇐⇒ x ∈ Ac ∪Bc.

ゆえに，(A∩B)c = Ac ∪Bcである．これをAをAc, BをBcに置き換えて適用す
れば，D = Ac ∩Bcとおくとき

Dc = (Ac ∩Bc)c = (Ac)c ∪ (Bc)c = A ∪B.

したがって，(A ∪B)c = (Dc)c = D = Ac ∩Bcである．
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命題 1.6. Xを集合とし，{Xi}i∈IをXの部分集合の族, Y をXの部分集合とする
と，次が成り立つ．

(1) Y ∩
(∪

i∈I Xi

)
=
∪

i∈I (Y ∩Xi).

(2) Y ∪
(∩

i∈I Xi

)
=
∩

i∈I (Y ∪Xi).

(3) Y ∩ (X ∖ Y ) = ∅, Y ∪ (X ∖ Y ) = X.

[証明] (1) Z =
∪

i∈I Xiとおく．各 i ∈ Iに対して，Xi ⊂ Zより，Y ∩Xi ⊂ Y ∩Z
である．したがって，

∪
i∈I(Y ∩Xi) ⊂ Y ∩ Zである．逆向きの包含関係を示すた

めに，x ∈ Y ∩ Z とすると，x ∈ Y かつ x ∈ Z である．x ∈ Z =
∪

i∈I Xi よ
り，ある i ∈ I について，x ∈ Xiである．ゆえに，x ∈ Y ∩ Xiである．よって，
x ∈

∪
i∈I(Y ∩Xi) (任意の x ∈ Y ∩ Z)であり，Y ∩ Z ⊂

∪
i∈I(Y ∩Xi)である．ゆ

えに，Y ∩ Z =
∪

i∈I(Y ∩Xi)である．
(2)W =

∩
i∈I Xiとおく．各 i ∈ Iに対して，W ⊂ Xiであるから，Y ∪W ⊂ Y ∪Xi

である．したがって，Y ∪W ⊂
∩

i∈I(Y ∪Xi)である．逆向きの包含関係を示すため
に，x ∈

∩
i∈I(Y ∪Xi)とする．すべての i ∈ Iについて，x ∈ Y ∪Xiである．x ∈ Y

ならば，x ∈ Y ∪W である．x /∈ Y ならば，すべての i ∈ Iについて，x ∈ Xiであ
るから，x ∈

∩
i∈I Xi = W である．よって，x ∈ Y ∪W (任意の x ∈

∩
i∈I(Y ∪Xi))

であり，
∩

i∈I(Y ∪Xi) ⊂ Y ∪W である．ゆえに，
∩

i∈I(Y ∪Xi) = Y ∪W である．
(3)は明らか．
有限集合Aの元の個数を#(A), |A|, card(A)と表す．

命題 1.7. Xを集合とし，A, BをXの有限部分集合とする．そのとき，

|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|.

[証明] まず，A ∩B = ∅ならば，命題の等式は明らかに成り立つ．一般の場合
は，C = A∩Bとおくと，C ⊂ A, A = (A∖C)∪C, (A∖C)∩C = ∅であるから，

|A| = |A∖ C|+ |C|.

同様に，C ⊂ B, B = (B ∖ C) ∪ C, (B ∖ C) ∩ C = ∅であるから，

|B| = |B ∖ C|+ |C|.

さらに，

A ∪B =
(
(A∖ C) ∪ C

)
∪
(
(B ∖ C) ∪ C

)
= (A∖ C) ∪ (B ∖ C) ∪ C

であり，A∖ C, B ∖ C, Cのどの 2つも交わりは空集合であるから，

|A ∪B| = |(A∖ C) ∪ ((B ∖ C) ∪ C)| = |A∖ C|+ |(B ∖ C) ∪ C|
= |A∖ C|+ |B ∖ C|+ |C| = |A| − |C|+ |B| − |C|+ |C|
= |A|+ |B| − |C| = |A|+ |B| − |A ∩B|.
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系 1.8. Xを集合とし，A, B, CをXの有限部分集合とする．そのとき，

|A ∪B ∪ C| = |A|+ |B|+ |C| − |A ∩B| − |A ∩ C| − |B ∩ C|+ |A ∩B ∩ C|.

[証明] B′ = B ∪ Cとおけば，命題 1.7より，

|A ∪B ∪ C| = |A ∪B′| = |A|+ |B′| − |A ∩B′|.

ここで，命題 1.6より，

A ∩B′ = A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)

であるから，命題 1.7より，

|A ∩B′| = |(A ∩B) ∪ (A ∩ C)|
= |A ∩B|+ |A ∩ C| − |(A ∩B) ∩ (A ∩ C)|
= |A ∩B|+ |A ∩ C| − |A ∩B ∩ C|,

|B′| = |B ∪ C| = |B|+ |C| − |B ∩ C|.

したがって，

|A ∪B ∪ C| = |A|+ |B′| − |A ∩B′|
= |A|+ |B|+ |C| − |B ∩ C| − |A ∩B| − |A ∩ C|+ |A ∩B ∩ C|.

例 1.9. X = {n ∈ Z | 1 ≤ n ≤ 300}とする．Xの部分集合A, B, Cを

A = {n ∈ X |nは 3の倍数 },
B = {n ∈ X |nは 5の倍数 },
C = {n ∈ X |nは 7の倍数 }

とする．そのとき，

A ∩B = {n ∈ X |nは 15の倍数 },
A ∩ C = {n ∈ X |nは 21の倍数 },
B ∩ C = {n ∈ X |nは 35の倍数 },

A ∩B ∩ C = {n ∈ X |nは 105の倍数 }

である．

|A| = [300/3] = 100, |B| = [300/5] = 60, |C| = [300/7] = 42,

|A ∩B| = [300/15] = 20, |A ∩ C| = [300/21] = 14, |B ∩ C| = [300/35] = 8,

|A ∩B ∩ C| = [300/105] = 2であるから，系 1.8より，

|A ∪B ∪ C| = 100 + 60 + 42− 20− 14− 8 + 2 = 162.

よって，Xの元で 3, 5, 7のどれでも割れないものの個数は

|X ∖ (A ∪B ∪ C)| = 300− 162 = 138.
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1.2 単射と全射
集合X から集合 Y への写像とは，X の各元 xに対して，Y の元 yをある規則
によって対応付けすることである．写像は f : X −→ Y のように表し，x ∈ X に
y ∈ Y が対応することを y = f(x)または f : x 7−→ yのように表す．写像では，X
の 2つ以上の元が Y の 1つの元に対応することはあるが，Xの 1つの元が Y の 2

つ以上の元に対応することはない．

定義 1.10. 写像 f : X −→ Y が単射であるとは，f(x) = f(x′)ならば x = x′であ
るという性質を f がもつときにいう．

定義 1.11. 写像 f : X −→ Y が全射であるとは，Y のどんな元 yをとってもXの
元 xで f(x) = yとなるものが存在するという性質を f がもつときにいう．

写像 f : X −→ Y が与えられたとき，Y の部分集合

f(X) = {f(x) | x ∈ X}

を f の像という．f が全射であることは，f(X) = Y となることと同じである．写
像 f : X −→ Y が単射かつ全射であるとき，全単射であるという．
2つの写像 f : X −→ Y と g : Y −→ Zに対して，合成写像 g ◦ f : X −→ Zは

(g ◦ f)(x) = g(f(x))

によって定義される．3つの写像 f : X −→ Y , g : Y −→ Z, h : Z −→ W に対し
て，2通りの仕方で合成した写像 h ◦ (g ◦ f)と (h ◦ g) ◦ f は同じ写像である．実際，

(h ◦ (g ◦ f))(x) = h((g ◦ f)(x)) = h(g(f(x))),

((h ◦ g) ◦ f)(x) = (h ◦ g)(f(x)) = h(g(f(x))),

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f.

すなわち，写像の合成について結合法則が成立する．
f : X −→ Y と g : Y −→ Zがともに単射であれば，合成写像 g ◦ f も単射であ
る．実際，(g ◦ f)(x) = (g ◦ f)(x′)とすれば，g(f(x)) = g(f(x′))であり，gが単射
であることから f(x) = f(x′)であり，f も単射であるから，x = x′を得る．
また，f : X −→ Y と g : Y −→ Zがともに全射であれば，合成写像 g ◦ fも全射
である．実際，gは全射であるから，任意の zに対して，z = g(y)を満たす y ∈ Y

が存在する．f は全射であるから，この yに対して，f(x) = yとなる x ∈ Xが存
在する．このとき，(g ◦ f)(x) = g(f(x)) = g(y) = zである．
したがって，f : X −→ Y と g : Y −→ Z がともに全単射であれば，合成写像

g ◦ f も全単射である．
写像 f : X −→ Y が全単射であるとする．任意の y ∈ Y に対して，f(x) = y

となる x ∈ X がただ 1つ存在することがわかる．そこで，g(y) = xとして写像
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g : Y −→ Xを定めると，g ◦ f = idX である．ここで，idX : X −→ XはXの恒
等写像であり，任意の x ∈ Xに対して idX(x) = xによって定義される．このとき，
f ◦ g = idY も成り立っている．このような写像 gを f の逆写像という．
逆に，写像 f : X −→ Y と g : Y −→ Xが g ◦ f = idX を満たせば，f は単射で
ある．実際，f(x) = f(x′)ならば，x = g(f(x)) = g(f(x′)) = x′であるから，f は
単射である．f ◦ g = idY を満たせば，f は全射である．実際，任意の y ∈ Y に対
して，x = g(y)とおけば，f(x) = f(g(y)) = yであるから，f は全射である．よっ
て，両方とも満たせば，f は全単射である．

例 1.12. X = R, Y = Rとする．f : X −→ Y を f(x) = exによって定義すると，
f は単射であるが全射ではない．しかし，Y = R+ = {x ∈ R |x > 0}とすれば，f
は全単射である．

y = e

x

x

y

図 1: y = exのグラフ

例 1.13. X = R, Y = Rとする．f : X −→ Y を f(x) = x2によって定義すると，
f は全射でも単射でもない．

例 1.14. X = R, Y = Rとする．f : X −→ Y を f(x) = x3 − 3xによって定義す
ると，f は全射であるが単射ではない．

例 1.15. X = R+ = {x ∈ R |x > 0}, Y = {x ∈ R | 0 < x < 1}とする．
f : X −→ Y を f(x) =

x

1 + x
によって定義すると，f は全単射である．
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y = x

2

x

y

図 2: y = x2のグラフ

y = x

3

� 3x

x

y

図 3: y = x3 − 3xのグラフ
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y =

x

1+x

y = 1

x

y

図 4: y = x/(1 + x)のグラフ

1.3 可算集合
Aが有限集合であるとき，n = |A|とすると，

A = {a1, a2, . . . , an}

と表せる．Xn = {1, 2, . . . , n}として，写像

f : Xn −→ A

を f(k) = ak (k = 1, 2, . . . , n)によって定義すれば，f は全単射である．

定義 1.16. 集合X に対して，全単射 f : N −→ X が存在するとき，X は可算集
合であるという．可算集合でない無限集合を非可算無限集合という．

例 1.17. idN : N −→ Nは全単射であるから，Nは可算集合である．正の偶数全体
の集合をNevenで表し，正の奇数全体の集合をNoddで表す．写像 f : N −→ Neven

を f(n) = 2nと定義すると，f は全単射である．よって，Nevenは可算集合である．
同様に，写像 g : N −→ Noddを g(n) = 2n − 1と定義すると，gは全単射である．
したがって，Noddも可算集合である．

例 1.18. Zは可算集合であることを示そう．f : Z −→ Nを

f(n) =

{
2n+ 1, n ≥ 0,

2|n|, n < 0

によって定義する．g : N −→ Zを

g(m) =


m− 1

2
, mは奇数,

−m
2
, mは偶数

によって定義すれば，f(g(m)) = m, g(f(n)) = nである．よって，f は全単射で
あり，Zは可算集合である．
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命題 1.19. 可算集合Xの部分集合 Y は有限集合または可算集合である．

[証明] Y が有限集合ならば何も示すことはない．よって，Y は無限集合である
とする．f : N −→ Xを全単射とする．f(n) = an ∈ Xとおけば，

Y ⊂ X = {a1, a2, . . . , an, . . . }

である．an ∈ Y となる最小の番号 nを i1とする．an ∈ Y , n > i1となる最小の
番号 nを i2とする．これを繰り返して，i1 < i2 < · · · < ikがとれたとするとき，
an ∈ Y , n > ikとなる最小の番号nを ik+1とする．Y は無限集合であるから，この
操作はどこまでも続けることができる．このとき，写像 g : N −→ Y を g(k) = aik
によって定義する．構成の仕方から，i1 < i2 < · · · < ik < · · · であり，k < ℓなら
ば，ik < iℓより，g(k) = aik ̸= aiℓ = g(ℓ)である．よって，gは単射である．また，
任意の y ∈ Y はXの元であるから，ある番号 nについて，y = f(n) = anとかけ
る．そのとき，ある k ∈ Nに対して，ik ≤ n < ik+1となるが，ik < n < ik+1とな
ることはないから，n = ikであり，g(k) = aik = an = yである．ゆえに，gは全射
であり，したがって，全単射である．すなわち，Y は可算集合である．

命題 1.20. Xを可算集合，Y を有限集合または可算集合とすれば，X ∪ Y は可算
集合である．

[証明] Y ⊂ Xのときは主張は自明である．よって，Y ̸⊂ Xとする．Y ′ = Y ∖X
とおく．そのとき，X ∪ Y = X ∪ Y ′, X ∩ Y ′ = ∅である．命題 1.19より，Y ′は
高々可算集合である．f : N −→ Xを全単射とする．
Y ′が有限集合のとき．|Y ′| = kとし，Y ′ = {y1, . . . , yk}とする．g : N −→ X∪Y
を

g(n) =

{
yn, 1 ≤ n ≤ k,

f(n− k), n > k

によって定義すれば，gは全単射である．
Y ′が可算集合のとき．g : N −→ Y ′を全単射とし，h : N −→ X ∪ Y を

h(n) =

{
f((n+ 1)/2), n ∈ Nodd,

g(n/2), n ∈ Neven

によって定義すれば，hは全単射である．

定理 1.21. 実数全体の集合Rは非可算無限集合である．

[証明] I = {x ∈ R | 0 < x < 1}とする．例 1.12と例 1.15から，g : R −→ Iを
g(x) =

ex

1 + ex
によって定義すれば，gは全単射である．よって，Rが非可算無限

集合であることを示すためには，Iが非可算無限集合であることを示せばよい．こ
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れは以下のようなカントールの対角線論法によって証明される．Iに属する任意の
実数 aは

a = 0.a1a2a3 · · · ai · · ·

とかける．ここで，aiは小数点 i桁目の数字で，0 ≤ ai ≤ 9を満たす整数である．
aが小数点 n桁の有限小数ならば，ai = 0 (i > n)とおいた無限小数であるとする．
このように約束することは，

0.339999999999999999999999999 · · · = 0.340000000000000000000000000 · · ·

のうち，右辺の表示だけを採用することを意味するから，小数展開は一意に定ま
ることになる．
Iが可算集合であると仮定する．すなわち，全単射 f : N −→ Iが存在するとす
る．αi = f(i), i ∈ Nとする．αiの小数展開を

αi = 0.ai1ai2ai3 · · · aij · · ·

とする．aij は小数点 j桁目の整数である．ここで，0以上 9以下の整数からなる
整数 b1, b2, . . . を b1 ̸= a11, b2 ̸= a22, . . . , bn ̸= ann, . . . となるようにとって (とく
に，1 ≤ b1 ≤ 8にとれる)，実数 β ∈ Iを小数展開

β = 0.b1b2 · · · bn · · ·

によって定めることができる．f : N −→ I は全単射であるから，f(m) = βとな
るm ∈ Nがただ 1つ存在する．β = f(m) = αmであるから，βの小数展開と αm

の小数展開は一致している．したがって，

b1 = am1, b2 = am2, . . . , bi = ami, . . . , bm = amm, . . .

となる．これは bm ̸= ammにとったことに矛盾する．この矛盾は Iが可算集合であ
ると仮定したために生じている．ゆえに，Iは非可算無限集合である．

1.4 直積集合
2つの集合Xと Y に対して，Xの元 xと Y の元 yの組 (x, y)全体のなす集合を

Xと Y の直積集合といい，X × Y で表す．

X × Y = {(x, y) | x ∈ X, y ∈ Y }.

同様に，n個の集合X1, . . . , Xnの直積集合X1 × · · · ×Xnを

X1 × · · · ×Xn = {(x1, . . . , xn) |xi ∈ Xi (i = 1, . . . , n)}

によって定義する．特に，X1 = · · · = Xn = X のとき，X1 × · · · × XnをXnで
表す．
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例 1.22.

Z× N = {(a, b) | a ∈ Z, b ∈ N},
Zn = {(x1, . . . , xn) | xi ∈ Z (i = 1, . . . , n)},
Qn = {(x1, . . . , xn) | xi ∈ Q (i = 1, . . . , n)},
Rn = {(x1, . . . , xn) | xi ∈ R (i = 1, . . . , n)},
Cn = {(x1, . . . , xn) | xi ∈ C (i = 1, . . . , n)}.

命題 1.23. X, Y がともに可算集合ならば，直積集合X × Y も可算集合である．
[証明] 各自然数 nに対して，Sn ⊂ N2を

Sn = {(a, b) ∈ N2 | a+ b = n+ 1}

とおくと，S1 = {(1, 1)}, S2 = {(1, 2), (2, 1)}, S3 = {(1, 3), (2, 2), (3, 1)}, . . . であ
る．このとき，|Sn| = nであり，

N2 =
∞∪
n=1

Sn, Sn ∩ Sn′ = ∅ (n ̸= n′)

である．したがって，(a, b) ∈ N2をa+bが小さいものから順に並べ，a+bが同じとき
は aが小さいものから順に並べる．すなわち，Snの元を (1, n), (2, n−1), . . . , (n, 1)

の順に並べる．このように並べたときに (a, b)が k番目にあれば，g(k) = (a, b)と
おくことによって，写像 g : N −→ N2を定義する．

(1, 1), (1, 2), (2, 1), (1, 3), (2, 2), (3, 1), (1, 4), (2, 3), (3, 2), (4, 1), . . .

であるから，

g(1) = (1, 1), g(2) = (1, 2), g(3) = (2, 1), g(4) = (1, 3), g(5) = (2, 2), g(6) = (3, 1), . . .

明らかに g : N −→ N2は全単射である．p : N −→ X, q : N −→ Y を全単射とす
る．h : N2 −→ X × Y を h(a, b) = (p(a), q(b))によって定義すれば，明らかに hは
全単射である．したがって，合成写像 h ◦ g : N −→ X × Y は全単射である．ゆえ
に，X × Y は可算集合である．
例 1.18と命題 1.23より，Z2は可算集合である．帰納的にZnは可算集合である．
命題 1.24. 有理数全体の集合Qは可算集合である．
[証明] 例 1.18より Zは可算集合である．Nはもちろん可算集合である．よっ
て，命題 1.23より Z× Nは可算集合である．

X = {(a, b) ∈ Z× N | aと bの最大公約数は 1}

とおけば，命題 1.19より可算集合 Z × Nの部分集合 X は可算集合である．f :

X −→ Qを f(a, b) = a/bと定義すれば，明らかに f は全単射である．よって，Q
は可算集合である．
命題 1.24と命題 1.23より，Q2は可算集合である．帰納的に，Qnは可算集合で
ある．
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1.5 同値関係
集合Xにおいて，Xの 2つの元の間にかかわる 1つの関係を考えて，x, y ∈ X

について，xと yの間にその関係が成り立つとき，x ∼ yとかき，その関係が成り
立たないとき，x ̸∼ yとかく．これが次の 3条件を満たすとき，∼はX 上の同値
関係であるという．
(i) (反射律) 任意の x ∈ Xに対して，x ∼ xである．

(ii) (対称律) x ∼ yならば，y ∼ xである．

(iii) (推移律) x ∼ yかつ y ∼ zならば，x ∼ zである．

例 1.25. Zにおいて次の関係を考える．x, y ∈ Zに対して，

x ∼ y ⇐⇒ x− y は 3で割り切れる．

x− x = 0は 3で割り切れるから，x ∼ xである．x ∼ yならば，x− y = 3q, q ∈ Z
とかけ，y− x = −3q = 3× (−q)であるから，y ∼ xである．x ∼ y, y ∼ zならば，
x− y = 3m, y − z = 3n, m,n ∈ Zとかけ，

x− z = (x− y) + (y − z) = 3m+ 3n = 3(m+ n)

より，x ∼ zである．よって，この関係∼はZ上の同値関係である．3で割り切れ
るという部分を他の自然数で割り切れるとしても同様である．

例 1.26. Z× Nにおいて次の関係を考える．

(a, b) ∼ (c, d) ⇐⇒ ad− bc = 0.

そのとき，ab − ba = 0より，(a, b) ∼ (a, b)である．また，(a, b) ∼ (c, d)ならば，
ad − bc = 0であり，したがって，cb − da = −(ad − bc) = 0である．よって，
(c, d) ∼ (a, b)である．(a, b) ∼ (c, d)かつ (c, d) ∼ (e, f)とすると，ad − bc = 0か
つ cf − de = 0である．したがって，

d(af − be) = adf − bde = f(ad− bc) + b(cf − de) = 0.

d ∈ Nより，d ̸= 0であるから，af − be = 0である．よって，(a, b) ∼ (e, f)であ
る．ゆえに，この関係∼は Z× N上の同値関係である．

集合X 上の同値関係∼が与えられているとき，各 a ∈ X に対して，X の部分
集合

C(a) = {x ∈ X |x ∼ a}

を aを含む同値類という．a ∈ C(a)であるから，C(a) ̸= ∅である．同値類全体の
なす集合をX/∼で表す．

X/∼= {C(a) | a ∈ X}.

このとき，次が成り立つ．
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命題 1.27. a, b ∈ X に対して，C(a) = C(b)または C(a) ∩ C(b) = ∅が成り立つ．
また，集合Xは互いに交わらないような部分集合C(a)の和集合として表せる．す
なわち，Xの部分集合Aが存在して，

X =
∪
a∈A

C(a), C(a) ∩ C(b) = ∅ (∀a, b ∈ A, a ̸= b).

[証明] a, b ∈ Xとする．C(a) ∩C(b) ̸= ∅とすれば，c ∈ C(a) ∩C(b)がとれる．
そのとき，c ∼ a, c ∼ bである．a ∼ c, c ∼ bより，a ∼ bである．x ∈ C(a)なら
ば，x ∼ a, a ∼ bであるから，x ∼ b, x ∈ C(b)である．よって，C(a) ⊂ C(b)で
ある．同様に，x ∈ C(b)ならば，x ∼ b, b ∼ aであるから，x ∼ a, x ∈ C(a)で
ある．よって，C(b) ⊂ C(a)である．ゆえに，C(a) = C(b)である．したがって，
C(a) = C(b)またはC(a) ∩ C(b) = ∅が成り立つ．a ∈ C(a) ⊂ Xであるから，

X =
∪
a∈X

C(a)

である．Λ = X/∼とする．各 λ ∈ Λから 1つの元 aλを選び，A = {aλ |λ ∈ Λ}と
おけば，

X =
∪
a∈A

C(a)

であり，a, b ∈ A, a ̸= bならば，C(a) ̸= C(b)であるから，C(a) ∩ C(b) = ∅であ
る．
例 1.28. 例 1.25におけるZ上の同値関係∼を考える．任意のx ∈ Zは，x = 3q+r,

q, r ∈ Z, r = 0, 1, 2，とかける．よって，x − r = 3q, x ∼ rである．このとき，
x ∈ C(r)であり，C(x) = C(r)である．したがって，同値類はC(0), C(1), C(2)の
いずれかである．0, 1, 2のどの 2つも同値でないから，C(0), C(1), C(2)は相異な
る同値類であり，

Z = C(0) ∪ C(1) ∪ C(2), C(a) ∩ C(b) = ∅ (a, b ∈ {0, 1, 2}, a ̸= b).

一般に，m > 1を自然数として，x, y ∈ Zに対して，x − yがmで割り切れると
き，x ∼ yであると定義すれば，

Z =
m−1∪
a=0

C(a), C(a) ∩ C(b) = ∅ (a, b ∈ {0, 1, . . . ,m− 1}, a ̸= b).

通常は，x− yがmで割り切れるとき，x ≡ y (mod m)と表す．
例 1.29. 例 1.26におけるZ×N上の同値関係∼を考える．そのとき，(a, b), (c, d) ∈
Z×Nに対して，(a, b)を含む同値類C(a, b)と (c, d)を含む同値類C(c, b)について，

C(a, b) = C(c, d) ⇐⇒ (a, b) ∼ (c, d) ⇐⇒ ad− bc = 0 ⇐⇒ a

b
=
c

d
.

したがって，
(Z× N)/∼−→ Q, C(a, b) 7−→ a

b
は全単射である．
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2 ユークリッド空間の位相
自然数nに対して，Rnに § 2.2で定義する通常の距離を入れたものをn次元ユー
クリッド空間という．以下，ユークリッド空間上の連続関数やユークリッド空間
からユークリッド空間への連続写像について基本的なことを解説する．

2.1 実数の連続性
定義 2.1. AをRの部分集合とする．Aが上に有界であるとは，ある実数M が存
在して，すべての x ∈ Aに対して，x ≤M が成り立つことである．このようなM

を 1つのAの上界という．Aが下に有界であるとは，ある実数mが存在して，す
べての x ∈ Aに対して，x ≥ mが成り立つことである．このようなmを 1つのA

の下界という．Aが上にも下にも有界であるとき，単に有界であるという．

例 2.2. N ⊂ Rは下に有界であるが，上に有界ではない．開区間

I = (0, 1) = {x ∈ R | 0 < x < 1}

は有界である．0 /∈ I, 1 /∈ Iであるから，Iには最大元も最小元もない．しかし，I
の上界のなす集合は

{x ∈ R | x ≥ 1}

であるから，これは最小元 1を持つ．同様に，Iの下界のなす集合は

{x ∈ R | x ≤ 0}

であるから，これは最大元 0を持つ．

定義 2.3. Aを Rの部分集合とする．Aの上界の中の最小元を Aの上限といい，
supAで表す．同様に，Aの下界の中の最大元をAの下限といい，inf Aで表す．A
が上に有界でないときは，supA = ∞とする．同様に，Aが下に有界でないとき
は，inf A = −∞とする．

例 2.4. 開区間 I = (0, 1)に対して，sup I = 1, inf I = 0である．また，A ={
1
n
|n ∈ N

}
とすれば，supA = 1, inf A = 0である．

例 2.5. A = {x ∈ Q |x2 < 2}に対して，supA =
√
2, inf A = −

√
2である．また，

B =
{√

2
n
|n ∈ N

}
⊂ R∖Qとすれば，supB =

√
2, inf B = 0である．

実数の連続性 上に有界なRの部分集合には上限が存在する．下に有界なRの
部分集合には下限が存在する．
実数列 {an}∞n=1が実数 αに収束するとは，nが大きくなるにつれて anが αに近
づくことをいう．もう少し正確にいえば，どんな小さな数 ε > 0をとっても，それ
に応じて自然数 n0を十分大きくとれば，n ≥ n0なるすべての自然数 nに対して，
|an − α| < εが成り立つことをいう．
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命題 2.6. 実数列 {an}∞n=1が上に有界で単調増加 (下に有界で単調減少 )ならば，
limn→∞ anが存在する．

[証明]

A = {a1, a2, . . . , an, . . . }

とする．{an}∞n=1 が上に有界で単調増加とする．M ∈ Rが存在して，an ≤ M

(n = 1, 2, . . . )であるから，Aは上に有界である．実数の連続性によって，α = supA

が存在する．αはAの 1つの上界であるから，an ≤ α (∀n = 1, 2, . . . )である．一
方，任意の ε > 0に対して，α− εは αより小さいから，Aの上界ではない．した
がって，ある自然数 n0が存在して，an0 > α − εである．{an}は単調増加である
から，任意の n ≥ n0に対して，an ≥ an0 > α− εである．したがって，

|an − α| = α− an < ε (∀n ≥ n0)

が成り立つ．これは，limn→∞ an = αを示している．{an}∞n=1が下に有界で単調減
少である場合は，α = inf Aとおけば，limn→∞ an = αであることが同様に示され
る．

2.2 Rnにおける距離
Rnの点 x = (x1, . . . , xn), y = (x1, . . . , xn)と c ∈ Rに対して，

x+ y = (x1 + y1, · · · , xn + yn),

cx = (cx1, . . . , cxn)

とする．x− y = x+ (−1)yである．さらに，

x · y =
n∑

j=1

xjyj = x1y1 + · · ·+ xnyn,

∥x∥ =
√
x · x =

√
x21 + · · ·+ x2n

とおく．x, y, z ∈ Rn, c ∈ Rとすれば，

x · y = y · x,
(cx) · y = x · (cy) = c(x · y),

(x+ y) · z = x · z + y · z, x · (y + z) = x · y + x · z

が成り立つ．
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命題 2.7 (コーシー・シュワルツの不等式). x, y ∈ Rnに対して，

|x · y| ≤ ∥x∥∥y∥

が成り立つ．x ̸= (0, . . . , 0)とすれば，

等号が成り立つ⇐⇒ y = cxとなる c ∈ Rが存在する.

[証明] x = (0, . . . , 0)ならば，不等式の両辺とも 0であるから，等号が成り立
つ．x ̸= (0, . . . , 0)とする．∥x∥ > 0である．t ∈ Rに対して，

f(t) = ∥tx− y∥2 =
n∑

j=1

(txj − yj)
2

とおけば，すべての実数 tに対して，f(t) ≥ 0である．ここで，

f(t) = t2(x · x)− 2t(x · y) + y · y = ∥x∥2t2 − 2(x · y)t+ ∥y∥2

= ∥x∥2
(
t− x · y

∥x∥2

)2

+
∥x∥2∥y∥2 − (x · y)2

∥x∥2

である．よって，すべての実数 tに対して，f(t) ≥ 0となることから，

∥x∥2∥y∥2 − (x · y)2 ≥ 0, (x · y)2 ≤ ∥x∥2∥y∥2.

よって，|x · y| ≤ ∥x∥∥y∥である．等号が成り立つとすれば，

f(t) = ∥x∥2
(
t− x · y

∥x∥2

)2

であるから，c = x · y
∥x∥2

とおけば，f(c) = 0である．これは，∥cx− y∥2 = 0, y = cx

を意味する．逆に，ある実数 cに対して，y = cxならば，x · y = c(x · x) = c∥x∥2,
|x · y| = |c|∥x∥2 = ∥x∥∥y∥である．

定義 2.8. xと yの距離 d(x, y)を

d(x, y) = ∥x− y∥ =
√

(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2

によって定義する．このとき，

d(x, y)2 = (x− y) · (x− y)

である．明らかに，d(x, y) = d(y, x)であり，d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = yである．
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命題 2.9 (三角不等式). x, y ∈ Rnに対して，

∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥

が成り立つ．x, y, z ∈ Rnに対して，

d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)

が成り立つ．

[証明] 命題 2.7より，

(∥x∥+ ∥y∥)2 = ∥x∥2 + 2∥x∥∥y∥+ ∥y∥2,
∥x+ y∥2 = (x+ y) · (x+ y) = x · x+ 2(x · y) + y · y

= ∥x∥2 + 2(x · y) + ∥y∥2,
(∥x∥+ ∥y∥)2 − ∥x+ y∥2 = 2(∥x∥∥y∥ − x · y) ≥ 0.

ゆえに，∥x∥+ ∥y∥ ≥ ∥x+ y∥である．したがって，

d(x, z) = ∥x− z∥ = ∥(x− y) + (y − z)∥ ≤ ∥x− y∥+ ∥y − z∥ = d(x, y) + d(y, z).

2.3 Rnにおける開集合と閉集合
a ∈ Rnを中心とする半径 r > 0の開球を

Ur(a) = Un
r (a) = {x ∈ Rn | d(x, a) < r}

によって定義する (Un
r (a)はRnにおける開球であることを明示する必要があると

き用いる)．

定義 2.10. Rnの部分集合Aが開集合であるとは，任意の a ∈ Aに対して，十分
小さな r > 0をとれば，Ur(a) ⊂ A であるという性質を持つことをいう．空集合 ∅
およびRnは開集合である．AのRnにおける補集合Ac = Rn ∖Aが開集合である
とき，Aは閉集合であるという．よって，空集合 ∅およびRnは閉集合である．

命題 2.11 (開集合の基本性質). (1) Rnの有限個の開集合A1, A2, . . . , Akに対し
て，A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ Akは開集合である．

(2) Rnの (有限個または無限個の )開集合の族 {Aλ}λ∈Λに対して，
∪

λ∈ΛAλは開
集合である．
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[証明] (1) a ∈ A1∩· · ·∩Akとする．a ∈ Aj (j = 1, . . . , k)である．各Ajは開集合
であるから，rj > 0を十分小さくとれば，Urj(a) ⊂ Ajである．r = min(r1, . . . , rk)

とおけば，r > 0であり，Ur(a) ⊂ Urj(a) ⊂ Ajである．よって，これらの共通部分
をとれば，Ur(a) ⊂ A1 ∩ · · · ∩Akである．ゆえに，A1 ∩ · · · ∩Akは開集合である．
(2) a ∈

∪
λ∈ΛAλとすると，あるλ ∈ Λについて，a ∈ Aλである．Aλは開集合であ

るから，r > 0を十分小さくとれば，Ur(a) ⊂ Aλである．よって，Ur(a) ⊂
∪

λ∈ΛAλ

である．ゆえに，
∪

λ∈ΛAλは開集合である．

命題 2.12 (閉集合の基本性質). (1) Rnの有限個の閉集合A1, A2, . . . , Akに対し
て，A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Akは閉集合である．

(2) Rnの (有限個または無限個の )閉集合の族 {Aλ}λ∈Λに対して，
∩

λ∈ΛAλは閉
集合である．

[証明] (1) j = 1, . . . , kに対して，Bj = Ac
j とおけば，Bj は開集合である．命

題 1.5より
(A1 ∪ · · · ∪ Ak)

c = Ac
1 ∩ · · · ∩ Ac

k = B1 ∩ · · · ∩Bk

であり，命題2.11の (1)より，B1∩· · ·∩Bkは開集合である．したがって，A1∪· · ·∪Ak

は閉集合である．
(2) 各 λ ∈ λに対して，Bλ = Ac

λとおく．Bλは開集合である．命題 1.5より( ∩
λ∈Λ

Aλ

)c
=
∪
λ∈Λ

Ac
λ =

∪
λ∈Λ

Bλ

であり，命題 2.11の (2)より，
∪

λ∈ΛBλは開集合である．したがって，
∩

λ∈ΛAλは
閉集合である．

系 2.13. AをRnの有限部分集合とすれば，Aは閉集合である．

[証明] Rnの 1点からなる集合 {a}の補集合Rn∖ {a}は明らかに開集合である．
よって，{a}は閉集合である．

A = {a1, . . . , ak} = {a1} ∪ · · · ∪ {ak}

とすれば，命題 2.12の (1)より，Aは閉集合である．

例 2.14.

A = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | 0 < xj < 1 (j = 1, . . . , n)},
B = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | 0 ≤ xj ≤ 1 (j = 1, . . . , n)},
C = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | 0 ≤ xj < 1 (j = 1, . . . , n)}

とおけば，Aは開集合であり，Bは閉集合である．Cは開集合でも閉集合でもない．
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まず，Aが開集合であることを示そう．a = (a1, . . . , an) ∈ Aとする．

r0 = min{a1, . . . , an}, r1 = min{1− a1, . . . , 1− an}

とおけば，0 < aj < 1 (j = 1, . . . , n)であるから，r0 > 0, r1 > 0である．よっ
て，r = min(r0, r1)とおけば，r > 0, r ≤ r1, r ≤ r2 である．このとき，x =

(x1, . . . , xn) ∈ Ur(a)とすれば，d(x, a) < rである．各 j = 1, . . . , nについて，

|xj − aj| ≤
√
(x1 − a1)2 + · · ·+ (xn − an)2 = d(x, a) < r.

よって，−r < xj−aj < r, aj−r < xj < aj+rである．r ≤ r0 ≤ ajとr ≤ r1 ≤ 1−aj
から，r ≤ aj, aj + r ≤ 1である．したがって，

0 ≤ aj − r < xj < aj + r ≤ 1, 0 < xj < 1.

ゆえに，x ∈ A (∀x ∈ Ur(a))，したがって，Ur(a) ⊂ Aである．これはAが開集合
であることを示している．
次にBが閉集合であることを示そう．

Bc = {x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn |ある jについて，xj < 0または xj > 1}

である．そこで，各 1 ≤ j ≤ nに対して，

Cj = {x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn |xj < 0},
Dj = {x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn |xj > 1}

とおけば，

Bc =
n∪

j=1

Cj ∪
n∪

j=1

Dj

である．Cj, Djが開集合であることを示せば，命題 2.11より，それらの和集合Bc

も開集合であり，したがって，Bは閉集合である．a = (a1, . . . , an) ∈ Cj とする．
aj < 0である．rを 0 < r < |aj|にとれば，x = (x1, . . . , xn) ∈ Ur(a)は

|xj − aj| ≤
√
(x1 − a1)2 + · · ·+ (xn − an)2 = d(x, a) < r

を満たすから，−r < xj−aj < rであり，xj < aj+r = r−|aj| < 0である．よって，
x ∈ Cj, Ur(a) ⊂ Cj である．ゆえに，Cj は開集合である．a = (a1, . . . , an) ∈ Dj

とする．aj > 1である．rを 0 < r < aj − 1にとれば，x = (x1, . . . , xn) ∈ Ur(a)は

|xj − aj| ≤
√
(x1 − a1)2 + · · ·+ (xn − an)2 = d(x, a) < r

を満たすから，−r < xj −aj < rであり，xj > aj − r > 1である．よって，x ∈ Dj,

Ur(a) ⊂ Djである．ゆえに，Djは開集合である．
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最後に，Cが開集合でも閉集合でもないことを示そう．a = (0, 0, . . . , 0) ∈ Cで
ある．任意の r > 0に対して，x1 = · · · = xn = −r/nとすれば，x = (x1, . . . , xn)

は
d(x, a) =

√
n(r/n)2 =

r√
n
< r, x ∈ Ur(a)

であるが，x /∈ Cである．よって，Ur(a) ̸⊂ Cである．これは Cが開集合でない
ことを示している．b = (1, 1, . . . , 1) ∈ Ccである．任意の r > 0に対して，m > 1

をm > r/nにとって，x1 = · · · = xn = 1− r/(mn)とすれば，0 < xj < 1である
から，x = (x1, . . . , xn) ∈ Cであり，

d(x, b) =

√
n
( r

mn

)2
=

r

m
√
n
< r, x ∈ Ur(b)

である．x /∈ Ccである．よって，Ur(b) ̸⊂ Ccである．これは Ccが開集合でない
こと，すなわち，Cが閉集合ではないことを示している．

A

a

U

r

(a)

a

U

r

(a)

B

a

U

r

(a)

b

U

r

(b)

C

図 5: R2の開集合と閉集合

例 2.15. b ∈ Rnを中心とする半径Rの開球UR(b)は開集合である．実際，a ∈ UR(b)

とすると，d(a, b) < Rである．rを 0 < r < R − d(a, b)にとれば，x ∈ Ur(a)は
d(x, a) < rを満たすから，三角不等式より，

d(x, b) ≤ d(x, a) + d(a, b) < r + d(a, b) < R.

よって，x ∈ UR(b), Ur(a) ⊂ UR(b)である．ゆえに，UR(b)は開集合である．ま
た，開球 UR(b)の外部を V = {x ∈ Rn | d(x, b) > R}とすると，V も開集合であ
る．実際，c ∈ V とすると，d(c, b) > Rである．rを 0 < r < d(c, b)−Rにとれば，
x ∈ Ur(c)は d(x, c) < rを満たすから，三角不等式より，

d(c, b) ≤ d(c, x) + d(x, b) < r + d(x, b), d(x, b) > d(c, b)− r > R.

よって，x ∈ V , Ur(c) ⊂ V である．ゆえに，V は開集合である．
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図 6: R2の開円板

2.4 内部と閉包
定義 2.16. AをRnの部分集合とする．a ∈ RnがAの内点であるとは，ある r > 0

に対して，Ur(a) ⊂ Aとなることである．Aの内点全体の集合をAの内部といい，
Aiで表す．a ∈ Ur(a)であるから，Ai ⊂ Aである．Aが開集合であることはAi = A

であることと同じである．

命題 2.17. AをRnの部分集合とすれば，Aiは開集合である．また，AiはAに含
まれる最大の開集合である．

[証明] Ai は開集合である．実際，a ∈ Ai とすれば，ある r > 0について，
Ur(a) ⊂ Aである．このとき，b ∈ Ur(a)とすると，d(b, a) < rであるから，r′を
0 < r′ < r − d(b, a)にとれば，x ∈ Ur′(b)は，d(x, b) < r′ < r − d(b, a)を満たし，
したがって，

d(x, a) ≤ d(x, b) + d(b, a) < r, x ∈ Ur(a) ⊂ A

であり，Ur′(b) ⊂ Aである．よって，bはAの内点であり，b ∈ Aiである．これが
任意の b ∈ Ur(a)について成り立つから，Ur(a) ⊂ Ai (∀a ∈ Ai) である．ゆえに，
Aiは開集合である．
V をAに含まれる開集合とする．a ∈ V とすれば，ある r > 0に対して，Ur(a) ⊂

V ⊂ Aである．よって，aはAの内点である．任意の a ∈ V に対して，a ∈ Aiで
あるから，V ⊂ Aiである．ゆえに，AiはAに含まれる開集合の中で最大のもの
である．

定義 2.18. Aを Rnの部分集合とする．a ∈ Rnが Aの触点であるとは，任意の
r > 0に対して，Ur(a) ∩ A ̸= ∅となることである．Aの触点全体の集合をAの閉
包といい，Āで表す．a ∈ AはAの触点であるから，A ⊂ Āである．

命題 2.19. AをRnの部分集合とすれば，Āは閉集合であり，Ā = ((Ac)i)cである．
また，ĀはAを含む最小の閉集合である．
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[証明] B = (Ā)cとおく．a ∈ Bとすると，aは Aの触点ではないから，ある
r > 0に対して，Ur(a) ∩ A = ∅である．よって，Ur(a) ⊂ Acであり，これは aが
Acの内点であることを意味する．よって，B ⊂ (Ac)iである．逆に，a ∈ (Ac)iな
らば，ある r > 0に対して，Ur(a) ⊂ Acであり，Ur(a)∩A = ∅である．よって，a
はAの触点ではない．すなわち，a /∈ Ā, a ∈ (Ā)c = Bである (∀a ∈ (Ac)i)．ゆえ
に，(Ac)i ⊂ Bである．したがって，B = (Ac)iであり，命題 2.17より，これは開
集合である．ゆえに，Āは閉集合である．また，Ā = Bc = ((Ac)i)cである．
F をAを含む閉集合とする．A ⊂ F より，Ac ⊃ F cであり，F cはAcに含まれ
る開集合である．命題 2.17より，(Ac)iはAcに含まれる最大の開集合であるから，
F c ⊂ (Ac)iである．ゆえに，F = (F c)c ⊃ ((Ac)i)c = Āである．よって，ĀはAを
含む最小の閉集合である．

系 2.20. Aが閉集合であることと Ā = Aは同値である．

[証明]

Aが閉集合⇐⇒ Acが開集合⇐⇒ Ac = (Ac)i ⇐⇒ A = ((Ac)i)c ⇐⇒ A = Ā.

定義 2.21. Rnの部分集合Aに対して，∂A = Ā∖ AiをAの境界という．

例 2.22. R2の部分集合

A = {x = (x1, x2) ∈ R2 | 0 < x1 < 1, 0 < x2 < 1}

に対して，Aは開集合であり，Aの内部はAi = Aである．

C1 = {x = (x1, x2) ∈ R2 |x1 < 0}, C2 = {x = (x1, x2) ∈ R2 |x2 < 0},
D1 = {x = (x1, x2) ∈ R2 |x1 > 1}, D2 = {x = (x1, x2) ∈ R2 |x2 > 1}

とおけば，図 5より，a ∈ C1 ∪ C2 ∪D1 ∪D2はAの触点ではない．よって，

C1 ∪ C2 ∪D1 ∪D2 ⊂ Āc

である．この補集合をとれば，

(C1 ∪ C2 ∪D1 ∪D2)
c ⊃ Ā.

この左辺は

Cc
1 ∩ Cc

2 ∩Dc
1 ∩Dc

2 = {x = (x1, x2) ∈ R2 | 0 ≤ x1 ≤ 1, 0 ≤ x2 ≤ 1}

に等しい．一方，a = (a1, a2)が 0 ≤ a1 ≤ 1, 0 ≤ a2 ≤ 1を満たせば，明らかに a

はAの触点である．よって，Āに含まれる．すなわち，

{x = (x1, x2) ∈ R2 | 0 ≤ x1 ≤ 1, 0 ≤ x2 ≤ 1} ⊂ Ā.
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ゆえに，
Ā = {x = (x1, x2) ∈ R2 | 0 ≤ x1 ≤ 1, 0 ≤ x2 ≤ 1}.

したがって，Aの境界は

∂A = Ā∖ Ai = B1 ∪B2 ∪B3 ∪B4,

B1 = {(x1, 0) ∈ R2 | 0 ≤ x1 ≤ 1},
B2 = {(1, x2) ∈ R2 | 0 ≤ x2 ≤ 1},
B3 = {(x1, 1) ∈ R2 | 0 ≤ x1 ≤ 1},
B4 = {(0, x2) ∈ R2 | 0 ≤ x2 ≤ 1}.

例 2.23. Rnの部分集合としてA = Qnを考えると，Ā = Rnである．実際，任意
の a = (a1, . . . , an) ∈ Rnをとると，任意の r > 0に対して，|bj − aj| < r/

√
nを満

たす bj ∈ Qが存在する (1 ≤ j ≤ n)．そのとき，b = (b1, . . . , bn) ∈ Qn = Aであり，

d(b, a) =
√
(b1 − a1)2 + · · ·+ (bn − an)2 <

√
n(r/

√
n)2 = r

よって，b ∈ Ur(a)∩A, Ur(a)∩A ̸= ∅である．したがって，a ∈ Ā (∀a ∈ Rn)であ
り，Rn ⊂ Āである．Ā ⊂ Rnは明らかであるから，Ā = Rnである．B = Zn ⊂ Rn

とすると，B̄ = B，すなわち，Bは閉集合である．b = (b1 . . . , bn) ∈ Bcとすると，
ある iについて bi /∈ Zである．m ∈ Zでm < bi < m + 1を満たすものをとる．
r > 0を r < min{bi −m,m+ 1− bi}にとる．x ∈ Ur(b)とすれば，

|xi − bi| ≤ d(x, b) < r < min{bi −m,m+ 1− bi}

より，xi /∈ Z，したがって，x /∈ Zn = B, x ∈ Bc, Ur(b) ⊂ Bcである．これはBcが
開集合であることを示している．よって，Bは閉集合であり，B = B̄である．あ
るいは，Ur(b)∩B = ∅であることから，bはBの触点ではない．Bc ⊂ B̄c, B ⊃ B̄

である．B ⊂ B̄だから，B = B̄である．

2.5 連続写像
関数 f : R −→ Rが

lim
x→a

f(x) = f(a)

を満たすとき，f(x)は x = aで連続であるという．言葉でいえば，“xを aに近づ
けるとき，f(x)は f(a)に近づく”ことである．これをもう少し正確に表現すれば，
次のようになる．

どんな小さな ε > 0に対しても，δ > 0を十分小さくとれば，|x− a| < δを
満たす任意の xに対して，|f(x)− f(a)| < εが成り立つ．
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あるいは

任意の ε > 0に対して，ある δ > 0が存在して，|x− a| < δを満たす任意の
xに対して，|f(x)− f(a)| < εが成り立つ．

といっても同じことである．
2つの関数 f, g : R −→ Rがともに x = aで連続であるとき，和 f + gも x = a

で連続であることは次のようにわかる．任意の ε > 0に対して，ある δ1 > 0が存
在して，|x − a| < δ1を満たす任意の xに対して，|f(x) − f(a)| < ε/2が成り立
つ．同様に，ある δ2 > 0が存在して，|x − a| < δ2を満たす任意の xに対して，
|g(x) − g(a)| < ε/2が成り立つ．δ > 0を δ < δ1, δ < δ2にとれば，|x − a| < δを
満たす任意の xに対して，

|f(x) + g(x)− f(a)− g(a)| = |f(x)− f(a) + g(x)− g(a)|

≤ |f(x)− f(a)|+ |g(x)− g(a)| < ε

2
+
ε

2
= ε.

よって，f + gは x = aで連続である．
積 fgも x = aで連続である．これは次のようにわかる．任意の 1 > ε > 0に対
して，

ε1 =
ε

1 + |f(a)|+ |g(a)|
とおく．0 < ε1 < ε < 1である．ある δ1 > 0が存在して，|x− a| < δ1を満たす任
意の xに対して，

|f(x)− f(a)| < ε1

が成り立つ．同様に，ある δ2 > 0が存在して，|x− a| < δ2を満たす任意の xに対
して，

|g(x)− g(a)| < ε1

が成り立つ．δ > 0を δ < δ1, δ < δ2にとれば，|x− a| < δを満たす任意の xに対
して，

|f(x)| = |f(x)− f(a) + f(a)| ≤ |f(x)− f(a)|+ |f(a)|
≤ ε1 + |f(a)| < 1 + |f(a)|,

|f(x)g(x)− f(a)g(a)| = |f(x)(g(x)− g(a)) + g(a)(f(x)− f(a))|
≤ |f(x)||g(x)− g(a)|+ |g(a)||f(x)− f(a)|
≤ (|f(x)|+ |g(a)|)ε1
< (1 + |f(a)|+ |g(a)|)ε1 = ε.

よって，fgは x = aで連続である．
f(x) = xとすれば，任意の a ∈ Rに対して，f(x)は x = aで明らかに連続であ
る．(ε > 0に対して，δ = εにとればよい)．したがって，x2も連続である．帰納
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的に，xnも連続である．x2 + x+ 1なども連続であり，f(x)が xの実数係数の多
項式ならば，f(x)は x = aで連続であることがわかる．
不連続な関数の例．

(1) f : R −→ Rを

f(x) =

{
1, x ∈ Q,
0, x /∈ Q

によって定義する．a ∈ Qならば，a + 1/n
√
2 /∈ Qであり，f(a + 1/n

√
2) = 0

(n = 1, 2, . . . ), f(a) = 1である．よって，x = aで f は連続ではない．a /∈ Qな
らば，各自然数 nに対して，|a − an| < 1/nとなる an ∈ Qがとれる．このとき，
f(an) = 1であるが，f(a) = 0であるから，x = aで f は連続ではない．
(2) 実数 xに対して，xを越えない最大の整数を [x]で表す．このとき，

f(x) = [x], g(x) = x− [x]

によって関数 f(x), g(x)を定義する．a ∈ R, a /∈ Zならば，f(x), g(x)は x = aに
おいて連続であるが，a ∈ Zならば，f(x), g(x)は x = aにおいて連続でない (不
連続である)．

図 7: 不連続関数の例

定理 2.24 (中間値の定理). f(x)を区間 [a, b]で連続であり，f(a) ̸= f(b)とする．
そのとき，f(a)と f(b)の間にある任意の実数 αに対して，実数 cで a < c < bか
つ f(c) = αとなるものが存在する．

[証明] f(a) < f(b)としてよい．．f(a) < α < f(b)に対して，

A = {x ∈ [a, b] | f(x) ≤ α}

とおく．f(a) < α < f(b)だから a ∈ Aかつ b /∈ Aである．bはAの上界だからAは
上に有界である．実数の連続性より c = supAが存在する．a ∈ Aだから a ≤ cで
ある．また，bはAの上界だから c ≤ bである．f(x)は連続で f(a) < αだから，a′
が aより少しだけ大きければ，f(a′) < αとなって，a′ ∈ Aとなる．よって，a′ ≤ c
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であり，とくに a < cがわかる．f(c) = αを示す．もし，f(c) < αだとすれば，
c ∈ A, c < bである．c′を cより少しだけ大きくとっても，f(c′) < αが成り立って，
c′ ∈ Aとなるが，これは cがAの上界だということに矛盾する．もし，f(c) > α

だとすれば，a < cだから c′を cより少しだけ小さくとると，c′ ≤ x ≤ cを満たす
xに対して，f(x) > αが成り立つ．このとき，a′ ∈ Aとすれば，a′ /∈ [c′, c]がわか
る．a′ ≤ cだから a′ < c′になる．これがすべての a′ ∈ Aについて成り立つから，
c′はAの上界である．これは cがAの最小の上界だということに矛盾する．以上
により，f(c) = αが示された．a < cは最初に示した．f(c) = α < f(b)から c < b

もわかる．

定義 2.25. DをRnの部分集合とし，f : D −→ RをD上で定義された実数値を
とる関数とする．f が点 a ∈ Dにおいて連続であるとは，任意の ε > 0に対して，
δ > 0を十分小さくとれば，

|f(x)− f(a)| < ε (∀x ∈ Un
δ (a) ∩D)

(aとのRnにおける距離が δ未満の任意のDの点 xに対して，f(a)と f(x)のRに
おける距離は ε未満)を満たすことである．f がすべての a ∈ Dにおいて連続であ
るとき，f はD上で連続であるという．

X, Y を集合とし，f : X −→ Y を写像とする．Y の部分集合Aに対して，Aの
f による逆像を

f−1(A) = {x ∈ X | f(x) ∈ A}

によって定義する．ここでは，f−1は f の逆写像ではないことに注意する．

命題 2.26. DをRnの開集合とし，f : D −→ RをD上で定義された実数値関数
とする．そのとき，次の 2条件は同値である．

(1) f はD上で連続である．

(2) Rの任意の開集合 U に対して，f−1(U)はRnの開集合である．

[証明] (1) ⇒ (2). f : D −→ Rは連続とする．UをRの開集合とする．f−1(U) =

∅ならば，f−1(U)は開集合であるから，何も示すことはない．よって，f−1(U) ̸= ∅
とする．a ∈ f−1(U) = {x ∈ D | f(x) ∈ U}をとる．f(a) ∈ U であり，U は開
集合であるから，ε > 0を U1

ε (f(a)) ⊂ U にとれる．f は aで連続であるから，こ
の ε > 0に対して，δ > 0を十分小さくとれば，任意の x ∈ Un

δ (a) ∩Dに対して，
|f(x)− f(a)| < εである．ここで，

U1
ε (f(a)) = {y ∈ R | |y − f(a)| < ε},
Un
δ (a) = {x ∈ Rn | d(x, a) < ε}
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である．したがって，f(x) ∈ U1
ε (f(a)) ⊂ U , x ∈ f−1(U) (∀x ∈ Un

δ (a) ∩ D),

Un
δ (a) ∩D ⊂ f−1(U)である．a ∈ Dであり，Dは開集合であるから，0 < r < δ

を十分小さくとれば，Ur(a) ⊂ Dにできる．Ur(a) ⊂ Uδ(a)より，

Ur(a) ⊂ Uδ(a) ∩D ⊂ f−1(D)

である．これが任意の a ∈ f−1(U)について成り立つから，f−1(U)は開集合である．
(2) ⇒ (1). Rの任意の開集合 U に対して，f−1(U)は Rnの開集合であるとす
る．a ∈ Dとし，aにおいて f は連続であることを示そう．任意の ε > 0をとる．
U = U1

ε (f(a))とおけば，UはRの開集合であるから，仮定より，f−1(U)はRnの開
集合である．a ∈ f−1(U)であるから，δ > 0を十分小さくとれば，Un

δ (a) ⊂ f−1(U)

にできる．これは，任意のx ∈ Un
δ (a)∩Dが f(x) ∈ U，すなわち，|f(x)−f(a)| < ε

を満たすことを意味する．よって，fは aにおいて連続である．aは任意のDの点
だから，f はD上で連続である．

定義 2.27. Rnの部分集合DからRmへの写像 f : D −→ Rmが点 a ∈ Dにおいて
連続であるとは，任意の ε > 0に対して，δ > 0を十分小さくとれば，

f(x) ∈ Um
ε (f(a)) (∀x ∈ Un

δ (a) ∩D)

(d(x, a) < δである任意の x ∈ Dに対して，d(f(x), f(a)) < ε)を満たすことであ
る．f がすべての a ∈ Dにおいて連続であるとき，f はD上で連続であるという．

命題 2.28. DをRnの部分集合とし，f : D −→ Rmを写像とする．そのとき，次
の 3条件は同値である．

(1) f はD上で連続である．

(2) f(x) = (f1(x), . . . , fm(x))と表すとき，各関数 fj : D −→ R (j = 1, . . . ,m)

はD上で連続である．

(3) Rmの任意の開集合U に対して，f−1(U) = V ∩D, V はRnの開集合である．

[証明] (1) ⇒ (3). f : D −→ Rm は連続とする．U を Rm の開集合とする．
f−1(U) ̸= ∅としてよい．a ∈ f−1(U) = {x ∈ D | f(x) ∈ U}をとる．f(a) ∈ Uであ
り，Uは開集合であるから，ε > 0をUm

ε (f(a)) ⊂ Uにとれる．fは aで連続である
から，この ε > 0に対して，δ > 0を十分小さくとれば，任意のx ∈ Un

δ (a)∩Dに対
して，f(x) ∈ Um

ε (f(a)) ⊂ U である．したがって，x ∈ f−1(U) (∀x ∈ Un
δ (a) ∩D),

Un
δ (a)∩D ⊂ f−1(U)である．よって，Va = Un

δ (a)とおけば，Va ∩D ⊂ f−1(U)で
ある．そこで，V =

∪
a∈f−1(U) Vaとおけば，VaはRnの開集合であり，それらの和

集合 V もRnの開集合である．さらに，a ∈ Vaより，

f−1(U) =
∪

a∈f−1(U)

{a} ⊂
∪

a∈f−1(U)

(Va ∩D) ⊂ f−1(U),
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よって，
f−1(U) =

∪
a∈f−1(U)

(Va ∩D) = D ∩
∪

a∈f−1(U)

Va = D ∩ V.

(3) ⇒ (1). Rmの任意の開集合 U に対して，f−1(U) = V ∩ D, V は Rnの開集
合であるとする．a ∈ Dとし，aにおいて f は連続であることを示そう．任意の
ε > 0をとる．U = Um

ε (f(a))とおけば，U はRmの開集合であるから，仮定より，
f−1(U) = V ∩D, V はRnの開集合である．a ∈ f−1(U) = V ∩D ⊂ V であるから，
δ > 0を十分小さくとれば，Un

δ (a) ⊂ V にできる．よって，任意の x ∈ Un
δ (a) ∩D

に対して，Un
δ (a)∩D ⊂ V ∩D = f−1(U)であるから，f(x) ∈ U = Um

ε (f(a))であ
る．すなわち，f は aにおいて連続である．aは任意のDの点だから，f はD上
で連続である．
(1) ⇒ (2). f : D −→ Rmは連続とする．a ∈ Dとする．任意の ε > 0に対して，

δ > 0を十分小さくとれば，f(x) ∈ Um
ε (f(a)) (∀x ∈ Un

δ (a) ∩ D)である．このと
き，各 j = 1, . . . ,mについて，

|fj(x)− fj(a)| ≤
√

(f1(x)− f1(a))2 + · · ·+ (fm(x)− fm(a))2 = d(f(x), f(a)) < ε

が任意の x ∈ Un
δ (a) ∩Dに対して成り立つ．よって，各 fjは連続である．

(2) ⇒ (1). fj : D −→ R (j = 1, . . . ,m)は連続とする．a ∈ Dとする．任意の
ε > 0をとる．各 j = 1, . . . ,mについて，δj > 0を十分小さくとれば，

|fj(x)− fj(a)| <
ε√
m

(∀x ∈ Un
δj
(a))

にできる．このとき，δ = min{δ1, . . . , δm} > 0とおけば，x ∈ Un
δ (a)に対して，

d(f(x), f(a)) =
√
(f1(x)− f1(a))2 + · · ·+ (fm(x)− fm(a))2 <

√
m

ε2
√
m

2 = ε.

よって，f(x) ∈ Um
ε (f(a)) (∀x ∈ Un

δ (a))である．ゆえに，f は aにおいて連続であ
る．これが任意の a ∈ Dについて成り立つから，f はD上で連続である．
次に，連続写像の合成は連続であることをみよう．

命題 2.29. DをRnの部分集合，EをRmの部分集合とし，写像 f : D −→ Rmと
写像 g : E −→ Rkは連続写像であり，f(D) ⊂ Eとする．そのとき，g ◦ f も連続
である．

[証明] a ∈ Dとする．b = f(a)とおく．任意の ε > 0に対して，gは bにおい
て連続であるから，δ > 0を十分小さくとれば，g(y) ∈ Uk

ε (g(b)) (∀y ∈ Um
δ (b)∩E)

である．さらに，f は aにおいて連続であるから，δ′ > 0を十分小さくとれば，
f(x) ∈ Um

δ (b) (∀x ∈ Un
δ′(a) ∩D)である．したがって，任意の x ∈ Un

δ′(a) ∩Dに対
して，f(x) ∈ Um

δ (b)∩Eであり，g(f(x)) ∈ Uk
ε (g(b))である．これは g ◦fが a ∈ D

において連続であることを示している．aは任意のDの点であるから，g ◦ f はD

上で連続である．
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2.6 コンパクト集合
定義 2.30. Rn の部分集合 Aが有界であるとは，十分大きな R > 0をとれば，
A ⊂ Un

R(0)となることである．ここで，0 = (0, . . . , 0) ∈ Rnとした．

定義 2.31. Rnの部分集合Aに対して，Rnの開集合の族 {Oλ}λ∈ΛがAの開被覆で
あるとは，

A ⊂
∪
λ∈Λ

Oλ

を満たすことである．

例 2.32. r > 0とし，A = {(x1, x2) ∈ R2 |x21 + x22 ≤ r2}とする．A = U2
r (0)であ

る．よって，Aは閉集合である．R > rにとれば，A ⊂ U2
R(0)であるから，Aは有

界である．各 a = (a1, a2) ∈ Z2に対して，

Oa = {(x1, x2) ∈ R2 | a1 − 1 < x1 < a1 + 1, a2 − 1 < x2 < a2 + 1}

とおく．このとき，{Oa}a∈Z2はAの開被覆である．さらに，

M = {(a1, a2) ∈ Z2 | |a1| ≤ r, |a2| ≤ r}

とおけば，M は有限集合であり，

A ⊂
∪
a∈M

Oa

である．実際，x = (x1, x2) ∈ Aならば，x21 + x22 ≤ r2より，|x1|, |x2| ≤ rである．
したがって，a1 ∈ Zを x1 ≥ 0のときは，a1 ≤ x1 < a1 + 1に，x1 < 0のときは，
a1 − 1 < x1 ≤ a1にとれば，いずれの場合も，|a1| ≤ |x1| ≤ r, a1 − 1 < x1 < a1 +1

である．x2に対して同様に，a2 ∈ Zをとれば，|a2| ≤ |x2| ≤ r, a2−1 < x2 < a2+1

である．したがって，a ∈M , x ∈ Oaである．ゆえに，A ⊂
∪

a∈M Oaである．

上の例では，Aのある開被覆 {Oa}a∈Z2から有限個の開集合からなる部分開被覆
{Oa}a∈M をとれたことになる．このAについて，他のどのような開被覆が与えら
れても，つねに有限個の開集合からなる部分開被覆が存在するだろうか．もし，そ
うならば，Rnの部分集合がそのような性質を持つための条件は何だろうか．

定義 2.33. AをRnの部分集合とする．Aの任意の開被覆 {Oλ}λ∈Λに対して，必
ず有限部分被覆が存在するとき，すなわち，Λの有限部分集合 {λ1, . . . , λk}が存在
して，

A ⊂
k∪

j=1

Oλj

となるとき，Aはコンパクト集合であるという．
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図 8: 単位円の有限部分被覆

命題 2.34. AとBをRnのコンパクト集合とすれば，A ∪ Bもコンパクト集合で
ある．

[証明] {Oλ}λ∈ΛをA∪Bの開被覆とすれば，{Oλ}λ∈ΛはAの開被覆であり，B
の開被覆でもある．A, B はコンパクトであるから，有限個の λ1, . . . , λk ∈ Λと
λk+1, . . . , λk+l ∈ Λが存在して，

A ⊂
k∪

j=1

Oλj
, B ⊂

k+l∪
j=k+1

Oλj

である．よって，

A ∪B ⊂
k+l∪
j=1

Oλj
.

ゆえに，A ∪Bはコンパクト集合である．

補題 2.35. AをRnの閉集合とし，BをAを含むようなRnのコンパクト集合とす
る．そのとき，Aもコンパクト集合である．

[証明] O = {Oλ}λ∈ΛをAの開被覆とする．

A ⊂
∪
λ∈Λ

Oλ

である．Aは閉集合だから，Acは開集合であり，

B ⊂ Rn = Ac ∪ A ⊂ Ac ∪
∪
λ∈Λ

Oλ
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である．よって，{Oλ}λ∈Λ ∪ {Ac}はBの開被覆である．Bはコンパクト集合であ
るから，有限個の λ1, . . . , λm ∈ Λが存在して，

B ⊂ Ac ∪Oλ1 ∪ · · · ∪Oλm

が成り立つ．A ⊂ Bより，

A ⊂ B ⊂ Ac ∪Oλ1 ∪ · · · ∪Oλm .

よって，
A ⊂ Oλ1 ∪ · · · ∪Oλm

である．したがって，Aはコンパクト集合である．

補題 2.36. Rnの一辺の長さが 2Rの立方体

B = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | −R ≤ xj ≤ R (j = 1, . . . , n)}

はコンパクト集合である．

[証明] Bがコンパクト集合でないと仮定する．Bのある開被覆 {Oλ}λ∈Λで，有
限部分被覆を持たないようなものが存在する．そのとき，Bを一辺の長さが半分
の 2n個の立方体に分割する．小立方体の少なくとも 1つは有限個の {Oλ}では覆
われないので，それをB1とする．次に，B1を一辺の長さが半分の 2n個の小立方
体に分割する．有限個の {Oλ}で覆われない小立方体が存在するので，それをB2

とする．このような操作を続けることにより，有限個の {Oλ}で覆われない立方体
の列

B1 ⊃ B2 ⊃ · · · ⊃ Bm ⊃ · · · (2.1)

が構成される． 立方体Bmは

Bm = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | bm,j ≤ xj ≤ cm,j (1 ≤ j ≤ n)}

と表すことができ，cm,j − bm,j = R/2m−1 (1 ≤ j ≤ n)である．また，包含関係
(2.1)より，

b1,j ≤ · · · ≤ bm,j ≤ bm+1,j ≤ · · · ≤ cm+1,j ≤ cm,j ≤ · · · ≤ c1,j

である．{bm,j}∞m=1は上に有界な単調増加数列であるから，実数の連続性によって
ある実数 βj に収束する．同様に，{cm,j}∞m=1は下に有界な単調減少数列であるか
らある実数 γjに収束する．

γj − βj = lim
m→∞

(cm,j − bm,j) = lim
m→∞

R

2m−1
= 0
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より，γj = βjである．ここで，各立方体Bmから点 pmをとる．

pm = (am,1, am,2, . . . , am,n)

とかけば，pm ∈ Bmより，bm,j ≤ am,j ≤ cm,j (j = 1, . . . , n)である．よって，

lim
m→∞

am,j = βj (j = 1, . . . , n)

であり，β = (β1, . . . , βn) ∈ Rnとおけば，

lim
m→∞

d(pm, β) = lim
m→∞

√
(am,1 − β1)2 + · · ·+ (am,n − βn)2 = 0.

ゆえに，Bに含まれる点列 {pm}∞m=1は点 βに収束する．明らかに β ∈ Bである
(−R ≤ b1,j ≤ βj ≤ c1,j ≤ R)．{Oλ}λ∈ΛはBの開被覆であったから，ある λ ∈ Λ

が存在して，β ∈ Oλである．Oλは開集合であるから，ε > 0を十分小さくとれ
ば，Uε(β) ⊂ Oλである．このとき，十分大きいmをとれば，d(pm, β) < ε/2かつ
R/2m−1 < ε/2

√
n にできる．pm ∈ Bmより，任意の x = (x1, . . . , xn) ∈ Bmに対

して，

d(x, β) ≤ d(x, pm) + d(pm, β) <
√

(x1 − am,1)2 + · · ·+ (xn − am,n)2 +
ε

2

≤
√
n(R/2m−1)2 +

ε

2
<
ε

2
+
ε

2
= ε.

よって，x ∈ Uε(β) (∀x ∈ Bm)，したがって，Bm ⊂ Uε(β) ⊂ Oλである．これは，
Bmが有限個の {Oλ}で覆われない小立方体であることに矛盾する．ゆえに，Bは
コンパクト集合である．

定理 2.37. Rnの部分集合Aについて，Aがコンパクト集合であるためには，Aが
有界閉集合であることが必要十分である．

[証明] Aがコンパクト集合であるとする．自然数 kに対して，{Uk(0)}∞k=1は開
集合の族であり，

A ⊂ Rn =
∞∪
k=1

Uk(0)

を満たす．したがって，{Uk(0)}∞k=1はAの開被覆である．Aはコンパクト集合で
あるとしたから，有限個の k1 < k2 < · · · < kmが存在して，

A ⊂
m∪
j=1

Ukj(0) = Ukm(0)

である．ゆえに，Aは有界である．Aが閉集合であることを示す．Aが閉集合で
ないとして矛盾を導く．A ⊊ Āであり，∂A = Ā∖A ̸= ∅である．a ∈ ∂Aをとる．
自然数 kに対して，

Ok = {x ∈ Rn | d(x, a) > 1/k}
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とおくと，Okは開集合である．このとき，
∞∪
k=1

Ok = Rn ∖ {a}

である．したがって，

A ⊂ Rn ∖ {a} =
∞∪
k=1

Ok

であり，{Ok}∞k=1はAの開被覆である．Aはコンパクトであるから，有限個の自
然数 k1 < · · · < kmが存在して，

A ⊂
m∪
j=1

Okj .

Ok1 ⊂ · · · ⊂ Okmより，A ⊂ Okmである．したがって，

U1/km(a) ∩ A ⊂ U1/km(a) ∩Okm = ∅, U1/km(a) ∩ A = ∅

である．これは a ∈ ∂AがAの触点であることに矛盾する．ゆえに，Aは閉集合で
ある．
逆に，Aが有界閉集合であるとする．Aがコンパクトであることを示す．R > 0

を十分に大きくとれば，Aは一辺の長さが 2Rの立方体

B = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | −R ≤ xj ≤ R (j = 1, . . . , n)}

に含まれる．補題 2.36より，Bはコンパクトである．Aはコンパクト集合Bに含
まれる閉集合であるから，補題 2.35より，Aもコンパクトである．

定理 2.38. Dを Rnのコンパクト集合とし，f : D −→ Rmを連続写像とすれば，
f の像 f(D)はRmのコンパクト集合である．

[証明] {Oλ}λ∈Λを f(D)の開被覆とする．

f(D) ⊂
∪
λ∈Λ

Oλ

より，任意の x ∈ Dに対して，ある λ ∈ Λが存在して，f(x) ∈ Oλである．その
とき，x ∈ f−1(Oλ)である．よって，

D ⊂
∪
λ∈Λ

f−1(Oλ) ⊂ D, D =
∪
λ∈Λ

f−1(Oλ).

OλはRmの開集合であり，fは連続であるから，命題 2.28より，f−1(Oλ) = Vλ∩D,

VλはRnの開集合である．よって，

D =
∪
λ∈Λ

(Vλ ∩D) ⊂
∪
λ∈Λ

Vλ
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より，{Vλ}λ∈ΛはDの開被覆である．Dはコンパクト集合であるとしたから，有
限個の λ1, . . . , λm ∈ Λが存在して，

D ⊂
m∪
j=1

Vλj

が成り立つ．したがって，

D = D ∩

(
m∪
j=1

Vλj

)
=

m∪
j=1

(D ∩ Vλj
),

f(D) =
m∪
j=1

f(D ∩ Vλj
) ⊂

m∪
j=1

Oλj
.

ゆえに，f(D)はコンパクト集合である．

系 2.39. Dを Rn の有界閉集合とすると，連続関数 f : D −→ Rは最大値，最
小値を持つ．特に，有界閉区間 I = [a, b] = {x ∈ R | a ≤ x ≤ b}上の連続関数
f : I −→ Rは最大値，最小値を持つ．

[証明] 定理 2.37より，Dはコンパクト集合である．よって，定理 2.38より，f
の像 f(D)はRのコンパクト集合である．定理 2.37より，f(D)は有界閉集合であ
る．α = inf f(D), β = sup f(D)とおけば，f(D)が有界であることから，α, βは有
限な実数であり，f(D)が閉集合であることから，α, β ∈ f(D)である．実際，もし，
α /∈ f(D)とすれば，α ∈ R∖ f(D)であり，f(D)は閉集合であるから，R∖ f(D)

は開集合である．したがって，ε > 0を十分小さくとれば，

(α− ε, α + ε) ⊂ R∖ f(D)

である．一方，α+ ε

2
は f(D)の下界ではないから，α ≤ y < α+

ε

2
となる y ∈ f(D)

が存在する．このとき，y ∈ (α− ε, α+ ε) ⊂ R∖ f(D)となって矛盾である．よっ
て，α ∈ f(D)である．同様に，もし，β /∈ f(D)とすれば，β ∈ R∖ f(D)であり，
ε > 0を十分小さくとれば，

(β − ε, β + ε) ⊂ R∖ f(D)

である．一方，β− ε

2
は f(D)の上界ではないから，β− ε

2
< y ≤ βとなる y ∈ f(D)

が存在する．このとき，y ∈ (β − ε, β + ε) ⊂ R∖ f(D)となって矛盾である．よっ
て，β ∈ f(D)である．したがって，α = f(x1), β = f(x2)となる x1, x2 ∈ Dが存
在する．αは f(D)の (最大)下界であり，βは f(D)の (最小)上界であるから，

α ≤ f(x) ≤ β, ∀x ∈ D

である．したがって，f は x1で最小値 αをとり，x2で最大値 βをとる．
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2.7 一様連続性
定義 2.40. DをRnの部分集合とする．写像 f : D −→ Rmが，任意の ε > 0に対
して，ある δ > 0が存在して，

d(f(x), f(x′)) < ε, ∀x, x′ ∈ D, d(x, x′) < δ

を満たすとき，f は一様連続であるという．
定理 2.41. DをRnのコンパクト集合とし，f : D −→ Rmを連続写像とする．そ
のとき，f は一様連続である．
[証明] ε > 0が与えられたとする．Dの各点 aにおいて f は連続であるから，

r > 0が存在して，d(f(x), f(a)) < ε/2 (∀x ∈ Ur(a) ∩D)である．0 < r ≤ 1とし
てよい．したがって，

∆a = {r ∈ R | 0 < r ≤ 1, d(f(x), f(a)) < ε/2 (∀x ∈ Ur(a) ∩D)}

とおけば，Rの部分集合 ∆a は上に有界であるから，ra = sup∆a が存在して，
0 < ra ≤ 1である (raのとり方を明確に定めている)．0 < δ < raならば，δは
∆aの上界でないから，r ∈ ∆aで δ < r ≤ raとなるものが存在する．このとき，
Uδ(a) ⊂ Ur(a)だから

d(f(x), f(a)) <
ε

2
(∀x ∈ Uδ(a) ∩D)

である．また，{Ura/3(a)}a∈DはDの開被覆である．すなわち，

D ⊂
∪
a∈D

Ura/3(a)

である．Dはコンパクトであるから，有限個の a1, . . . , ak ∈ Dが存在して，

D ⊂
k∪

j=1

Uraj /3
(aj)

が成り立つ．δ = min{ra1/3, . . . , rak/3}とおけば，δ > 0である．また，x, x′ ∈ D,

d(x, x′) < δ とすれば，ある 1 ≤ j ≤ kについて，x ∈ Uraj /3
(aj)であり，した

がって，
d(f(x), f(aj)) <

ε

2
である．さらに，

d(x′, aj) ≤ d(x′, x) + d(x, aj) < δ +
raj
3
<

2raj
3

< raj

であるから，d(f(x′), f(aj)) < ε/2である．よって，

d(f(x), f(x′)) ≤ d(f(x), f(aj)) + d(f(aj), f(x
′)) <

ε

2
+
ε

2
= ε.

ゆえに，f は一様連続である．
注意 2.42. 連続関数がリーマン積分可能であることを示すときに，一様連続性が
用いられる．
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2.8 代数学の基本定理
Cの元は α = a+ bi, a, b ∈ Rとかける．このとき，αとR2の点 (a, b)と同一視
することによって，CをR2と同一視する．α = a+ bi, β = c+ diに対して，

|α− β| =
√
(a− c)2 + (b− d)2

はR2における 2点 (a, b)と (c, d)の距離である．

定義 2.43. 写像 f : C −→ Cが連続であるとは，上に述べた同一視によって，fを
R2から R2への写像とみたときに連続であることである．すなわち，α ∈ Cにお
いて，任意の ε > 0に対して，十分小さな δ > 0をとれば，

|f(z)− f(α)| < ε, ∀z ∈ C, |z − α| < δ

が成り立つとき，f は αにおいて連続であるといい，すべての α ∈ Cにおいて連
続であるとき，f は連続であるという．f : C −→ Rが連続であることも同様に定
義する．

補題 2.44. f : C −→ R, f(z) = |z|とすれば，f は連続である．

[証明] α ∈ Cとする．ε > 0に対して，0 < δ < εにとれば，|z−α| < δのとき，

|z| = |(z − α) + α| ≤ |z − α|+ |α|

より，|z| − |α| ≤ |z − α|である．同様に，

|α| = |(α− z) + z| ≤ |z − α|+ |z|

より，−|z − α| ≤ |z| − |α|である．ゆえに，

|f(z)− f(α)| = ||z| − |α|| ≤ |z − α| < δ < ε.

定理 2.45 (代数学の基本定理). nを自然数とし，a0, . . . , an ∈ C, a0 ̸= 0を定数と
して，f : C −→ Cを

f(z) = a0z
n + a1z

n−1 + · · ·+ an

によって定義すれば，f(α) = 0となる α ∈ Cが存在する．

定理 2.45を証明するために，いくつかの補題を用意する．

補題 2.46. f : C −→ Cを定理 2.45の通りとすれば，f は連続である．
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[証明] α ∈ Cとする．

|f(z)− f(α)| = |a0zn + a1z
n−1 + · · ·+ an − (a0α

n + a1α
n−1 + · · ·+ an)|

= |a0(zn − αn) + a1(z
n−1 − αn−1) + · · ·+ an−1(z − α)|

≤ |a0||zn − αn|+ |a1||zn−1 − αn−1|+ · · ·+ |an−1||z − α|.

ここで，|z − α| < 1とすると，

|z| = |z − α + α| ≤ |z − α|+ |α| < 1 + |α|

である．したがって，k = 1, . . . , nに対して，

|zk − αk| = |(z − α)(zk−1 + αzk−2 + · · ·+ αk−1)|
= |z − α||zk−1 + αzk−2 + · · ·+ αk−1|
≤ |z − α|

(
(|α|+ 1)k−1 + |α|(|α|+ 1)k−2 + · · ·+ |α|k−1

)
≤ k(|α|+ 1)k−1|z − α|.

よって，

|f(z)− f(α)| ≤ (n|a0|(|α|+ 1)n−1 + (n− 1)|a1|(|α|+ 1)n−2 + · · ·+ |an−1|)|z − α|
=M |z − α|.

したがって，ε > 0に対して，δ > 0を δ < ε/M , δ < 1にとれば，|z − α| < δに対
して，

|f(z)− f(α)| ≤M |z − α| < Mδ < ε.

ゆえに，fはαにおいて連続である．αは任意であったから，fは連続である．

補題 2.47. f : C −→ Cを定理 2.45の通りとすれば，|z| → ∞のとき，|f(z)| → ∞
である．

[証明] |z| ≥ 1のとき，|z|−k ≤ |z|−1 (k = 1, . . . , n)であるから，

|f(z)| =
∣∣a0zn + a1z

n−1 + · · ·+ an
∣∣

= |z|n
∣∣a0 + a1z

−1 + · · ·+ anz
−n
∣∣

≥ |z|n
(
|a0| −

∣∣a1z−1 + · · ·+ anz
−n
∣∣)

≥ |z|n
(
|a0| − (|a1||z|−1 + · · ·+ |an||z|−n)

)
≥ |z|n

(
|a0| − (|a1|+ · · ·+ |an|)|z|−1

)
.

したがって，
M =

2(|a1|+ · · ·+ |an|)
|a0|

+ 1
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とおけば，|z| ≥M のとき，

(|a1|+ · · ·+ |an|)|z|−1 < (|a1|+ · · ·+ |an|)
|a0|

2(|a1|+ · · ·+ |an|)
=

|a0|
2

であり，
|f(z)| > |z|n

(
|a0| −

|a0|
2

)
=

|a0|
2

|z|n.

ゆえに，|z| → ∞のとき，|f(z)| → ∞である．

[定理 2.45の証明] 補題 2.47より，ある実数M をとると，すべての |z| ≥ M に
対して，|f(z)| > |f(0)|となる．D = {z ∈ C | |z| ≤ M}は有界閉集合であるか
ら，コンパクトである．補題 2.44と補題 2.46および命題 2.29より，関数C −→ R,
z 7−→ |f(z)|は連続である．したがって，系 2.39より，Dにおける |f(z)|の最小値
|f(z0)|が存在する．|f(z0)| ≤ |f(0)|であり，z ∈ C∖Dならば，|f(z)| > |f(0)|で
あるから，|f(z0)|はC全体における |f(z)|の最小値である．以下，|f(z0)| = 0を
示す．
g(z) = f(z0+z)とおく．g(z)も zのn次多項式である．|g(0)| = |f(z0)| > 0と仮
定して矛盾を導く．g(z)の定数項 g(0)は 0でないとしたから，ある k (1 ≤ k ≤ n)

について，
g(z) = g(0) + bkz

k + · · ·+ bnz
n, bk ̸= 0

とかける．a = g(0), b = bk, h(z) = bk+1 + bk+2z + · · ·+ bnz
n−k−1とおけば，

g(z) = a+ bzk + zk+1h(z), a ̸= 0, b ̸= 0, h(z) は n− k − 1次多項式

である．ただし，k = nのときは，h(z) = 0とする．−a/bの k乗根の 1つのを c

とする．−a/b = ck, bck = −aである．h(z)は連続であるから，0 < t < 1なる tを
十分小さくとれば，h(tc)は h(0) = bk+1に十分近くなり，したがって，t|ck+1h(tc)|
はいくらでも 0に近くなる．よって，0 < t < 1なる tを十分小さくとれば，

t|ck+1h(tc)| < |a|

が成り立つ．そのとき，

g(tc) = a+ b(tc)k + (tc)k+1h(tc) = a(1− tk) + tk+1ck+1h(tc),

|g(tc)| = |a(1− tk) + tk+1ck+1h(tc)| ≤ |a|(1− tk) + tkt|ck+1h(tc)|
< |a|(1− tk) + tk|a| = |a| = |g(0)|.

すなわち，|f(tc+ z0)| < |f(z0)|である．これは，|f(z0)|が |f(z)|の最小値である
ことに矛盾する．ゆえに，|f(z0)| = 0, f(z0) = 0である．
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2.9 コンパクト集合の直積
補題 2.48. UをRnの開集合とし，V をRmの開集合とする．そのとき，直積集合
U × V はRn+mの開集合である．

[証明] (a, b) ∈ U × V とする．a ∈ U , b ∈ V であり，U , V は開集合であるか
ら，r1 > 0, r2 > 0を十分小さくとれば，Un

r1
(a) ⊂ U , Um

r2
(b) ⊂ V である．このと

き，r > 0を r < r1, r < r2にとれば，(x, y) ∈ Un+m
r ((a, b))ならば，

d((x, y), (a, b))2 = (x1 − a1)
2 + · · ·+ (xn − an)

2 + (y1 − b1)
2 + · · ·+ (ym − bm)

2

= d(x, a)2 + d(y, b)2

より，d(x, a) ≤ d((x, y), (a, b)) < r < r1, d(y, b) ≤ d((x, y), (a, b)) < r < r2であ
る．よって，x ∈ Un

r1
(a), y ∈ Um

r2
(b)であり，(x, y) ∈ Un

r1
(a)×Um

r2
(b)である．した

がって，Un+m
r ((a, b)) ⊂ Un

r1
(a)×Um

r2
(b) ⊂ U ×V である．ゆえに，U ×V はRn+m

の開集合である．

補題 2.49. OをRn+mの開集合とすれば，各点 (a, b) ∈ O (a ∈ Rn, b ∈ Rm)に対し
て，r1, r2 > 0を十分小さくとれば，Un

r1
(a)×Um

r2
(b) ⊂ Oが成り立つ．したがって，

O =
∪

(a,b)∈O

Un
r1
(a)× Um

r2
(b)

である．

[証明] Oは開集合であるから，(a, b) ∈ Oならば，r > 0を十分小さくとれば，
Un+m
r ((a, b)) ⊂ Oである．0 < r1, r2 < r/2とすれば，x ∈ Un

r1
(a), y ∈ Um

r2
(b)に対

して，

d(x, a) =
√
(x1 − a1)2 + · · ·+ (xn − an)2 < r1 <

r

2
,

d(y, b) =
√
(y1 − b1)2 + · · ·+ (ym − bm)2 < r2 <

r

2
,

d((x, y), (a, b)) =
√
(x1 − a1)2 + · · ·+ (xn − an)2 + (y1 − b1)2 + · · ·+ (ym − bm)2

<
√
r21 + r22 <

√(r
2

)2
+
(r
2

)2
=

r√
2
< r.

したがって，(x, y) ∈ Un+m
r ((a, b)) ⊂ O, Un

r1
(a)× Um

r2
(b) ⊂ Oである．これらの和

集合をとれば，

O ⊂
∪

(a,b)∈O

Un
r1
(a)× Um

r2
(b) ⊂ O, O =

∪
(a,b)∈O

Un
r1
(a)× Um

r2
(b).
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定理 2.50. AをRnのコンパクト集合とし，BをRmのコンパクト集合とする．そ
のとき，直積集合A×BはRn+mのコンパクト集合である．

[証明] {Oλ}λ∈ΛをA×Bの開被覆とする．

A×B ⊂
∪
λ∈Λ

Oλ.

B = {O1 ×O2 |O1はRnの開集合, O2はRmの開集合 }

とおけば，補題 2.49より，Rn+mの任意の開集合はO1 × O2 ∈ Bの和として表せ
る．また，補題 2.48より，O1 ×O2 ∈ BはRn+mの開集合である．したがって，

O = {O1 ×O2 ∈ B |O1 ×O2 ⊂ Oλ (∃λ ∈ Λ)}

とおけば，OもA×Bの開被覆である．

A×B ⊂
∪

O1×O2∈O

O1 ×O2.

ここで，

U = {U |U : Rnの開集合, ∃{Vj}Nj=1 : Bの有限開被覆, U × Vj ∈ O (∀j)}

とおく．このとき，U はAの開被覆である．実際，任意の a ∈ Aに対して，

{a} ×B ⊂ A×B ⊂
∪

O1×O2∈O

O1 ×O2

である．ここで，写像 f : Rm −→ {a} ×Rmを f(y) = (a, y)によって定義すれば，
f は連続な全単射である．Bはコンパクトであるから，f(B) = {a} ×Bはコンパ
クトである．したがって，より，有限部分開被覆 {O1,j ×O2,j}Nj=1 ⊂ Oがとれる．

{a} ×B ⊂
N∪
j=1

O1,j ×O2,j.

a /∈ O1,jであるような jは取り除いても，{a} ×Bの開被覆になるから，すべての
1 ≤ j ≤ N に対して，a ∈ O1,jであるとしてよい．このとき，{O2,j}Nj=1はBの有
限開被覆であり，U0 =

∩N
k=1O1,kとおけば，U0は aを含むRnの開集合である．ま

た，U0 × O2,j ∈ O (j = 1, . . . , N)である．したがって，U0 ∈ U である．任意の
a ∈ Aに対して，a ∈ U となる U ∈ U の存在が示されたから，

A ⊂
∪
U∈U

U.
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すなわち，U はAの開被覆である．Aはコンパクトであるから，U の有限部分開
被覆 {Uk}sk=1がとれる．

A ⊂
s∪

k=1

Uk.

各 k = 1, 2, . . . , sに対して，Uk ∈ U であるから，Bの有限開被覆 {Vkj}Nk
j=1が存在

して，Uk × Vkj ∈ O，すなわち，ある λkj ∈ Λが存在して，Uk × Vkj ⊂ Oλkj
であ

る．したがって，

B ⊂
Nk∪
j=1

Vkj, Uk ×B ⊂
Nk∪
j=1

Uk × Vkj ⊂
Nk∪
j=1

Oλkj
,

A×B ⊂
s∪

k=1

Uk ×B ⊂
s∪

k=1

Nk∪
j=1

Oλkj
.

これはA×Bがコンパクトであることを示している．

2.10 連結集合
定義 2.51. Rnの部分集合Aが

A ⊂ U1 ∪ U2, A ∩ U1 ∩ U2 = ∅, U1, U2 は開集合 =⇒ A ⊂ U1 または A ⊂ U2

を満たすとき，Aは連結であるという．

例 2.52. A = {(x, y) ∈ R2 |xy > 1}とする．U1 = {(x, y) ∈ R2 |x > 0, y > 0},
U2 = {(x, y) ∈ R2 |x < 0, y < 0}とおけば，U1, U2は開集合であり，A ⊂ U1 ∪U2,

A∩U1∩U2 = ∅である．しかし，A ̸⊂ U1, A ̸⊂ U2であるから，Aは連結ではない．

補題 2.53. A, BをRnの部分集合とする．Aが連結であり，A ⊂ B ⊂ Āならば，
Bも連結である．

[証明] B ⊂ U1 ∪U2, B ∩U1 ∩U2 = ∅, U1, U2はRnの開集合とする．このとき，
A ⊂ Bより，

A ⊂ U1 ∪ U2, A ∩ U1 ∩ U2 = ∅

であり，Aは連結であるから，A ⊂ U1またはA ⊂ U2である．A ⊂ U1とすると，
A = A ∩ U1, A ∩ U2 = A ∩ U1 ∩ U2 = ∅である．よって，A ⊂ U c

2 である．U c
2 は

閉集合であり，ĀはAを含む最小の閉集合であるから，Ā ⊂ U c
2である．したがっ

て，B ⊂ Ā ⊂ U c
2 である．ゆえに，

B = U c
2 ∩B ⊂ U c

2 ∩ (U1 ∪ U2) = (U c
2 ∩ U1) ∪ (U c

2 ∩ U2) = U c
2 ∩ U1 ⊂ U1,

B ⊂ U1である．A ⊂ U2とすれば，同様にして，B ⊂ U2がわかる．ゆえに，Bは
連結である．
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定理 2.54. DをRnの連結な部分集合とし，f : D −→ Rmを連続とする．そのと
き，f(D)はRmの連結な部分集合である．

[証明] f(D) ⊂ U1 ∪ U2, f(D) ∩ U1 ∩ U2 = ∅, U1, U2はRmの開集合とする．命
題 2.28より，j = 1, 2について，f−1(Uj) = D ∩ Vj, VjはRnの開集合とかける．

D = f−1(U1) ∪ f−1(U2) ⊂ V1 ∪ V2

である．また，x ∈ D ∩ V1 ∩ V2とすると，f(x) ∈ f(D) ∩ U1 ∩ U2 = ∅ となって，
矛盾である．ゆえに，D ∩ V1 ∩ V2 = ∅である．Dは連結であるから，D ⊂ V1また
はD ⊂ V2である．よって，f(D) ⊂ U1または f(D) ⊂ U2である．ゆえに，f(D)

は連結である．

補題 2.55. a, b ∈ R, a < bとする．A = (a, b) = {x ∈ R | a < x < b}とする．その
とき，連続な全単射 f : R −→ Aが存在する．また，c ∈ Rとすれば，連続な全単
射 g : A −→ (c,∞), および h : A −→ (−∞, c)も存在する．

[証明] I = (0, 1)とする．ψ : R −→ Iを ψ(x) = ex/(1 + ex)によって定義すれ
ば，ψは連続な全単射である．I −→ A, x 7−→ (b− a)x+ a，は連続な全単射であ
るから，

f(x) = (b− a)ψ(x) + a = (b− a)
ex

1 + ex
+ a

とおけば，f : R −→ Aは連続な全単射である．

g(x) =
1

b− x
− 1

b− a
+ c, a < x < b,

h(x) = − 1

x− a
+

1

b− a
+ c, a < x < b,

とおけば，g : A −→ (c,∞), および h : A −→ (−∞, c)は連続な全単射である．

命題 2.56. Rの連結集合で少なくとも 2点を含むものは次のいずれかに限る．

(a, b), (a, b], [a, b), [a, b].

ここで，a < bであり，a = −∞や b = ∞の場合も含める．

[証明] まず，上のような部分集合が連結であることを示す．Rが連結であるこ
とを示す．これがいえれば，補題 2.55と定理 2.54より，(a, b), (a,∞), (−∞, b)も
連結である．さらに，補題 2.53によって，(a, b], [a, b), [a, b], [a,∞), (−∞, b]も連
結である．
R = U1 ∪ U2, U1 ∩ U2 = ∅, U1, U2はRの開集合とする．U1 ̸= ∅, U2 ̸= ∅として
矛盾を導けばよい．a ∈ U1, b ∈ U2をとる．U1 ∩U2 = ∅より，a ̸= bである．a < b

としてよい．
C = U1 ∩ {x ∈ R |x < b}
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とおく．a ∈ Cであり，C ̸= ∅である．bはCの 1つの上界であるから，Cは上に
有界であり，γ = supC とおけば，γ ≤ bである．また，任意の ε > 0に対して，
γ− εはCの上界ではないから，γ− ε < x ≤ γとなる x ∈ C ⊂ U1が存在する．し
たがって，(γ− ε, γ + ε)∩U1 ̸= ∅ (∀ε > 0)である．これは γがU1の触点であるこ
とを示している．よって，γ ∈ Ū1である．しかし，R = U1 ∪ U2, U1 ∩ U2 = ∅よ
り，U1 = U c

2 である．U2は開集合だから，U1 = U c
2 は閉集合である．したがって，

U1 = Ū1である．ゆえに，γ ∈ U1である．γ ≤ bであったが，もし，γ = bとする
と，γ = b ∈ U1 ∩ U2となって，U1 ∩ U2 = ∅に矛盾する．よって，γ < bである．
一方，γ = supC より，γ < x ≤ bならば，x /∈ C である．C ⊂ U1 より，

x /∈ U1 である．よって，x ∈ U c
1 = U2 である．特に，任意の ε > 0に対して，

(γ − ε, γ + ε) ∩ U2 ̸= ∅である．これは γ が U2の触点であることを示している．
よって，γ ∈ Ū2である．U2 = U c

1 は閉集合だから，U2 = Ū2である．したがって，
γ ∈ U1 ∩ Ū2 = U1 ∩ U2となるが，これは U1 ∩ U2 = ∅に矛盾する．したがって，
U1 = ∅またはU2 = ∅であり，R = U2またはR = U1である．以上によって，Rは
連結であることが示された．
逆に，AをRの連結な部分集合で少なくとも 2点を含むとする．まず，Aは閉
集合は有界であるとする．a = inf A, b = supAとおく．a1, a2 ∈ A, a1 < a2とす
れば，a ≤ a1 < a2 ≤ bである．よって，a < bである．もし，a < c < bとなる
c /∈ Aが存在したとすれば，U1 = (−∞, c), U2 = (c,∞)とおけば，U1, U2は開集
合であり，

A ⊂ R∖ {c} = U1 ∪ U2, A ∩ U1 ∩ U2 = ∅

である．さらに，ε > 0を ε < c− a, ε < b− cにとれば，a+ εはAの下界ではな
いから，a ≤ x < a+ ε < cとなる x ∈ Aが存在する．よって，A∩U1 ̸= ∅である．
同様に，b− εはAの上界ではないから，c < b− ε ≤ x ≤ bとなる x ∈ Aが存在す
る．よって, A ∩ U2 ̸= ∅である．したがって，A ̸⊂ U2, A ̸⊂ U1である．これはA

が連結であることに矛盾する．ゆえに，a < c < bならば，c ∈ Aである．すなわ
ち，(a, b) ⊂ Aである．また，aはAの 1つの下界であり，bはAの 1つの上界であ
るから，c ∈ Aならば，a ≤ c ≤ bである．よって，A ⊂ [a, b]である．以上によっ
て，(a, b) ⊂ A ⊂ [a, b]が示された．したがって，a ∈ A, b ∈ Aならば，A = [a, b]，
a /∈ A, b ∈ Aならば，A = (a, b]，a ∈ A, b /∈ Aならば，A = [a, b)，a /∈ A, b /∈ A

ならば，A = (a, b)である．Aが有界でない場合も，a = −∞あるいは b = ∞と
して，同様に議論すればよい．

定理 2.57 (中間値の定理). a < bとし，f : [a, b] −→ Rを連続関数とする．そのと
き，f(a)と f(b)の間の任意の cに対して，f(x0) = cとなる x0 ∈ [a, b]が存在する．

[証明] 命題 2.56より，[a, b]は連結である．定理 2.54より，f([a, b])も連結であ
る．命題 2.56より，f([a, b])は区間である．定理 2.37より，[a, b]はコンパクトで
あり，定理 2.38より，f([a, b])もコンパクトである．定理 2.37より，f([a, b])は有
界閉集合である．ゆえに，f([a, b])は有界閉区間である．したがって，f(a)と f(b)
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の間の任意の cに対して，c ∈ f([a, b])であり，f(x0) = cとなる x0 ∈ [a, b]が存在
する．

命題 2.58. {Aλ}λ∈ΛをRnの連結部分集合の族で，Aλ ∩ Aµ ̸= ∅ (∀λ, µ ∈ Λ)を満
たすとする．そのとき，A =

∪
λ∈ΛAλは連結である．

[証明] A =
∪

λ∈ΛAλが連結でないとすると，開集合 U1, U2で，

A ⊂ U1 ∪ U2, A ∩ U1 ∩ U2 = ∅, A ∩ U1 ̸= ∅, A ∩ U2 ̸= ∅

を満たすものが存在する．a1 ∈ A ∩ U1, a2 ∈ A ∩ U2をとる．

A ∩ U1 =
∪
λ∈Λ

Aλ ∩ U1, A ∩ U2 =
∪
λ∈Λ

Aλ ∩ U2

より，あるλ1, λ2 ∈ Λが存在して，a1 ∈ Aλ1 ∩U1, a2 ∈ Aλ2 ∩U2である．このとき，

Aλ1 ⊂ A ⊂ U1 ∪ U2, Aλ1 ∩ U1 ∩ U2 = ∅

であり，Aλ1 ∩ U1 ̸= ∅である．Aλ1は連結であるから，Aλ1 ⊂ U1, Aλ1 ∩ U2 = ∅で
ある．同様にして，Aλ2 ⊂ U2, Aλ2 ∩ U1 = ∅である．したがって，

Aλ1 ∩ Aλ2 ⊂ A ∩ U1 ∩ U2 = ∅

より，Aλ1 ∩Aλ2 = ∅となるが，これは仮定に矛盾する．ゆえに，A =
∪

λ∈ΛAλは
連結である．

定理 2.59. AをRnの連結部分集合とし，BをRmの連結部分集合とする．そのと
き，直積集合A×BはRn+mの連結集合である．

[証明] A×Bの点 (a, b)を固定する．A×Bの任意の点 (x, y)に対して，2点 (a, b),

(x, y)を含む連結集合が存在することを示す．M = A×{y}およびN = {a}×Bは
それぞれ連結集合A, Bの連続写像による像であるから連結である．(a, y) ∈M ∩N
であるから，命題 2.58より，L(x,y) =M ∪N は連結であり，2点 (a, b), (x, y)を含
む．(x, y) ∈ L(x,y) ⊂ A×BがA×Bの任意の点 (x, y)に対して成り立つから，

A×B =
∪

(x,y)∈A×B

L(x,y).

任意の (x, y) ∈ A×Bに対して，(a, b) ∈ L(x,y)であるから，命題 2.58より，L(x,y)

の和集合であるA×Bも連結である．
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A ベルンシュタインの定理
命題 A.1. Xを無限集合とし，Y とAをXの部分集合とする．Y は無限集合であ
り，Aは有限集合または可算集合であるとする．そのとき，Y ∪ Aの濃度は Y の
濃度と等しい．

[証明] Y から1つの元 b1をとる．Y ∖{b1}から b2をとる．以下同様にして，Y ∖
{b1, b2, . . . , bn}からbn+1をとる．Y は無限集合だからこの操作はどこまでも続けられる．
そこで，

B = {b1, b2, . . . , bn, . . . }

とおけば，B ⊂ Y であり，命題 1.19より，Bは可算集合である．A′ = A∖Y とお
くと，命題 1.19より，A′は有限集合または可算集合である．命題 1.20より，B∪A′

は可算集合である．したがって，全単射B∪A′ −→ Nと全単射N −→ B, n 7−→ bn
を合成して得られる全単射 f : B ∪ A′ −→ B (⊂ Y )がある．このとき，

Y ∪ A = Y ∪ A′, Y ∩ A′ = ∅,
Y = (Y ∖B) ∪B, (Y ∖B) ∩B = ∅

であるから，

Y ∪ A = (Y ∖B) ∪ (B ∪ A′), (Y ∖B) ∩ (B ∪ A′) = ∅

である．よって，写像 f̃ : Y ∪ A −→ Y を

f̃(x) =

{
x, x ∈ Y ∖B,

f(x), x ∈ B ∪ A′

によって定義する．このとき，f̃(x) = f̃(x′)とする．x ∈ Y ∖B, x′ ∈ B∪A′とすれば，
f̃(x) = x ∈ Y ∖B, f̃(x′) = f(x′) ∈ Bであるから，f̃(x) = f̃(x′) ∈ (Y ∖B)∩B = ∅
となって矛盾である．よって，x, x′ ∈ Y ∖Bまたは x, x′ ∈ B ∩A′であり，x = x′

または f(x) = f(x′)である．f は単射だから，後者の場合でも x = x′である．ゆ
えに，f̃は単射である．また，任意の y ∈ Y に対して，Y = (Y ∖B)∪Bであるか
ら，y ∈ Y ∖Bまたは y ∈ Bである．y ∈ Y ∖Bならば，f̃(y) = yであり，y ∈ B

ならば，f(x) = yとなる x ∈ B ∪A′が存在するから，f̃(x) = f(x) = yである．ゆ
えに，f̃ は全射である．以上によって，f̃ は全単射であり，Y ∪Aと Y は同じ濃度
を持つ．

命題 A.2. X と Y がともにRと同じ濃度を持つとすれば，直積集合X × Y もR
と同じ濃度を持つ．

[証明] I = {a ∈ R | 0 ≤ a < 1}とする．全単射 f : I −→ I2を構成する．各
a ∈ Iを小数展開して，

a = 0.a1a2 · · · an · · ·
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と表す．前と同様に，aが小数点 n桁の有限小数ならば，ai = 0 (i > n)とおいた
無限小数であるとする．このとき，小数展開は一意に定まる．このように a ∈ Iを
無限小数で表すとき，

x = 0.a1a3a5 · · · a2n−1 · · · ,
y = 0.a2a4a6 · · · a2n · · ·

とおけば，x, y ∈ Iである．f(a) = (x, y)とおくことによって，写像 f : I −→ I2

を定義する．明らかに，f は単射である．実際，f(a) = (x, y)とすると，xの小数
展開から，aの小数展開の奇数番目の数がわかり，yの小数展開から aの小数展開
の偶数番目がわかるから，aの小数展開がわかり，aが (x, y)からわかることにな
る．また，任意の (x, y) ∈ I2に対して，x, yの小数展開を

x = 0.b1b2b3 · · · bn · · · ,
y = 0.c1c2c3 · · · cn · · ·

とすると，
a = 0.b1c1b2c2 · · · bncn · · ·

とおけば，a ∈ Iであり，f(a) = (x, y)である．よって，fは全射であり，全単射で
ある．I ′ = I ∖ {0} = {a ∈ R |, 0 < a < 1}とおけば，I = I ′ ∪ {0}であるから，命
題A.1より，Iの濃度と I ′の濃度は等しい．よって，全単射 g : I ′ −→ Iが存在す
る．よって，合成写像 f ◦g : I ′ −→ I2は全単射である．gの逆写像を g−1 : I −→ I ′

とすれば，
I2 −→ I ′2, (x, y) 7−→ (g−1(x), g−1(y))

は全単射である．さらに，定理 1.21の証明でみたように，全単射 h : I ′ −→ Rが
存在するから，

I ′2 −→ R2, (x, y) 7−→ (h(x), h(y))

も全単射である．以上によって，

Rの濃度 = I ′の濃度 = I2の濃度 = I ′2の濃度 = R2の濃度

である．p : X −→ R, q : Y −→ Rを全単射とすれば，

X × Y −→ R2, (x, y) 7−→ (p(x), q(y))

も全単射であるから，

X × Y の濃度 = R2の濃度 = Rの濃度.

命題A.2より，R2の濃度はRの濃度と等しいから，命題A.2より，帰納的にRn

(n = 2, 3, . . . )の濃度はRの濃度と等しいことがわかる．
集合Xの濃度を card(X)で表す．card(N) = ℵ0, card(R) = ℵとかく．
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定義 A.3. 集合Xから集合 Y への単射が存在するとき，card(X) ≤ card(Y )とか
く．card(X) ≤ card(Y )かつ card(X) ̸= card(Y )のとき，card(X) < card(Y )と
かく．

定理 A.4 (ベルンシュタインの定理). card(X) ≤ card(Y )かつ card(Y ) ≤ card(X)

ならば，card(X) = card(Y )である．

[証明] 単射 f : X −→ Y と単射 g : Y −→ Xが存在するとき，全単射X −→ Y

が存在することを示す．Φ = g ◦ f とおけば，Φ : X −→ Xは単射である．この写
像Φを用いて，Xの部分集合の列

X ⊃ X1 ⊃ X2 ⊃ · · · ⊃ Xn ⊃ · · ·

で，

card(X) = card(X2) = card(X4) = · · · , (A.1)

card(Y ) = card(X1) = card(X3) = · · · (A.2)

となるものを構成しよう．まず，偶数番目の部分集合X2, X4, . . . を次のように構
成する．X2 = Φ(X)とおけば，X ⊃ X2であり，ΦはXからX2への全単射であ
るから，card(X) = card(X2)である．同様に，X4 = Φ(X2)とおけば，X ⊃ X2よ
り，X2 = Φ(X) ⊃ Φ(X2) = X4, card(X2) = card(X4)である．以下同様にして，
X2n+2 = Φ(X2n) n = 1, 2, . . . とおけば，X2n+2 ⊃ X2n, card(X2n+2) = card(X2n)

である．次に奇数番目の部分集合X3, X5, . . . を以下のように構成する．X1 = g(Y )

とおく．X1 ⊂ Xで，gは Y からX1への全単射であるから，card(Y ) = card(X1)

である．以下同様に，

X3 = Φ(X1), X5 = Φ(X3), · · · , X2n+1 = Φ(X2n−1), · · ·

が得られる．このとき，X2n−1 ⊃ X2n+1 であり，card(X2n−1) = card(X2n+1)で
ある．Y ⊃ f(X)より，X1 = g(Y ) ⊃ g(f(X)) = Φ(X) = X2である．ここで，
X2n−2 ⊃ X2n−1 ⊃ X2nとすると，

X2n = Φ(X2n−2) ⊃ Φ(X2n−1) = X2n+1 ⊃ Φ(X2n) = X2n+2.

以上によって，(A.1)と (A.2)を満たすXの部分集合の列X ⊃ X1 ⊃ X2 ⊃ · · · が
得られた．そこで，

K =
∞∩
n=1

Xn

とおけば，XとX1は次のように互いに交わらない部分集合の和集合として表せる．

X = (X ∖X1) ∪

(
∞∪
n=1

(Xn ∖Xn+1)

)
∪K,

X1 =

(
∞∪
n=1

(Xn ∖Xn+1)

)
∪K.
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これから写像 h : X −→ X1を

h(x) =


Φ(x), x ∈ X2n ∖X2n+1,

x, x ∈ X2n+1 ∖X2n+2, (n = 0, 1, 2, . . . )

x, x ∈ K

によって定義できる．ただし，X0 = X とした．そのとき，hは全単射である．
g : Y −→ X1 は全単射であるから，g−1 : X1 −→ Y を g の逆写像とすれば，
g−1 ◦ h : X −→ Y は全単射であり，card(X) = card(Y )が示された．

B 選択公理
選択公理 集合 X から集合 Y への全射 f : X −→ Y が与えられたとき，写像

g : Y −→ Xで，f ◦ g = idY となるものが存在する．
命題A.1の証明および命題 1.27の証明の下線部には選択公理を用いている．
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