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素数はどれくらいたくさんあるか，という問題を考える強力な道具としてリー
マンのゼータ関数がある．この講義では，ゼータ関数に関する基本的な性質を解
説し，それを用いて，素数の分布を調べる．
記号

Z:有理整数環，Q:有理数全体の集合，R:実数全体の集合，C:複素数全体の集合．
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1 素数の無限性
自然数 a, bについて，a = bcとなる自然数 cがあるとき，bは aの約数，aは bの
倍数という．例えば，15 = 3 × 5だから，3は 15の約数，15は 3の倍数である．

a = 1 × aより，1と aは aの約数である．自然数 p > 1について，pの約数が 1

と pだけのとき，pは素数であるという．素数を小さい方から順に挙げると，

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, . . .
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となっている．このように，素数は非常に不規則に現れる．ここで，次の素朴な
疑問が自然にでてくる．

素数は無数に存在するか？

補題 1.1. a > 1を自然数とする．pを aの 1より大きな約数で最小のものとする．
そのとき，pは素数である．

[証明] a = bp, bは自然数とかける．もし，pが素数でないとすると，p = cq,

c, qは自然数, 1 < q < pとかける．a = bp = bcqより，qは aの約数，1 < q < p．
これは，pのとり方に矛盾する．ゆえに，pは素数である．

定理 1.2 (ユークリッド). 素数は無数に存在する．

[証明] p1, p2, · · · , pnを相異なる素数とするとき，これら以外の素数が必ず存在
することを示せばよい．

A = p1p2 · · · pn + 1

とおく．もし，Aが素数ならば，Aはどのpiよりも大きいから，これは，p1, p2, . . . , pn

と異なる素数である．また，Aが素数でないとすると，Aの 1とA以外の約数が
存在する．そのような約数で最小のものを pとすると，補題 1.1より，pは素数で
ある．Aは素数 pで割り切れる．しかし，

A = pi(p1 · · · pi−1pi+1 · · · pn) + 1

であるから，Aを piで割ると 1余る．ゆえに，p ̸= pi, i = 1, . . . , nである．
素数を大きさの順に並べたとき，n番目の素数を pn とする．p1 = 2, p2 = 3,

p3 = 5, . . .である．

系 1.3.

pn < 22n

.

[証明] 定理 1.2の証明から，

pn+1 ≤ p1p2 · · · pn + 1

である．p1 = 2 < 4 = 221
であるから，n = 1について主張は正しい．n ≥ 1とし，

1 ≤ k ≤ nについて，pk < 22k
であるとする．そのとき，

pn+1 ≤ p1p2 · · · pn + 1

< 221+22+···+2n

+ 1 = 22n+1−2 + 1

< 22n+1−1 + 22n+1−1 = 22n+1

.
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正の実数 xに対して，

π(x) = (x以下の素数の個数)

とする．例えば，10以下の素数は 2, 3, 5, 7だから，π(10) = 4．20以下の素数は，
2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19だから，π(20) = 8．π(100) = 25, π(1000) = 168, π(10000) =

1229．xを大きくしていくとき，π(x)はどうなるか？

命題 1.4.

π(x) ≥ log log x (x ≥ 2).

[証明] 2 ≤ x ≤ 3に対して，π(x) ≥ 1 > log log 3 > log log xである．x ≥ 3に対
して，n = π(x)とおけば，pn ≤ x < pn+1, n ≥ 2である．系 1.3より，pn+1 < 22n+1

であり，したがって，x < 22n+1
である．対数をとれば，log x < 2n+1 log 2を得る．

もう一度，対数をとれば，

log log x < (n + 1) log 2 + log log 2

= n + (log 2 − 1)n + log 2 + log log 2

≤ n + (log 2 − 1)2 + log 2 + log log 2

= n + 3 log 2 + log log 2 − 2 < n = π(x).

2 リーマンのゼータ関数
リーマンのゼータ関数は，s > 1に対して，収束する級数

ζ(s) =
∞∑

n=1

1

ns
(2.1)

によって定義される．実際，s > 1に対して，

1 +
N∑

n=2

1

ns
≤ 1 +

N∑
n=2

∫ n

n−1

1

xs
dx

= 1 +

∫ N

1

x−s dx = 1 +

[
1

1 − s
x1−s

]N

1

= 1 +
1

s − 1

(
1 − 1

N s−1

)
< 1 +

1

s − 1
.
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したがって，
∞∑

n=1

1

ns
は収束する．同様に，

N∑
n=1

1

ns
≥

N∑
n=1

∫ n+1

n

1

xs
dx =

∫ N+1

1

x−s dx

=

[
1

1 − s
x1−s

]N+1

1

=
1

s − 1

(
1 − 1

(N + 1)s−1

)
.

ここで，N → ∞とすれば，

ζ(s) ≥ 1

s − 1
(s > 1)

を得る．以上によって，

1

s − 1
≤ ζ(s) ≤ 1 +

1

s − 1
(s > 1)

が示された．これから，

lim
s→1+0

ζ(s) = ∞, lim
s→1+0

(s − 1)ζ(s) = 1

がわかる．

図 1: ζ(s)の評価

ゼータ関数 ζ(s)の定義域をもう少し広げることができる．

補題 2.1. f(x)を x > 0における微分可能な関数で，導関数 f ′(x)も x > 0で連続
であるとする．そのとき，自然数 nに対して，次が成り立つ．∫ 1

0

(
n−1∑
k=1

f ′(x + k)

(
x − 1

2

))
dx +

f(1) + f(n)

2
=

n∑
k=1

f(k) −
∫ n

1

f(x) dx
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[証明] g(x)を f(x)と同様な条件を満たす関数とする．部分積分によって，∫ 1

0

g′(x)

(
x − 1

2

)
dx =

[
g(x)

(
x − 1

2

)]1

0

−
∫ 1

0

g(x) dx

=
g(0) + g(1)

2
−
∫ 1

0

g(x) dx

を得る．これを g(x) = f(x+k)について適用すれば，g(0) = f(k), g(1) = f(k+1)

だから，∫ 1

0

f ′(x + k)

(
x − 1

2

)
dx =

f(k) + f(k + 1)

2
−
∫ 1

0

f(x + k) dx.

これを 1 ≤ k ≤ n − 1について加えれば，∫ 1

0

(
n−1∑
k=1

f ′(x + k)

(
x − 1

2

))
dx +

f(1) + f(n)

2

=
n−1∑
k=1

∫ 1

0

f ′(x + k)

(
x − 1

2

)
dx +

f(1) + f(n)

2

=
n−1∑
k=1

(
f(k) + f(k + 1)

2
−
∫ 1

0

f(x + k) dx

)
+

f(1) + f(n)

2

=
f(n)

2
+

n−1∑
k=1

f(k)

2
+

f(1)

2
+

n−1∑
k=1

f(k + 1)

2
−

n−1∑
k=1

∫ 1

0

f(x + k) dx

=
n∑

k=1

f(k) −
∫ n

1

f(x) dx.

s > 0として，関数 f(x) = x−sに対して補題 2.1を適用する．B1(x) = {x} − 1
2

とおく．ここで，{x} = x − [x]は xの小数部分である．f ′(x) = −sx−s−1より，∫ 1

0

(
n−1∑
k=1

f ′(x + k)

(
x − 1

2

))
dx

= −s

∫ 1

0

(
n−1∑
k=1

x − 1
2

(x + k)s+1

)
dx = −s

∫ 1

0

n−1∑
k=1

B1(x)

(x + k)s+1
dx

= −s

∫ 1

0

n−1∑
k=1

B1(x + k)

(x + k)s+1
dx = −s

∫ n

1

B1(x)

xs+1
dx,
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−s

∫ n

1

B1(x)

xs+1
dx +

1

2

(
1 +

1

ns

)
=

n∑
k=1

1

ks
−
∫ n

1

1

xs
dx

=
n∑

k=1

1

ks
−


[

1

1 − s

1

xs−1

]n

1

, (s ̸= 1),

[log x]n1 , (s = 1),

=


n∑

k=1

1

ks
− 1

1 − s

(
1 − 1

ns−1

)
, (s ̸= 1),

n∑
k=1

1

k
− log n, (s = 1),

を得る．この左辺を φn(s)とおく．いま，s > 1とする．そのとき，右辺におい

て，n → ∞とすれば，
n∑

k=1

1

ks
→ ζ(s)であり，

1

ns−1
→ 0であるから，右辺は，

ζ(s) − 1

s − 1
に収束する．一方，φn(s)は，s ≥ ϵ > 0に対して，

|φn(s)| ≤ |s|
∫ n

1

|B1(x)|
xs+1

dx +
1

2

(
1 +

1

ns

)
≤ |s|

2

∫ n

1

1

xϵ+1
+

1

2

(
1 +

1

nϵ

)
=

|s|
2

[
− 1

ϵxϵ

]n

1

+
1

2

(
1 +

1

nϵ

)
=

|s|
2ϵ

(
1 − 1

nϵ

)
+

1

2

(
1 +

1

nϵ

)
.

よって，n → ∞のとき，sの連続関数 φn(s)は正の実数の任意の閉区間 ϵ ≤ s ≤ δ

において，関数 φ(s)に一様収束する．したがって，φ(s)は s > 0において連続関
数である．以上によって，s > 1に対して，

φ(s) = ζ(s) − 1

s − 1

であり，φ(s)は s > 0において連続関数である．特に，

φ(1) = lim
n→∞

φn(1) = lim
n→∞

(
n∑

k=1

1

k
− log n

)
= γ

である．この定数 γをオイラー定数という．γ = 0.5772156649 . . .である．以上に
よっての次の命題を得る．

命題 2.2. s > 0における連続関数 φ(s)が存在して，

ζ(s) =
1

s − 1
+ φ(s)

とかける．さらに，φ(1) = γである．

6



3 ガンマ関数
ガンマ関数 Γ(x)は正の実数 xに対して，積分

Γ(x) =

∫ ∞

0

tx−1e−t dt (3.1)

によって定義される．この積分が収束することは次のように示される．ϵ > 0とす
ると，t > 0のとき，tx−1e−t < tx−1であるから，∫ 1

ϵ

tx−1e−t dt <

∫ 1

ϵ

tx−1 dt =

[
1

x
tx
]1

ϵ

=
1

x
− ϵx

x
.

したがって，x > 0のとき， ∫ 1

ϵ

tx−1e−t dt <
1

x
.

xを固定し，ϵ → 0とすれば，この積分は単調に増大し，上に有界であるから，∫ 1

0

tx−1e−t dt = lim
ϵ→0

∫ 1

ϵ

tx−1e−t dt

が存在する．次に，etのテイラー展開は

et =
∞∑

n=0

tn

n!

であり，t > 0のとき，すべての項は正であるから，任意の自然数 nに対して，

et >
tn

n!
が成り立つ．したがって，e−t <

n!

tn
(t > 0)が成り立つ．xを固定して，自

然数 nを n > x + 1にとれば，

tx−1e−t < tx−1n!

tn
=

n!

tn+1−x
(t > 0)

が成り立つ．したがって，∫ u

1

tx−1e−t dt <

∫ u

1

n!

tn+1−x
dt =

[
n!

(x − n)tn−x

]u

1

=
n!

n − x

(
1 − 1

un−x

)
<

n!

n − x
.

uが増大するとき，この積分も単調に増大し，上に有界であるから，∫ ∞

1

tx−1e−t dt = lim
u→∞

∫ u

1

tx−1e−t dt

が存在する．以上によって，(3.1)が x > 0に対して意味を持つことがわかった．
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特に，x = 1とおけば，

Γ(1) =

∫ ∞

0

e−t dt = lim
u→∞

∫ u

0

e−t dt

= lim
u→∞

[
−e−t

]u
0

= lim
u→∞

(1 − e−u) = 1.

さらに，ガンマ関数は

Γ(x + 1) = x Γ(x) (x > 0) (3.2)

を満たす．実際，部分積分によって，x > 0に対して，∫ u

ϵ

txe−t dt =
[
−e−ttx

]u
ϵ

+ x

∫ u

ϵ

tx−1e−t dt

= −e−uux + e−ϵϵx + x

∫ u

ϵ

tx−1e−t dt.

n > x + 1とすれば，e−uux <
n!

un−x
であるから，u → ∞のとき，e−uux → 0で

ある．また，x > 0であるから，ϵ → 0のとき，e−ϵϵx → 0である．したがって，
ϵ → 0, u → ∞とすれば，

Γ(x + 1) =

∫ ∞

0

txe−t dt = x

∫ ∞

0

tx−1e−t dt = x Γ(x).

(3.2)を繰り返せば，自然数 nに対して，x > 0のとき，

Γ(x + n) = (x + n − 1)Γ(x + n − 1)

= (x + n − 1)(x + n − 2)Γ(x + n − 2)

= · · · · · ·
= (x + n − 1)(x + n − 2) · · · (x + 1)x Γ(x) (3.3)

が成り立つ．特に，x = 1とおけば，

Γ(n + 1) = n! Γ(1) = n!,

したがって，Γ(n) = (n−1)!である．これから，ガンマ関数は自然数の集合上の関
数 n 7−→ (n− 1)!を正の実数全体へ拡張したものであると考えられる．また，(3.3)

より，

Γ(x) =
1

x(x + 1) · · · (x + n − 2)(x + n − 1)
Γ(x + n)

と表せば，この右辺は，x > −nにおいて，x = 0,−1, . . . ,−(n − 1)を除いたとこ
ろで定義される．nは任意の自然数であるから，これによって，Γ(x)は 0以下の
整数を除いたすべての実数 xに対して定義される．
ガンマ関数の別の定義を与えよう．そのために，いくつかの定義と補題を準備
する．
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定義 3.1. x > 0で定義された関数 f(x)が凸関数であるとは，任意の 0 < x1 < x2,

0 ≤ t ≤ 1に対して，不等式

(1 − t)f(x1) + tf(x2) ≥ f((1 − t)x1 + tx2)

が成り立つことである．すなわち，x1 ≤ x ≤ x2における関数 y = f(x)のグラフ
が図 2のように点 (x1, f(x1))と点 (x2, f(x2))を結ぶ線分の下側にあることである．

- x

y = f(x)

x1 x2(1 − t)x1 + tx2

図 2: 凸関数

1次関数 f(x) = ax + bは明らかに凸関数である．同様に，x2の係数が正である
ような 2次関数 f(x) = ax2 + bx + c (a > 0)も凸関数である．

命題 3.2. x > 0で定義された関数 f(x)と g(x)が凸関数ならば，f(x)+g(x)も凸関
数である．また，f(x)が凸関数ならば，a > 0, b ≥ 0を定数とするとき，f(ax+ b)

も凸関数である．

[証明] x1, x2 > 0, 0 ≤ t ≤ 1とする. h(x) = f(x) + g(x)とすれば，

(1 − t)h(x1) + th(x2) = (1 − t) (f(x1) + g(x1)) + t (f(x2) + g(x2))

= (1 − t)f(x1) + tf(x2) + (1 − t)g(x1) + tg(x2)

≥ f((1 − t)x1 + tx2) + g((1 − t)x1 + tx2)

= h((1 − t)x1 + tx2).

h(x) = f(ax + b)とすれば，

(1 − t)h(x1) + th(x2) = (1 − t)f(ax1 + b) + tf(ax2 + b)

≥ f((1 − t)(ax1 + b) + t(ax2 + b))

= f(a((1 − t)x1 + tx2) + b) = h((1 − t)x1 + tx2).
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定義 3.3. x > 0で定義された正の値をとる関数 f(x)に対して，log f(x)が凸関数
であるとき，f(x)は対数的凸であるという．

f(x)と g(x)が対数的凸ならば，命題 3.2より，log f(x)g(x) = log f(x)+log g(x)

も凸関数であるから，f(x)g(x)は対数的凸である．
ガンマ関数 Γ(x)が対数的凸であることを示すために，ヘルダーの不等式が必要
になる．ヘルダーの不等式を証明するために，まず，次のヤングの不等式を証明
する．

補題 3.4 (ヤングの不等式). a, b > 0, p, q > 1,
1

p
+

1

q
= 1とすると，

1

p
ap +

1

q
bq ≥ ab

が成り立つ． 等号は ap = bqのときに限り成り立つ．

[証明] x > 0に対して，f(x) =
1

q
xq +

1

p
ap − axとおく．

f ′(x) = xq−1 − a

であるから，x = a1/(q−1)のときに，f ′(x) = 0であり，f(x)は x = a1/(q−1)で最小

値をとる．最小値は，
q

q − 1
=

1

1 − 1/q
= pより，

f
(
a1/(q−1)

)
=

1

q
a

q
q−1 +

1

p
ap − aa

1
q−1 =

1

q
ap +

1

p
ap − ap =

(
1

p
+

1

q
− 1

)
ap = 0.

ゆえに，f(x) ≥ 0である．等号は，x = a1/(q−1)のときに限り成り立つ．

補題 3.5 (ヘルダーの不等式). p, q > 1,
1

p
+

1

q
= 1とする．f(x), g(x)を x > 0

で定義された連続関数で，
∫ ∞

0

|f(x)|p dx,

∫ ∞

0

|g(x)|q dxは収束するとする．その

とき， (∫ ∞

0

|f(x)|p dx

) 1
p
(∫ ∞

0

|g(x)|q dx

) 1
q

≥
∫ ∞

0

|f(x)g(x)| dx.

[証明]

∥f∥p =

(∫ ∞

0

|f(x)|p dx

) 1
p

, ∥g∥q =

(∫ ∞

0

|g(x)|q dx

) 1
q

とおく．

a =
|f(x)|
∥f∥p

, b =
|g(x)|
∥g∥q
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に対して，補題 3.4を適用すれば，

1

p

|f(x)|p

∥f∥p
p

+
1

q

|g(x)|q

∥g∥q
q

≥ |f(x)g(x)|
∥f∥p∥g∥q

.

これを積分すれば，

1

p

1

∥f∥p
p

∫ ∞

0

|f(x)|p dx +
1

q

1

∥g∥q
q

∫ ∞

0

|g(x)|q dx ≥ 1

∥f∥p∥g∥q

∫ ∞

0

|f(x)g(x)| dx.

この左辺は
1

p

1

∥f∥p
p
∥f∥p

p +
1

q

1

∥a∥q
q
∥g∥q

q =
1

p
+

1

q
= 1

である．ゆえに，

1 ≥ 1

∥f∥p∥g∥q

∫ ∞

0

|f(x)g(x)| dx,

∥f∥p∥g∥q ≥
∫ ∞

0

|f(x)g(x)| dx.

命題 3.6. Γ(x)は対数凸である．

[証明] x1, x2 > 0, p > 1, q > 1,
1

p
+

1

q
= 1とすると，補題 3.5より，

Γ(x1)
1
p Γ(x2)

1
q =

(∫ ∞

0

(
t(x1−1) 1

p e−
1
p
t
)p

dt

) 1
p
(∫ ∞

0

(
t(x2−1) 1

q e−
1
q
t
)q

dt

) 1
q

≥
∫ ∞

0

t(x1−1) 1
p e−

1
p
t t(x2−1) 1

q e−
1
q
t dt

=

∫ ∞

0

t
1
p
x1+ 1

q
x2−1e−t dt = Γ

(
1

p
x1 +

1

q
x2

)
.

したがって，対数をとれば，

1

p
log Γ(x1) +

1

q
log Γ(x2) = log

(
Γ(x1)

1
p Γ(x2)

1
q

)
≥ log Γ

(
1

p
x1 +

1

q
x2

)
.

次の定理は，ガンマ関数は，関数等式 Γ(x + 1) = xΓ(x)と対数的凸であること，
および Γ(1) = 1であることによって特徴付けられることを示している．

定理 3.7. x > 0における関数 f(x)が次の 3条件を満たすならば，f(x) = Γ(x)で
ある．

(1) f(x + 1) = xf(x).
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(2) f(x)は対数的凸である．

(3) f(1) = 1.

[証明] Γ(x)はこの 3条件を満たしている．(1)と (3)から，任意の自然数nに対
して，f(n) = (n−1)!である．0 < x ≤ 1に対して，f(x) = Γ(x)が成り立てば，(1)

によって，すべての x > 0に対して，f(x) = Γ(x)が成り立つことがわかる．よっ
て，0 < x ≤ 1に対して，f(x)がΓ(x)と一致することを示せばよい．0 < x ≤ 1と
し，nを 2以上の自然数とする．x+n = (1−x)n+x(n+1)であるから，(2)より，

(1 − x) log f(n) + x log f(n + 1) ≥ log f(x + n),

x (log f(n + 1) − log f(n)) ≥ log f(x + n) − log f(n),

log f(n + 1) − log f(n) ≥ log f(x + n) − log f(n)

x
.

同様に，n =
x

x + 1
(n − 1) +

1

x + 1
(x + n)であるから，

x

x + 1
log f(n − 1) +

1

x + 1
log f(x + n) ≥ log f(n),

x log f(n − 1) + log f(x + n) ≥ (x + 1) log f(n),

log f(x + n) − log f(n)

x
≥ log f(n) − log f(n − 1).

したがって，

log f(n) − log f(n − 1) ≤ log f(x + n) − log f(n)

x
≤ log f(n + 1) − log f(n).

ここで，f(n) = (n − 1)!, f(n + 1) = n!であるから，

log(n − 1) ≤ log f(x + n) − log(n − 1)!

x
≤ log n,

(n − 1)x(n − 1)! ≤ f(x + n) ≤ nx(n − 1)!. (3.4)

(1)より，

f(x + n) = (x + n − 1)f(x + n − 1) = (x + n − 1)(x + n − 2)f(x + n − 2)

= · · · · · ·
= (x + n − 1) · · · (x + 1)xf(x).

したがって，(3.4)を (x + n − 1)(x + n − 2) · · · (x + 1)xで割って，

(n − 1)x(n − 1)!

x(x + 1) · · · (x + n − 1)
≤ f(x) ≤ nx(n − 1)!

x(x + 1) · · · (x + n − 1)

=
nxn!

x(x + 1) · · · (x + n − 1)(x + n)

x + n

n
.
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これがすべての n ≥ 2について成り立つから，左辺の nを n + 1でおきかえても
よく，

nxn!

x(x + 1) · · · (x + n)
≤ f(x) ≤ nxn!

x(x + 1) · · · (x + n)

x + n

n
.

を得る．これを書き直せば，

n

x + n
f(x) ≤ nxn!

x(x + 1) · · · (x + n)
≤ f(x).

ここで，n → ∞とすれば， n

x + n
→ 1であるから，

lim
n→∞

nxn!

x(x + 1) · · · (x + n)
= f(x)

を得る．Γ(x)も f(x)と同じ条件を満たすから，

Γ(x) = lim
n→∞

nxn!

x(x + 1) · · · (x + n)

である．ゆえに，f(x) = Γ(x)である．

系 3.8.

Γ(x) = lim
n→∞

nxn!

x(x + 1) · · · (x + n)
.

[証明] 定理 3.7の証明において，0 < x ≤ 1に対して，

Γ(x) = lim
n→∞

nxn!

x(x + 1) · · · (x + n)

が成り立つことを証明した．一般のxに対してもこれが成り立つことを示すために，

Γn(x) =
nxn!

x(x + 1) · · · (x + n)

とおく．

Γn(x + 1) =
nx+1n!

(x + 1)(x + 2) · · · (x + n + 1)

=
nxn!

x(x + 1) · · · (x + n)

nx

x + n + 1
= x Γn(x)

n

x + n + 1
.

これから，limn→∞ Γn(x) = Γ(x)ならば，limn→∞ Γn(x + 1) = x Γ(x) = Γ(x + 1)

がわかる．これを繰り返せば，すべての x > 0に対して，limn→∞ Γn(x) = Γ(x)を
得る．x < 0, x ̸= 0,−1,−2, . . .のときも同様である．
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系 3.8の公式を書き直す．nx = ex log nであるから，

Γn(x) =
nxn!

x(x + 1) · · · (x + n)

= ex log n−x−x
2
−···− x

n
1

x
· ex

x + 1
· 2e

x
2

x + 2
· · · ne

x
n

x + n

= ex(log n−1− 1
2
−···− 1

n
) 1

x
· ex

1 + x
· e

x
2

1 + x
2

· · · e
x
n

1 + x
n

.

ここで，

lim
n→∞

(
1 +

1

2
+ · · · + 1

n
− log n

)
= γ

であるから， lim
n→∞

ex(log n−1− 1
2
−···− 1

n
) = e−γx であり，

Γ(x) = e−γx 1

x
lim

n→∞

n∏
ν=1

e
x
ν

1 + x
ν

= e−γx 1

x

∞∏
ν=1

e
x
ν

1 + x
ν

. (3.5)

最後に，Γ(x)が何回でも微分可能であることを示そう．このことは関数等式 (3.2)

によって，x > 0に対して証明すればよい．Γ(x) > 0であるから，log Γ(x)が定義
できる．対数関数は連続であるから，(3.5)より，

log Γ(x) = −γx − log x + log

(
lim

n→∞

n∏
ν=1

e
x
ν

1 + x
ν

)

= −γx − log x + lim
n→∞

log

(
n∏

ν=1

e
x
ν

1 + x
ν

)

= −γx − log x + lim
n→∞

n∑
ν=1

log

(
e

x
ν

1 + x
ν

)
= −γx − log x + lim

n→∞

n∑
ν=1

(x

ν
− log

(
1 +

x

ν

))
.

よって，

log Γ(x) = −γx − log x +
∞∑

ν=1

(x

ν
− log

(
1 +

x

ν

))
. (3.6)

無限和と微分の順序が交換できれば，この右辺を項別に微分すればよい．これは，
項別に微分して得られる級数

−γ − 1

x
+

∞∑
ν=1

(
1

ν
− 1

ν + x

)
= −γ − 1

x
+

∞∑
ν=1

x

ν(ν + x)

が区間 0 < x ≤ r (r > 0は任意にとる)において一様収束することを示せばよい．
x

ν(ν + x)
<

x

ν2
≤ r

ν2
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であり，
r

ν2
は xによらず，級数

∞∑
ν=1

r

ν2
= r

(
1

12
+

1

22
+

1

32
+ · · ·

)
は収束する．したがって，項別微分した級数は区間 0 < x ≤ rにおいて一様収束
する．以上によって，区間 0 < x ≤ rにおいて

d

dx
log Γ(x) = −γ − 1

x
+

∞∑
ν=1

(
1

ν
− 1

ν + x

)
が成り立つ．r > 0は任意であるから，x > 0において，

d

dx
log Γ(x) = −γ − 1

x
+

∞∑
ν=1

(
1

ν
− 1

ν + x

)
が成り立つ．log Γ(x)は微分可能であるから，Γ(x) = elog Γ(x)も微分可能であり，

Γ′(x) = Γ(x)
d

dx
log Γ(x),

したがって，

Γ′(x)

Γ(x)
=

d

dx
log Γ(x) = −γ − 1

x
+

∞∑
ν=1

(
1

ν
− 1

ν + x

)
. (3.7)

これを項別微分して得られる級数は

1

x2
+

∞∑
ν=1

1

(ν + x)2

である．
1

(ν + x)2
≤ 1

ν2
であるから，この級数は x > 0で一様収束する．ゆえに，

d

dx
log Γ(x)も微分可能であり，

d

dx

(
Γ′(x)

Γ(x)

)
=

1

x2
+

∞∑
ν=1

1

(ν + x)2
.

微分を繰り返すごとに，得られる級数は収束がよくなり，log Γ(x)は何回でも微分
可能であることがわかる．こうして，導関数の公式

dk−1

dxk−1

(
Γ′(x)

Γ(x)

)
=

∞∑
ν=0

(−1)k(k − 1)!

(ν + x)k
(3.8)

を得る．
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4 ガンマ関数と sin xの関係
c = Γ

(
1
2

)
とおき，x > 0に対して，

f(x) = c−12x−1Γ
(x

2

)
Γ

(
x + 1

2

)
とおく．そのとき，log(c−12x−1) = x log 2 − log(2c)は 1次関数であるから凸関数
であり，したがって，c−12x−1は対数的凸である．命題 3.6と命題 3.2より，Γ

(
x
2

)
と Γ

(
x+1

2

)
も対数凸である．したがって，それらの積である f(x)も対数的凸であ

る．また，f(1) = c−1Γ
(

1
2

)
Γ(1) = 1である．さらに，

f(x + 1) = c−12xΓ

(
x + 1

2

)
Γ
(x

2
+ 1
)

= c−12x x

2
Γ

(
x + 1

2

)
Γ
(x

2

)
= xc−12x−1Γ

(x

2

)
Γ

(
x + 1

2

)
= xf(x)

である．したがって，定理 3.7より，f(x) = Γ(x)である．以上によって次を得た．

定理 4.1 (ルジャンドルの関係式). c = Γ
(

1
2

)
とおけば，

Γ
(x

2

)
Γ

(
x + 1

2

)
=

c

2x−1
Γ(x).

ガンマ関数と sin xの関係を導くために，

φ(x) = Γ(x)Γ(1 − x) sin πx (4.1)

とおく．そのとき，
φ(x + 1) = φ(x). (4.2)

実際，

φ(x + 1) = Γ(x + 1)Γ(−x) sin(πx + π)

= xΓ(x)Γ(−x)(−1) sin πx = Γ(x)(−x)Γ(−x) sin πx

= Γ(x)Γ(1 − x) sin πx = φ(x).

ルジャンドルの関係式で，xを 1 − xで置き換えると，

Γ

(
1 − x

2

)
Γ
(
1 − x

2

)
=

c

2−x
Γ(1 − x). (4.3)
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ルジャンドルの関係式と (4.3)から，

φ
(x

2

)
φ

(
x + 1

2

)
= Γ

(x

2

)
Γ
(
1 − x

2

)
sin

πx

2
Γ

(
x + 1

2

)
Γ

(
1 − x

2

)
sin

π(x + 1)

2

= Γ
(x

2

)
Γ

(
x + 1

2

)
Γ

(
1 − x

2

)
Γ
(
1 − x

2

)
sin

πx

2
cos

πx

2

=
c

2x−1
Γ(x)

c

2−x
Γ(1 − x)

1

2
sin πx

= c2φ(x).

よって，

φ
(x

2

)
φ

(
x + 1

2

)
= c2φ(x) (4.4)

を得る．
Γ(x)と sin xは何回でも微分可能であるから，φ(x)もそうである．関数等式 (3.2)

と sin πxのテイラー展開から，

φ(x) =
Γ(x + 1)

x
Γ(1 − x) sin πx = Γ(x + 1)Γ(1 − x)

(
π − π3x2

3!
+

π5x4

5!
− · · ·

)
を得る．この右辺は x = 0でも定義され，x = 0で何回でも微分可能である．し
たがって，φ(0) = πと定義すれば，φ(x)は x = 0で連続で，何回でも微分可能で
ある．φ(x)は周期 1を持つから，任意の整数mに対して，φ(m) = πと定義すれ
ば，φ(x)はすべての実数 xに対して定義され，連続であり何回でも微分可能であ
る．関係式 (4.4)は整数でない xに対して証明されたが，連続性によってすべての
xに対して成り立つ．(4.1)より，0 < x < 1に対して，φ(x) > 0である．(4.2)よ
り，これはすべての xに対して成り立つ．φ(x)は定数であることを証明する．そ
のために，

g(x) =
d2

dx2
log φ(x)

とおく．φ(x)は周期 1を持つから，g(x)も周期 1を持つ．また，(4.4)より，

log φ
(x

2

)
+ log φ

(
x + 1

2

)
= 2 log c + log φ(x).

これを 2回微分して，

1

4

(
g
(x

2

)
+ g

(
x + 1

2

))
= g(x) (4.5)

を得る．g(x)は区間 0 ≤ x ≤ 1で連続であるから，そこで有界である．すなわち，
定数M > 0が存在して，|g(x)| ≤ M (0 ≤ x ≤ 1)である．しかし，g(x)は周期 1

を持つから，すべての実数 xに対して，|g(x)| ≤ Mである．そのとき，(4.5)より，

|g(x)| ≤ 1

4

(∣∣∣g (x

2

)∣∣∣+ ∣∣∣∣g(x + 1

2

)∣∣∣∣) ≤ M

2
.
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この議論を繰り返せば，n = 1, 2, . . .に対して，

|g(x)| ≤ M

2n

を得る．すなわち，|g(x)|の上界はいくらでも小さくなる．これは，g(x) = 0を意
味する．g(x)は log φ(x)の 2回導関数であるから，これは，log φ(x)が xの 1次関
数であることを意味する．しかし，log φ(x)は周期関数であるから，log φ(x)は定
数である．ゆえに，φ(x)も定数である．φ(0) = πであるから，この定数は πであ
る．よって，φ(x) = πである．以上によって，次の関係式が証明された．

定理 4.2.

Γ(x)Γ(1 − x) =
π

sin πx
.

系 4.3.

sin πx = πx

∞∏
ν=1

(
1 − x2

ν2

)
.

[証明] 定理 4.2より，

sin πx =
π

Γ(x)Γ(1 − x)
=

π

(−x)Γ(x)Γ(−x)
.

(3.5)より，

Γ(x) = e−γx 1

x

∞∏
ν=1

e
x
ν

1 + x
ν

,

Γ(−x) = eγx 1

(−x)

∞∏
ν=1

e
−x
ν

1 − x
ν

したがって，

sin πx = πx

∞∏
ν=1

(
1 − x2

ν2

)
.

系 4.4. Γ

(
1

2

)
=

√
π.

[証明] 定理 4.2において，x = 1/2とおけば，

Γ

(
1

2

)2

=
π

sin π
2

= π.

x > 0のとき，Γ(x) > 0であるから，系を得る．
系 4.4より，定理 4.1のルジャンドルの関係式は

Γ
(x

2

)
Γ

(
x + 1

2

)
=

√
π

2x−1
Γ(x) (4.6)

となる．
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5 ζ(2)の値
オイラーは 1731年に，

ζ(2) =
∞∑

n=1

1

n2
=

1

12
+

1

22
+

1

32
+ · · ·

の値を 1.644934 · · · まで計算し，結局，1735年には

1.64493406684822643647 · · ·

まで計算を進めたが，近似値を得ただけでこの値についてこれ以上新しいことが
見つかるとは思っていなかった．しかし，オイラーは思いがけなくその年の年末
に，次のような真の値を発見した．

ζ(2) =
π2

6
.

オイラーは，1748年には，

ζ(4) =
π4

90
, ζ(6) =

π6

945
, ζ(8) =

π8

9450
,

のように, 2n = 2, 4, 6, 8, . . . , 26まで ζ(2n)を求めた．1750年には，オイラーは一
般の偶数 2nに対して，

ζ(2n) = π2n ×有理数

であることを証明した．その証明には，系 4.3の三角関数 sin πxの無限積展開を用
いる．系 4.3の右辺の積を展開したときの x3の係数は，

−π
∞∑

ν=1

1

ν2
= −πζ(2)

である．一方，sin πxのテイラー展開は，

sin πx =
∞∑

n=0

(−1)n

(2n + 1)!
(πx)2n+1 = πx − 1

3!
π3x3 +

1

5!
π5x5 + · · ·

であるから，x3の係数を比較して，

−πζ(2) = − 1

3!
π3, ζ(2) =

π2

6

を得る．同様に，系 4.3の右辺の積を展開したときの x5の係数は，

π
∑

µ>ν≥1

1

µ2ν2
=

π

2

( ∞∑
ν=1

1

ν2

)2

−
∞∑

ν=1

1

ν4

 =
π

2

(
ζ(2)2 − ζ(4)

)
である．これと sin πxの x5の係数を比較して，

π

2

(
ζ(2)2 − ζ(4)

)
=

1

5!
π5, ζ(4) =

π4

36
− π4

60
=

π4

90
.
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6 ゼータ関数の関数等式

6.1 フーリエ級数

三角関数 sin(2nπx), cos(2nπx) (n = 1, 2, . . .)は周期 1を持つ関数の典型的な例
である．いま，f(x)を周期 1を持つ関数とする．

f(x + 1) = f(x).

そのとき，ある条件の下で，

f(x) = a0 +
∞∑

n=1

an cos(2nπx) +
∞∑

n=1

bn sin(2nπx) (6.1)

と表せる．ここで，an, bnは定数である．(6.1)を f(x)のフーリエ級数展開と呼ぶ．
簡単のために，f(x)は偶関数とする．すなわち，f(−x) = f(x)とする．そのとき，
(6.1)において，xに−xを代入して

f(−x) = a0 +
∞∑

n=1

an cos(2nπx) −
∞∑

n=1

bn sin(2nπx)

となるから，

f(x) =
1

2
(f(x) + f(−x)) = a0 +

∞∑
n=1

an cos(2nπx)

を得る．この係数 anは次のようにして定まる．まず，a0については，∫ 1

0

cos(2nπx) dx =

[
1

2nπ
sin(2nπx)

]1

0

= 0,

より， ∫ 1

0

f(x) dx =

∫ 1

0

(
a0 +

∞∑
n=1

an cos(2nπx)

)

=

∫ 1

0

a0 dx +
∞∑

n=1

∫ 1

0

an cos(2nπx) dx

= a0.

他の係数は，

cos(α + β) = cos α cos β − sin α sin β,

cos(α − β) = cos α cos β + sin α sin β,

cos(α + β) + cos(α − β) = 2 cos α cos β
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より，n,m ≥ 1について，∫ 1

0

cos(2nπx) cos(2mπx) dx =
1

2

∫ 1

0

(cos 2(n + m)πx + cos 2(n − m)πx) dx

=

{
1
2
, n = m,

0, n ̸= m.

∫ 1

0

f(x) cos(2mπx) dx =

∫ 1

0

(
a0 +

∞∑
n=1

an cos(2nπx)

)
cos(2mπx) dx

=

∫ 1

0

a0 cos(2mπx) dx +
∞∑

n=1

∫ 1

0

an cos(2nπx) cos(2mπx) dx

=
1

2
am.

以上まとめると，

a0 =

∫ 1

0

f(x) dx, (6.2)

am = 2

∫ 1

0

f(x) cos(2mπx) dx, (m = 1, 2, . . .)

6.2 フーリエ変換

関数 f(x)のフーリエ変換 f̂(y)を次のように定義する．

f̂(y) =

∫ ∞

−∞
f(x)(cos(−2πxy) + i sin(−2πxy)) dx. (6.3)

ここで，iは虚数単位である．関数 |f(x)|は |x| → ∞のとき，急激に 0に近づくと
する．f(x)が偶関数ならば，f(x) sin(−2πxy)は奇関数であり，その積分は 0にな
るから，

f̂(y) =

∫ ∞

−∞
f(x) cos(2πxy) dx

である．いま，tを正の実数とし，

f(x) = e−πtx2

とおけば，f(x)は偶関数であるから，そのフーリエ変換は

f̂(y) =

∫ ∞

−∞
e−πtx2

cos(2πxy) dx
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である．f̂(y)の導関数は部分積分によって，

d

dy
f̂(y) =

∫ ∞

−∞

d

dy

(
e−πtx2

cos(2πxy)
)

dx

=

∫ ∞

−∞
(−2πx)e−πtx2

sin(2πxy) dx =
1

t

∫ ∞

−∞
(−2πtx)e−πtx2

sin(2πxy) dx

=
1

t

[
e−πtx2

sin(2πxy)
]∞
−∞

− 1

t

∫ ∞

−∞
e−πtx2

cos(2πxy)(2πy) dx

= −2πy

t

∫ ∞

−∞
e−πtx2

cos(2πxy) dx = −2πy

t
f̂(y).

一方，
d

dy
e−πt−1y2

= −2πy

t
e−πt−1y2

であるから，f̂(y)と e−πt−1y2
は同じ微分方程式を満たす．したがって，微分方程

式の解の一意性によって，

f̂(y) = Ce−πt−1y2

, Cは定数

である．y = 0とおけば，

C = f̂(0) =

∫ ∞

−∞
e−πtx2

dx = 2

∫ ∞

0

e−πtx2

dx.

ここで，x = u/
√

πtとおけば，系 4.4より，

C =
1√
πt

∫ ∞

0

u
1
2
−1e−u du =

1√
πt

Γ

(
1

2

)
=

1√
t
.

ゆえに，f(x) = e−πtx2
(t > 0)のフーリエ変換は

f̂(y) =
1√
t
e−πt−1y2

(6.4)

である．テータ関数 θ(t)を

θ(t) =
∞∑

n=−∞

e−πtn2

= 1 + 2
∞∑

n=1

e−πtn2

(6.5)

によって定義する．f(x) = e−πtx2
とおき，

g(x) =
∞∑

n=−∞

f(x + n)

とおけば，

g(0) =
∞∑

n=−∞

f(n) =
∞∑

n=−∞

e−πtn2

= θ(t) (6.6)
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である．g(x)は明らかに周期 1を持つ周期関数である．また，n = −mとおけば，
f(x)は偶関数であるから，

g(−x) =
∞∑

n=−∞

f(−x + n) =
∞∑

m=−∞

f(−x − m) =
∞∑

m=−∞

f(x + m) = g(x).

よって，g(x)も偶関数である．g(x)のフーリエ級数展開を

g(x) = a0 +
∞∑

m=1

am cos(2πmx)

とすると，

a0 =

∫ 1

0

g(x) dx =

∫ 1

0

∞∑
n=−∞

f(x + n) dx

=
∞∑

n=−∞

∫ 1

0

f(x + n) dx =
∞∑

n=−∞

∫ n+1

n

f(x) dx

=

∫ ∞

−∞
f(x) dx = f̂(0).

m ≥ 1に対して，

am = 2

∫ 1

0

g(x) cos(2mπx) dx = 2

∫ 1

0

∞∑
n=−∞

f(x + n) cos(2mπx) dx

= 2
∞∑

n=−∞

∫ 1

0

f(x + n) cos(2mπ(x + n)) dx

= 2
∞∑

n=−∞

∫ n+1

n

f(x) cos(2mπx) dx

= 2

∫ ∞

−∞
f(x) cos(2πxm) dx = 2f̂(m).

したがって，

g(x) = f̂(0) + 2
∞∑

m=1

f̂(m) cos(2πmx).

ここで，x = 0とおけば，

g(0) = f̂(0) + 2
∞∑

m=1

f̂(m). (6.7)

(6.4)より，

f̂(0) =
1√
t
, f̂(m) =

1√
t
e−πt−1m2
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であるから，

g(0) =
1√
t

(
1 + 2

∞∑
m=1

e−πt−1m2

)
=

1√
t
θ

(
1

t

)
. (6.8)

(6.6)と (6.8)より，次を得る．

定理 6.1 (テータ関数の関数等式).

θ(t) =
1√
t
θ

(
1

t

)
.

6.3 ゼータ関数の関数等式

θ(t)は

Ψ(t) =
∞∑

n=1

e−πtn2

を用いて，
θ(t) = 1 + 2Ψ(t)

と表せる．ガンマ関数の定義

Γ(s) =

∫ ∞

0

xs−1e−x dx (s > 0)

において，nを自然数とし，x = πn2tと変数変換すれば，dx = πn2 dtであるから，

Γ(s) =

∫ ∞

0

(πn2t)s−1e−πn2tπn2 dt = πsn2s

∫ ∞

0

ts−1e−πn2t dt.

sを s/2で置き換えて，

Γ
(s

2

)
= π

s
2 ns

∫ ∞

0

t
s
2
−1e−πn2t dt.

両辺を π
s
2 nsで割って，

π− s
2 Γ
(s

2

) 1

ns
=

∫ ∞

0

t
s
2
−1e−πn2t dt.

これをすべての自然数 nについて加えれば，

π− s
2 Γ
(s

2

)
ζ(s) =

∞∑
n=1

∫ ∞

0

t
s
2
−1e−πn2t dt =

∫ ∞

0

t
s
2
−1

∞∑
n=1

e−πn2t dt =

∫ ∞

0

t
s
2
−1Ψ(t) dt
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を得る．右辺の積分を (0, 1]と [1,∞)の 2つに分けて，(0, 1]における積分におい
て，t = 1/uと変数変換すれば，∫ 1

0

t
s
2
−1Ψ(t) dt =

∫ 1

∞
u− s

2
+1Ψ

(
1

u

)
(−u−2) du

=

∫ ∞

1

u− s
2
−1Ψ

(
1

u

)
du.

ここで，定理 6.1より，

1 + 2Ψ(u) = θ(u) =
1√
u
θ

(
1

u

)
=

1√
u

(
1 + 2Ψ

(
1

u

))
.

よって，

Ψ

(
1

u

)
= u

1
2 Ψ(u) +

1

2
u

1
2 − 1

2
.

したがって，s > 1に対して，

π− s
2 Γ
(s

2

)
ζ(s) =

∫ 1

0

t
s
2
−1Ψ(t) dt +

∫ ∞

1

t
s
2
−1Ψ(t) dt

=

∫ ∞

1

u− s
2
−1Ψ

(
1

u

)
du +

∫ ∞

1

t
s
2
−1Ψ(t) dt

=

∫ ∞

1

u− s
2
−1

(
u

1
2 Ψ(u) +

1

2
u

1
2 − 1

2

)
du +

∫ ∞

1

t
s
2
−1Ψ(t) dt

=

∫ ∞

1

u− s
2
− 1

2 Ψ(u) du +
1

2

∫ ∞

1

u− s
2
− 1

2 du − 1

2

∫ ∞

1

u− s
2
−1 du

+

∫ ∞

1

t
s
2
−1Ψ(t) dt

=

∫ ∞

1

t−
s
2
− 1

2 Ψ(t) dt +
1

2

[
1

− s
2

+ 1
2

u− s
2
+ 1

2

]∞
1

− 1

2

[
1

− s
2

u− s
2

]∞
1

+

∫ ∞

1

t
s
2
−1Ψ(t) dt

=

∫ ∞

1

(t−
s
2
− 1

2 + t
s
2
−1)Ψ(t) dt +

1

s − 1
− 1

s

=

∫ ∞

1

(t−
s
2
− 1

2 + t
s
2
−1)Ψ(t) dt − 1

s(1 − s)
.

以上によって，s > 1に対して，

π− s
2 Γ
(s

2

)
ζ(s) =

∫ ∞

1

(
t

s
2 + t

1−s
2

)
Ψ(t)

dt

t
− 1

s(1 − s)
(6.9)

が成り立つことが示された．しかし，この右辺の積分は，すべての実数 sに対し
て，収束して意味を持つ．さらに，sを 1− sで置き換えても，(6.9)の右辺は変わ
らない．以上によって，次の定理を得る．
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定理 6.2 (ゼータ関数の関数等式).

ζ̃(s) = π− s
2 Γ
(s

2

)
ζ(s)

とおけば，ζ̃(s) +
1

s(1 − s)
はすべての実数 sに対して定義され，関数等式

ζ̃(s) = ζ̃(1 − s)

を満たす．

この関数等式を書き直す．

π− s
2 Γ
(s

2

)
ζ(s) = π− 1−s

2 Γ

(
1 − s

2

)
ζ(1 − s).

この両辺に (−s)Γ
(
− s

2

)
をかければ，

π− s
2 (−s)Γ

(
−s

2

)
Γ
(s

2

)
ζ(s) = π− 1−s

2 (−s)Γ
(
−s

2

)
Γ

(
1 − s

2

)
ζ(1 − s).

定理 4.2より， (
−s

2

)
Γ
(
−s

2

)
Γ
(s

2

)
= Γ

(
1 − s

2

)
Γ
(s

2

)
=

π

sin πs
2

であり，(4.6)より，

(−s)Γ
(
−s

2

)
Γ

(
1 − s

2

)
=

√
π

2−s−1
(−s)Γ(−s) =

√
π

2−s−1
Γ(1 − s)

であるから，

π− s
2 2

π

sin πs
2

ζ(s) = π− 1−s
2

√
π

2−s−1
Γ(1 − s)ζ(1 − s),

ζ(s) = 2sπs−1 sin
(πs

2

)
Γ(1 − s) ζ(1 − s).

7 オイラー積表示
s > 1に対して，N > 1を自然数とし，N 以下の素数 pにわたる積

PN(s) =
∏
p≤N

1

1 − 1

ps
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を考える．0 <
1

ps
< 1であるから，

1

1 − 1

ps

=
∞∑

k=0

(
1

ps

)k

= 1 +
1

ps
+

1

p2s
+

1

p3s
+ · · ·

である．したがって，有限積 PN(s)を展開すれば，

N∑
n=1

1

ns
< PN(s) =

∑
n の各素因数≤N

1

ns
<

∞∑
n=1

1

ns
= ζ(s).

である．N → ∞とすれば，

lim
N→∞

PN(s) = ζ(s)

を得る．以上によって，次を得た．

命題 7.1 (ζ(s)のオイラー積表示).

ζ(s) =
∏

p

1

1 − 1

ps

(s > 1)

が成り立つ．ここで，右辺はすべての素数 pにわたる無限積を表す．

命題 7.1によって，リーマンのゼータ関数と素数が結びつくことがわかる．オイ
ラー積表示の対数をとれば，s > 1において，

log ζ(s) = log
(

lim
N→∞

PN(s)
)

= lim
N→∞

log PN(s)

= lim
N→∞

∑
p≤N

− log

(
1 − 1

ps

)
=
∑

p

− log

(
1 − 1

ps

)
.

ここで，− log(1 − x)のテイラー展開

− log(1 − x) =
∞∑

k=1

1

k
xk (|x| < 1)

を用いれば，

log ζ(s) =
∑

p

∞∑
k=1

1

k

1

pks

=
∑

p

1

ps
+
∑

p

∞∑
k=2

1

k

1

pks
.
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ここで，s ≥ 1に対して，

0 <
∑

p

∞∑
k=2

1

k

1

pks
≤
∑

p

∞∑
k=2

1

2

1

pks
≤
∑

p

∞∑
k=2

1

2

1

pk

=
∑

p

1

2

1

p2

(
1 − 1

p

) =
∑

p

1

2

1

p(p − 1)

≤
∞∑

n=2

1

2

1

n(n − 1)
=

∞∑
n=2

1

2

(
1

n − 1
− 1

n

)
=

1

2
.

したがって，

0 < log ζ(s) −
∑

p

1

ps
<

1

2
(s > 1)

を得る．同様な計算を有限積 PN(1)に対して行えば，

0 < log PN(1) −
∑
p≤N

1

p
<

1

2

を得る．一方，

PN(1) =
∑

n の各素因数≤N

1

n
>

N∑
n=1

1

n
≥
∫ N+1

1

1

x
dx = log(N + 1) > log N

が成り立つから，結局，次を得る．

命題 7.2. ∑
p≤N

1

p
> log log N − 1

2
(N > 1).

特に，すべての素数の逆数の和
∑

p

1

p
は∞に発散する．

8 素数定理
次の素数定理は，ガウスによって予想され，プーサンとアダマールによって 1896

年に証明された．

定理 8.1 (素数定理). log xを自然対数 (底 e = 2.718281 . . .の対数 )とすると，

π(x)(
x

log x

) −→ 1 (x → ∞).

28



対数積分

Li(x) =

∫ x

2

1

log t
dt (x ≥ 2)

を考える．t = euとおけば，

Li(x) =

∫ x

2

1

log t
dt =

∫ log x

log 2

eu

u
du.

ここで，指数関数のテイラー展開

eu = 1 +
∞∑

k=1

uk

k!

を用いれば，

Li(x) =

∫ log x

log 2

(
1

u
+

∞∑
k=1

uk−1

k!

)
du =

∫ log x

log 2

1

u
du +

∞∑
k=1

∫ log x

log 2

uk−1

k!
du

= [log u]log x
log 2 +

∞∑
k=1

[
uk

kk!

]log x

log 2

= log log x +
∞∑

k=1

(log x)k

kk!
+ c.

ここで，

c = − log log 2 −
∞∑

k=1

(log 2)k

kk!

とおいた．一方，部分積分によって対数積分を変形すれば，

Li(x) =

∫ x

2

1

log t
dt =

[
t

log t

]x

2

−
∫ x

2

t

(log t)2

(−1)

t
dt

=
x

log x
− 2

log 2
+

∫ x

2

1

(log t)2
dt.

ここで，最後の積分は∫ x

2

1

(log t)2
dt =

∫ √
x

2

1

(log t)2
dt +

∫ x

√
x

1

(log t)2
dt

≤
∫ √

x

2

1

(log 2)2
dt +

∫ x

√
x

1

(log
√

x)2
dt

≤
√

x

(log 2)2
+

x

(log
√

x)2

=

√
x

(log 2)2
+

4x

(log x)2

=

(
log x√

x(log 2)2
+ 4

)
x

(log x)2
≤ C

x

(log x)2
.

29



ここで，C =
2

e(log 2)2
+ 4とおいた．以上によって，

x

log x
− 2

log 2
≤ Li(x) ≤ x

log x
− 2

log 2
+ C

x

(log x)2
,

1 − 2 log x

(log 2)x
≤ Li(x)

(x/ log x)
≤ 1 − 2

log 2
+ C

1

log x
.

したがって，
Li(x)

(x/ log x)
−→ 1 (x → ∞).

これから，定理 8.1は次のように書き直せる．

定理 8.2 (素数定理).
π(x)

Li(x)
−→ 1 (x → ∞).

9 複素関数としてのゼータ関数
べき級数

∞∑
n=0

1

n!
zn = 1 + z +

1

2!
z2 +

1

3!
z3 + · · · (z = x + iy ∈ C)

は任意の複素数 zに対して絶対収束する．指数関数 ezは複素関数として，このべ
き級数によってによって定義される．

ez =
∞∑

n=0

1

n!
zn.

そのとき，指数法則
ez1+z2 = ez1ez2 (z1, z2 ∈ C)

が成り立つ．特に，z = x + yi (x, y ∈ R)とかけば，

ez = exeyi.

ここで，定義より，

eyi =
∞∑

n=0

1

n!
(yi)n =

∞∑
n=0

1

(2n)!
(yi)2n +

∞∑
n=0

1

(2n + 1)!
(yi)2n+1

=
∞∑

n=0

(−1)n

(2n)!
y2n + i

∞∑
n=0

(−1)n

(2n + 1)!
y2n+1

= cos y + i sin y.
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したがって，

ez = ex(cos y + i sin y), |ez| = ex (z = x + iy)

を得る．sを複素変数として，s = σ + iτ (σ, τ ∈ R)とかく．正の実数 tに対して，

ts = es log t

とする．そのとき，

|ts| =
∣∣eσ log t+iτ log t

∣∣ = eσ log t = tσ (s = σ + iτ)

である．σ0 > 1を任意にとって，σ ≥ σ0とすれば，

∞∑
n=1

1

|ns|
=

∞∑
n=1

1

nσ
≤

∞∑
n=1

1

nσ0
= ζ(σ0)

は収束するから，リーマンのゼータ関数の定義式

ζ(s) =
∞∑

n=1

1

ns

の右辺の級数は領域ℜ(s) = σ ≥ σ0において一様収束する．部分和

N∑
n=1

1

ns
=

N∑
n=1

e−s log n

は指数関数の和であるから，正則関数 (複素変数 sの関数として微分可能な関数)

である．したがってその一様収束極限として，ζ(s)は ℜ(s) > σ0において正則で
ある．σ0 > 1は任意であったから，結局，ζ(s)はℜ(s) > 1において正則である．
次に，ガンマ関数を複素関数としてみる．s = σ + iτ とし，0 < σ0 < σ1を任意
にとって，σ0 ≤ σ ≤ σ1とすれば，積分∫ 1

0

|ts−1|e−t dt =

∫ 1

0

tσ−1e−t dt ≤
∫ 1

0

tσ0−1e−t dt ≤
∫ ∞

0

tσ0−1e−t dt = Γ(σ0),∫ ∞

1

|ts−1|e−t dt =

∫ ∞

1

tσ−1e−t dt ≤
∫ ∞

1

tσ1−1e−t dt ≤
∫ ∞

0

tσ1−1e−t dt = Γ(σ1)

であるから，ガンマ関数を定義する積分∫ ∞

0

ts−1e−t dt

は σ0 ≤ ℜ(s) ≤ σ1において，一様収束する．有限区間での積分∫ R

ϵ

ts−1e−t dt
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は sの正則関数であるから，その一様収束極限である

Γ(s) =

∫ ∞

0

ts−1e−t dt

も σ0 < ℜ(s) < σ1における sの正則関数である．σ0 < σ1は任意であったから，結
局，Γ(s)はℜ(s) > 0における正則関数である．nを自然数とすれば，

Γ(s) =
1

s(s + 1) · · · (s + n − 2)(s + n − 1)
Γ(s + n)

によって，Γ(s)はℜ(s) > −nにおける有理型関数で，s = 0,−1, . . . ,−(n − 1)を
1位の極とする以外は，そこで正則である．nは任意の自然数であるから，結局，
Γ(s)はC全体で有理型関数であり，s = 0,−1,−2, . . .を 1位の極とする以外は正
則である．さらに，定理 4.2より，整数でない実数 sに対して，

Γ(s)Γ(1 − s) =
π

sin πs

が成り立つことから，一致の定理により，整数でない複素数 sに対しても，この等
式が成り立つ．特に，この等式から，ガンマ関数 Γ(s)は零点を持たない有理型関
数であることがわかる．よって，1/Γ(s)はC全体で正則である．
リーマンのゼータ関数 ζ(s)については，(6.9)の右辺の積分∫ ∞

1

(
t

s
2 + t

1−s
2

)
Ψ(t)

dt

t

は上と同様な議論によって，C全体で正則な関数である．したがって，

ξ(s) =
s(s − 1)

2
ζ̃(s) =

s(s − 1)

2
π− s

2 Γ
(s

2

)
ζ(s) (9.1)

とおけば，(6.9)より，

ξ(s) =
s(s − 1)

2

∫ ∞

1

(
t

s
2 + t

1−s
2

)
Ψ(t)

dt

t
+

1

2
(9.2)

はC全体で正則な関数であり，関数等式

ξ(s) = ξ(1 − s)

を満たす．

ζ(s) =
1

s − 1

π
s
2

Γ
(
1 + s

2

)ξ(s)
より，ζ(s)はC全体で有理型関数であり，s = 1以外では正則である．§ 2でみた
ように，

lim
s→1

(s − 1)ζ(s) = 1
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であるから，s = 1において ζ(s)は 1位の極を持ち，そこでの留数は 1である．
また，オイラー積表示

ζ(s) =
∏

p

1

1 − 1

ps

もℜ(s) > 1で収束することがわかり，これから，ℜ(s) > 1において，ζ(s)は零点
を持たないことがわかる．Γ(s)は零点を持たないから，ξ(s)はℜ(s) > 1において
零点を持たない．関数等式 ξ(s) = ξ(1− s)によって，ξ(s)はℜ(s) < 0においても
零点を持たない．したがって，ξ(s)の零点はすべて 0 ≤ ℜ(s) ≤ 1にある．以下，
リーマンのゼータ関数 ζ(s)と素数定理の関係を解説しよう．

10 素数定理の証明
Newmanによる素数定理の短い証明を紹介する．x以下の素数の個数は漸近的
に x/ log xに等しいという素数定理は，Hadamardと de la Valée Poussinによって
1896年に独立に証明された．彼らの証明は 2つの要素からなる：リーマンのゼー
タ関数 ζ(s)はℜ(s) = 1上に零点を持たないことを示すことと，それから素数定理
を導くことである．第一の主張の独創的な短い証明は同じ著者たちとMertensに
よってすぐ後に発見された．ここにそれを再録する．しかし，素数定理を導くこ
とは難しい解析を含み続けた．複素解析の使用を避けたという技術的な意味で初
等的証明は，1949年に SelbergとErdösによって発見された．しかし，この証明は
非常に複雑であり，解析的なものよりも動機付けが明らかではない．しかし，数
年前にD. J. Newmanは素数定理の解析的な証明に必要なTauber型の議論の非常
に単純なバージョンを発見した．我々はそれから得られる証明を述べる．それは
美しい単純な構造を持ち，Cauchyの定理以上のものをほとんど使わない．

limx→∞ f(x)/g(x) = 1のとき，f(x) ∼ g(x)と表す．正の定数 C が存在して，
|f(x)| ≤ C|g(x)|であるとき，f(x) = O(g(x))と表す．π(x)によって，x以下の素
数の個数を表す．

定理 10.1 (素数定理). x → ∞のとき，π(x) ∼ x

log x
である．

次の 3つの関数

ζ(s) =
∞∑

n=1

1

ns
, Φ(s) =

∑
p

log p

ps
, ϑ(x) =

∑
p≤x

log p (s ∈ C, x ∈ R)

の性質を調べる．pは常に素数を表すとする．リーマンのゼータ関数 ζ(s)を定義
する級数と Φ(s)を定義する級数は，ℜ(s) > 1において広義一様に絶対収束する．
実際，δ > 0とすれば，ℜ(s) ≥ 1 + δにおいて，

|ns| = |es log n| = eℜ(s) log n = nℜ(s) ≥ n1+δ.
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したがって，
∞∑

n=1

1

|ns|
≤

∞∑
n=1

1

n1+δ
= 1 +

∞∑
n=2

1

n1+δ

≤ 1 +
∞∑

n=2

∫ n

n−1

1

x1+δ
dx = 1 +

∫ ∞

1

1

x1+δ
dx

= 1 + lim
R→∞

∫ R

1

1

x1+δ
dx = 1 + lim

R→∞

[
− 1

δxδ

]R

1

= 1 +
1

δ
.

同様に，log x ≤ x − 1 < x (x ≥ 1)であるから，x ≥ 1のとき，

log xδ/2 < xδ/2, log x <
2

δ
xδ/2

である．したがって，ℜ(s) ≥ 1 + δにおいて，∑
p

log p

|ps|
=
∑

p

log p

pℜ(s)
≤
∑

p

log p

p1+δ
≤ 2

δ

∑
p

pδ/2

p1+δ

=
2

δ

∑
p

1

p1+δ/2
≤ 2

δ

∞∑
n=2

1

n1+δ/2
≤
(

2

δ

)2

.

したがって，ζ(s)とΦ(s)はℜ(s) > 1において正則関数を定義する．

命題 10.2. ℜ(s) > 1において，ζ(s) =
∏

p(1 − p−s)−1である．

[証明] 素因数分解の一意性と ζ(s)が絶対収束することから，

ζ(s) =
∑

r2,r3, ··· ≥0

1

(2r23r3 · · · )s
=
∏

p

(
∞∑

r=0

p−rs

)
=
∏

p

1

1 − p−s
(ℜ(s) > 1).

命題 10.3. ζ(s) − 1

s − 1
はℜ(s) > 0における正則関数に拡張される．

[証明] ℜ(s) > 1に対して，∫ ∞

1

1

xs
dx = lim

R→∞

∫ R

1

1

xs
dx = lim

R→∞

[
1

(1 − s)xs−1

]R

1

=
1

s − 1

であるから，

ζ(s) − 1

s − 1
=

∞∑
n=1

1

ns
−
∫ ∞

1

1

xs
dx =

∞∑
n=1

1

ns
−

∞∑
n=1

∫ n+1

n

1

xs
dx

=
∞∑

n=1

∫ n+1

n

(
1

ns
− 1

xs

)
dx. (10.1)
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この右辺の級数は，ℜ(s) > 0に対して，絶対収束する．実際，∫ x

n

s

us+1
du =

[
− 1

us

]x

n

=
1

ns
− 1

xs
(n ≤ x ≤ n + 1)

より， ∣∣∣∣∫ n+1

n

(
1

ns
− 1

xs

)
dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ n+1

n

∫ x

n

s

us+1
du dx

∣∣∣∣
≤
∫ n+1

n

∫ x

n

∣∣∣ s

us+1

∣∣∣ du dx

≤ max
n≤u≤n+1

∣∣∣ s

us+1

∣∣∣ =
|s|

nℜ(s)+1
.

∑∞
n=1

|s|
nℜ(s)+1 < ∞であるから，(10.1)の右辺の級数は，ℜ(s) > 0に対して絶対収

束する．

命題 10.4. ϑ(x) = O(x).

[証明] 自然数 nに対して，

22n = (1 + 1)2n =
2n∑

r=0

(
2n

r

)
≥
(

2n

n

)
である．n < p ≤ 2nならば，p|

(
2n
n

)
であるから，

(
2n
n

)
は
∏

n<p≤2n pで割り切れる．
したがって，

(
2n
n

)
≥
∏

n<p≤2n pである．また，

log

( ∏
n<p≤2n

p

)
=

∑
n<p≤2n

log p = ϑ(2n) − ϑ(n)

であるから，

2n log 2 ≥ log

(
2n

n

)
≥ log

( ∏
n<p≤2n

p

)
= ϑ(2n) − ϑ(n)

を得る．[x/2] = nとおけば，2n ≤ x < 2n + 2, [x]は 2nまたは 2n + 1である．し
たがって，

ϑ(x) − ϑ(x/2) = ϑ([x]) − ϑ([x/2]) =

{
ϑ(2n) − ϑ(n),

ϑ(2n + 1) − ϑ(n),

よって，

ϑ(x) − ϑ(x/2) ≤ ϑ(2n) − ϑ(n) + log x ≤ 2n log 2 + log x ≤ x log 2 + log x.
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任意のC > log 2に対して，すべてのx ≥ x0 = x0(C)について，log x ≤ (C−log 2)x

が成り立つから，結局，ϑ(x)− ϑ(x/2) ≤ Cx (∀x ≥ x0)が成り立つ．x ≥ x0とし，
r ≥ 0を x/2r ≥ x0 > x/2r+1となるように定める．

ϑ(x/2k−1) − ϑ(x/2k) ≤ C
x

2k−1
(k = 1, 2, . . . , r + 1)

について加えれば，

ϑ(x) − ϑ(x/2r+1) ≤ C

r+1∑
k=1

x

2k−1
≤ C

∞∑
k=1

x

2k−1
= 2Cx,

ϑ(x) ≤ 2Cx + ϑ(x/2r+1) ≤ 2Cx + ϑ(x0) = 2Cx + O(1).

命題 10.5. ℜ(s) ≥ 1に対して，ζ(s) ̸= 0であり，Φ(s) − 1

s − 1
は正則である．

[証明] ℜ(s) > 1に対して，命題 10.2の積は収束するから，ζ(s) ̸= 0である．
また，

−ζ ′(s)

ζ(s)
=
∑

p

log p

ps − 1
=
∑

p

log p

ps
+
∑

p

(
log p

ps − 1
− log p

ps

)
= Φ(s) +

∑
p

log p

ps(ps − 1)
.

最後の和は ℜ(s) > 1
2
において収束し，そこでの正則関数を定義する．命題 10.3

より，−ζ ′(s)/ζ(s)は ℜ(s) > 0で有理型であり，その極は，s = 1と ζ(s)の零点
だけである．したがって，この等式により，Φ(s)は ℜ(s) > 1

2
に有理型に拡張さ

れ，そこでの極は s = 1と ζ(s)の零点だけである．ζ(s)− 1

s − 1
= φ(s)とおけば，

ℜ(s) > 0において φ(s)は正則である．

−ζ ′(s)

ζ(s)
= −−(s − 1)−2 + φ′(s)

(s − 1)−1 + φ(s)
=

1 − (s − 1)2φ′(s)

(s − 1)(1 + (s − 1)φ(s))

であるから，lims→1 −(s − 1)
ζ ′(s)

ζ(s)
= 1である．ζ(s)が s = 1 + iα (α ∈ R, α ̸= 0)

において µ位の零点を持ち，s = 1 + 2iαにおいて，ν位の零点を持つとする．命
題 10.3より，µ, ν ≥ 0である．補題 10.6より，s = 1 − iαは µ位の零点であり，

s = 1 − 2iαは ν位の零点である．−ζ ′(s)

ζ(s)
，したがって，Φ(s)は，s = 1で留数 1

の 1位の極であり，s = 1 ± iαで留数−µの 1位の極であり，s = 1 ± 2iαで留数
−νの 1位の極である．よって，

lim
ϵ→+0

ϵΦ(1 + ϵ) = 1, lim
ϵ→+0

ϵΦ(1 + ϵ ± iα) = −µ, lim
ϵ→+0

ϵΦ(1 + ϵ ± 2iα) = −ν.
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これと不等式

2∑
r=−2

(
4

2 + r

)
Φ(1 + ϵ + irα) =

∑
p

log p

p1+ϵ

(
piα/2 + p−iα/2

)4 ≥ 0

から，6 − 8µ − ν ≥ 0，6 ≥ 8µ + ν ≥ 8µを得る．よって，µ = 0である．すなわ
ち，ζ(1 + iα) ̸= 0である．

Φ(s) = −ζ ′(s)

ζ(s)
−
∑

p

log p

ps(ps − 1)

から，− ζ′(s)
ζ(s)
は s = 1で留数 1の 1位の極を持つ以外では，ℜ(s) ≥ 1で正則である

から，Φ(s) − 1

s − 1
はℜ(s) ≥ 1で正則である．

補題 10.6 (Schwarz の鏡像の原理). 複素平面上の領域Dが実軸上の線分を含み，
実軸に関して対称であるとし，f(z)はDで正則であり，Dに含まれる実軸上では
実数値をとるとする．そのとき，f(z̄) = f(z)である．

[証明] F (z) = f(z̄)とおくと，f(z)が正則であることから，コーシー・リーマ
ンの方程式によって，F (z)も正則であることがわかる．zがDに含まれる実軸上
にあるとき，f(z)は実数であるから，F (z) = f(z̄) = f(z) = f(z)である．一致の
定理により，F (z) = f(z)である．よって，f(z̄) = f(z)である．

定理 10.7 (解析的定理). f(t) (t ≥ 0)を有界かつ局所可積分な関数とし，

g(z) =

∫ ∞

0

f(t)e−zt dt (ℜ(z) > 0)

は ℜ(z) ≥ 0に正則に拡張されるとする．そのとき，積分
∫∞

0
f(t) dtは収束して，

g(0)に等しい．

命題 10.8.

∫ ∞

1

ϑ(x) − x

x2
dxは収束する．

[証明] 自然数 nに対して，n = pが素数ならば，λ(n) = log p，そうでなけれ
ば，λ(n) = 0 と定義する．そのとき，λ(n) = ϑ(n) − ϑ(n − 1)である．ℜ(s) > 1
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に対して，

Φ(s) =
∑

p

log p

ps
=

∞∑
n=1

λ(n)

ns

=
∞∑

n=2

ϑ(n) − ϑ(n − 1)

ns
=

∞∑
n=2

ϑ(n)

ns
−

∞∑
n=2

ϑ(n − 1)

ns

=
∞∑

n=1

ϑ(n)

ns
−

∞∑
n=1

ϑ(n)

(n + 1)s
=

∞∑
n=1

ϑ(n)

(
1

ns
− 1

(n + 1)s

)
=

∞∑
n=1

ϑ(n)

∫ n+1

n

s

xs+1
dx =

∞∑
n=1

s

∫ n+1

n

ϑ(x)

xs+1
dx

= s

∫ ∞

1

ϑ(x)

xs+1
dx (x = et)

= s

∫ ∞

0

e−stϑ(et) dt.

ここで，

f(t) = ϑ(et)e−t − 1 (t ≥ 0), g(z) =
Φ(z + 1)

z + 1
− 1

z
(ℜ(z) > 0)

とおく．命題 10.5より，Φ(z + 1) − 1

z
= h(z)は ℜ(z) ≥ 0で正則である．した

がって，

g(z) =
h(z) + z−1

z + 1
− 1

z
=

h(z)

z + 1
− 1

z + 1

はℜ(z) ≥ 0で正則である．さらに，ℜ(z) > 0において，∫ ∞

0

f(t)e−zt dt =

∫ ∞

0

(ϑ(et)e−t − 1)e−zt dt

=

∫ ∞

0

ϑ(et)e−(z+1)t dt −
∫ ∞

0

e−zt dt

=
Φ(z + 1)

z + 1
−
[
−1

z
e−zt

]∞
0

=
Φ(z + 1)

z + 1
− 1

z
= g(z).

よって，定理 10.7より，積分∫ ∞

0

f(t) dt =

∫ ∞

0

(ϑ(et)e−t − 1) dt =

∫ ∞

1

(ϑ(x)x−1 − 1)x−1 dx

は収束する．

命題 10.9. ϑ(x) ∼ x.
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[証明] まず，lim sup
x→∞

ϑ(x)

x
≤ 1を示す．もしそうでないとすると，λ > 1が存

在して，ϑ(x) ≥ λxを満たすようないくらでも大きな xが存在する．そのような
xを固定する．定義から，ϑ(x)は広義単調増加関数であるから，t ≥ xならば，
ϑ(t) ≥ ϑ(x) ≥ λxである．したがって，∫ λx

x

ϑ(t) − t

t2
dt ≥

∫ λx

x

λx − t

t2
dt (t = xu)

=

∫ λ

1

λ − u

u2
du > 0.

これは，命題10.8に矛盾する．なぜなら，積分
∫ ∞

1

ϑ(t) − t

t2
dtは収束するから，ϵを

0 < ϵ <

∫ λ

1

λ − u

u2
duにとるとき，R > 0を十分大きくとれば，任意の y′ > y > R

に対して，

−ϵ <

∫ y′

y

ϑ(t) − t

t2
dt < ϵ

が成り立つ．特に，x > Rとし，y = x, y′ = λxとすれば，

ϵ <

∫ λ

1

λ − u

u2
du ≤

∫ λx

x

ϑ(t) − t

t2
dt < ϵ

となって，矛盾である．したがって，lim sup
x→∞

ϑ(x)

x
≤ 1である．

次に，lim inf
x→∞

ϑ(x)

x
≥ 1を示す．もしそうでないとすると，λ < 1が存在して，

ϑ(x) ≤ λxを満たすようないくらでも大きな xが存在する．そのような xを固定す
る．そのとき，ϑ(x)は広義単調増加関数であるから，t ≤ xならば，ϑ(t) ≤ ϑ(x) ≤
λxである．したがって，∫ x

λx

ϑ(t) − t

t2
dt ≤

∫ x

λx

λx − t

t2
dt (t = xu)

=

∫ 1

λ

λ − u

u2
du < 0.

これも，命題 10.8に矛盾する．なぜなら，ϵを 0 < ϵ < −
∫ 1

λ

λ − u

u2
duにとるとき，

R > 0を十分大きくとれば，任意の y′ > y > Rに対して，

−ϵ <

∫ y′

y

ϑ(t) − t

t2
dt < ϵ

が成り立つ．特に，x > Rとし，y = λx, y′ = xとすれば，

ϵ < −
∫ 1

λ

λ − u

u2
du ≤ −

∫ x

λx

ϑ(t) − t

t2
dt < ϵ
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となって，矛盾である．したがって，lim inf
x→∞

ϑ(x)

x
≥ 1 である．以上によって，

lim sup
x→∞

ϑ(x)

x
= lim inf

x→∞

ϑ(x)

x
= 1，したがって， lim

x→∞

ϑ(x)

x
= 1が示された．

定理 10.1の証明

任意の ϵ > 0に対して，

ϑ(x) =
∑
p≤x

log p ≤
∑
p≤x

log x = π(x) log x,

ϑ(x) ≥
∑

x1−ϵ<p≤x

log p ≥
∑

x1−ϵ<p≤x

(1 − ϵ) log x = (1 − ϵ)
(
π(x) − π(x1−ϵ)

)
log x

より，

ϑ(x)

x
≤ π(x) log x

x
≤ 1

1 − ϵ

ϑ(x)

x
+

π(x1−ϵ) log x

x
≤ 1

1 − ϵ

ϑ(x)

x
+

log x

xϵ
.

これから，

1 = lim
x→∞

ϑ(x)

x
≤ lim inf

x→∞

π(x) log x

x

≤ lim sup
x→∞

π(x) log x

x
≤ lim

x→∞

(
1

1 − ϵ

ϑ(x)

x
+

log x

xϵ

)
=

1

1 − ϵ
lim

x→∞

ϑ(x)

x
+ 0 =

1

1 − ϵ

ϵ > 0は任意であるから，

lim inf
x→∞

π(x) log x

x
= lim sup

x→∞

π(x) log x

x
= 1,

したがって， lim
x→∞

π(x) log x

x
= 1である．

定理 10.7の証明

T > 0に対して，

gT (z) =

∫ T

0

f(t)e−zt dt

とおく．明らかに，gT (z)はすべての zにおいて正則である．我々の目標は，

lim
T→∞

gT (0) =

∫ ∞

0

f(t) dt = g(0)

を示すことである．Rを大きくとり，δ > 0をRに応じて十分小さくとって，領域
{z ∈ C | |z| ≤ R, ℜ(z) ≥ −δ}の境界を Cとするとき，g(z)は Cの内部および C

上で正則であるとする．
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-

6

?

0 R

C+

C ′
−

C−

−δ

このとき，コーシーの積分公式から，

g(0) − gT (0) =
1

2πi

∫
C

(
g(z) − gT (z)

)
ezT

(
1 +

z2

R2

)
dz

z

を得る．半円C+ = C ∩ {ℜ(z) > 0}上では，∣∣∣∣(g(z) − gT (z)
)
ezT

(
1 +

z2

R2

)
1

z

∣∣∣∣ ≤ 2B

R2
, B = max

t≥0
|f(t)|

が成り立つ．実際，z ∈ C+に対して，

|g(z) − gT (z)| =

∣∣∣∣∫ ∞

T

f(t)e−zt dt

∣∣∣∣ ≤ B

∫ ∞

T

∣∣e−zt
∣∣ dt

= B

∫ ∞

T

e−ℜ(z)t dt = B

[
− 1

ℜ(z)
e−ℜ(z)t

]∞
T

=
Be−ℜ(z)T

ℜ(z)
(ℜ(z) > 0).

また，z = Reiθとかけるから，∣∣∣∣ezT

(
1 +

z2

R2

)
1

z

∣∣∣∣ = eℜ(z)T

∣∣∣∣(1 +
z2

R2

)
1

z

∣∣∣∣ = eℜ(z)T

∣∣∣∣(1 + e2iθ
) e−iθ

R

∣∣∣∣
= eℜ(z)T

∣∣eiθ + e−iθ
∣∣ 1

R
= eℜ(z)T |z + z̄|

R2
= eℜ(z)T 2|ℜ(z)|

R2

であるから，非積分関数の絶対値は
2B

R2
以下である．したがって，

1

2π

∣∣∣∣∫
C+

(
g(z) − gT (z)

)
ezT

(
1 +

z2

R2

)
dz

z

∣∣∣∣ ≤ 1

2π

2B

R2
πR =

B

R
.
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C− = C ∩ {ℜ(z) < 0}上では，g(z)と gT (z)を別々に扱う．gT (z)は整関数である
から，C−上の積分は，半円C ′

− = {z ∈ C | |z| = R, ℜ(z) < 0}上の積分で置き換
えられる．z ∈ C ′

−に対して，

|gT (z)| =

∣∣∣∣∫ T

0

f(t)e−zt dt

∣∣∣∣ ≤ B

∫ T

0

∣∣e−zt
∣∣ dt

≤ B

∫ T

−∞
e−ℜ(z)t dt = B

[
− 1

ℜ(z)
e−ℜ(z)t

]T

−∞

=
Be−ℜ(z)T

|ℜ(z)|
(ℜ(z) < 0).

また，前と同様に， ∣∣∣∣ezT

(
1 +

z2

R2

)
1

z

∣∣∣∣ = eℜ(z)T 2|ℜ(z)|
R2

であるから，非積分関数の絶対値は
2B

R2
以下である．したがって，

∣∣∣∣ 1

2πi

∫
C−

gT (z)ezT

(
1 +

z2

R2

)
dz

z

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1

2πi

∫
C′

−

gT (z)ezT

(
1 +

z2

R2

)
dz

z

∣∣∣∣∣ ≤ B

R
.

最後に，C−上の g(z)に関する積分∫
C−

g(z)ezT

(
1 +

z2

R2

)
dz

z

は T → ∞のとき，0に収束することを示そう．関数 g(z)

(
1 +

z2

R2

)
1

z
は T によら

ない．したがって，コンパクト集合C∩{ℜ(z) ≤ 0} (⊃ C−)上の
∣∣∣∣g(z)

(
1 +

z2

R2

)
1

z

∣∣∣∣
の最大値をM とすれば，∣∣∣∣∫

C−

g(z)ezT

(
1 +

z2

R2

)
dz

z

∣∣∣∣ ≤ M

∫
C−

∣∣ezT
∣∣ |dz| = M

∫
C−

eℜ(z)T |dz|

≤ 2MRe−δT + 2M

∫ arcsin(δ/R)

0

e−RT sin θR dθ

≤ 2MRe−δT + 2M

∫ arcsin(δ/R)

0

e−2RTθ/πR dθ

= 2MRe−δT + 2MR
[
− π

2RT
e−2RTθ/π

]arcsin(δ/R)

0

= 2MRe−δT +
πM

T

(
1 − e−2RT arcsin(δ/R)/π

)
≤ 2MRe−δT +

πM

T
→ 0 (T → ∞).
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以上によって，

|g(0) − gT (0)| =

∣∣∣∣ 1

2πi

∫
C

(
g(z) − gT (z)

)
ezT

(
1 +

z2

R2

)
dz

z

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣ 1

2πi

∫
C+

(
g(z) − gT (z)

)
ezT

(
1 +

z2

R2

)
dz

z

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣ 1

2πi

∫
C−

(
g(z) − gT (z)

)
ezT

(
1 +

z2

R2

)
dz

z

∣∣∣∣
≤ B

R
+

∣∣∣∣ 1

2πi

∫
C−

gT (z)ezT

(
1 +

z2

R2

)
dz

z

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣ 1

2πi

∫
C−

g(z)ezT

(
1 +

z2

R2

)
dz

z

∣∣∣∣
≤ B

R
+

B

R
+

MR

π
e−δT +

M

2T
.

よって，

lim sup
T→∞

|g(0) − gT (0)| ≤ 2B

R
.

ここで，Rは任意の正の実数であったから，R → ∞として，

lim
T→∞

|g(0) − gT (0)| = 0

を得る．
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