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昭和40年代の中学校教科書に見られる

方程式と関数とを関連づける記述について

布川　和彦　　

上越教育大学　

１．はじめに

　文字式や方程式の学習と関数の学習とを関

連づける試みは代数に対する関数的アプロー

チ ( a functional approach to algebra)として、例え

ば Kieran ら (1996) により提唱されてきた 。

Kieran ら (1996)によれば、「関数的アプロー

チでは、文字が変数として見られるだけでな

く、関数的関係を表現するために用いられる

表象が操作的、プロセス志向的な仕方で提示

される」(p. 258)とされる。また文字式を用い

た問題解決では、通常、未知数を伴う方程式

を作ることが行われるが、関数的アプローチ

の場合には「問題中に与えられたものの間の

より一般的な関数的関係を作り出したり、入

力－出力の文字の名称を変数と見なすといっ

たことが行われる」(p. 258)。例えば、雑誌販

売のバイトで週の基本給が 20 ドルで１契約に

つき 4 ドル加算されるとき、50 ドル以上を得

るには何件の契約が必要かを考える場合、通

常の方程式の学習であれば、20+4x=50 と方程

式を立て、これを解いて答えを求めるであろ

う。関数的アプローチでは、まずは 20＋

4×(契約数)＝(収入)という一般的な関係を作

り出すことを促しており、またその際に、(契

約数)や(収入)といった名称は変数と見なされ

ることになる。

　Kieran ら (1996)の用いたコンピュータ・プ

ログラムでは、上のような関係を子どもたち

が計算手続きとして記述すると、入力の数を

入れるごとに対応する値を出力してくれるだ

けでなく、表の形やグラフの形でも表示でき

るようになっている。ただし彼らは、子ども

たちがコンピュータ上で計算手続きを記述す

る前に、「いくつかの演算を手で実行」し、

「いくつかの数を試してみることで問題文の

感じをつかもうとする」(p. 259)ことを重視し

ている。上の契約の問題であれば、5 件の契

約がとれたときの収入や 10 件の契約がとれた

ときの収入を計算してみることが考えられる。

さらに初期の段階では、代入する数値を変え

ながら逐次近似的に目標となる数値に近づけ

て答えを求める方法も許されている。場面中

の数量間の関係をいったんは関数的関係とし

て捉えようとすることを通して問題場面を把

握することを試み、その後に、１つの量が特

定の値になる場合をその関係をもとに考える

という解決の流れが見られる。

　関数的アプローチを採用した研究はその後

も見られ、例えば Farmaki (2004)は関数的アプ

ローチを採用し、13 歳児を対象とした方程式

と関数の単元を統合したコースを開発してい

る。そこでは多様な問題場面をグラフ、表、

式と結びつけるとともに、これらの表象を方

程式の考えと結びつけたとしている。ただし

解決の初期段階では、問題のグラフ的表現に

注意が向けられ、x は未知の量というよりも

変数として見られるようにしている。例えば

2x+4 と表される量と 3x と表される量が等し

くなる場面、つまり方程式 2x+4=3x で表され

る場面についての問題でも、最初は y=2x+4

−1−

上越数学教育研究，第32号，上越教育大学数学教室，2017年，pp.1-10



と y=3x のグラフや表といった、それぞれの量

の変化を表す表象が用いられている。解決を

行う生徒へのインタビューをもとに、関数的

アプローチでは場面が参照領域となり文字に

意味が与えられたり、また関数的アプローチ

が場面を参照しながら問題を解決する方法を

与えうることを示している。

　さらに Schliemann ら (2013) は、このアプ

ローチも利用しながら小学校３～５年生に方

程式を指導することを試みている。この研究

でも、「扱っている場面に関わる量や行為に

シンボルが関連付けられる」(p. 162)ことが重

視されている。

　わが国の現行の教科書では、中学校２年の

１次関数単元の中で、２元１次方程式のグラ

フ、および連立方程式と１次関数との関係が

扱われる。これに関わり榎本 (2015)は教科書

の２元１次方程式のグラフに関する内容を分

析し、２元１次方程式を関数を表す式と見る

にあたっては、x に数値を代入して y の値を

求める活動と、式を y=ax+b の形に変形して

１次関数のグラフの特徴である傾きや切片を

読みとる活動があること、前者が式の操作的

捉え方に対応するのに対し、後者は式の構造

的捉え方に対応することを指摘している。

　また榎本 (2013)は、関数的アプローチとい

う視点から文字式の理解をとらえる枠組みの

構築を試みており、式変形に基づき方程式を

解く代数的アプローチに対して、関数的アプ

ローチを次のように規定している (p. 28)：

「代数的アプローチによって立式された方程

式・不等式に対応する一般的な関数関係を見

出し、関数表現である表・グラフを利用して

解を求める方法」。また関数的アプローチを

行う際には、方程式・不等式の中の「文字を

未知数から変数へ見方を変えなければいけな

い」こと、および「方程式・不等式が表して

いる数量関係を相等（大小）関係から関数関

係へ見直す必要もある」ことを指摘している

(p. 31)。さらに榎本(2013)は式の形により生徒

の文字の理解が影響を受け、ax+by=c という

形では未知数ととらえながら、y=ax+b という

形では変数ととらえる生徒の例をあげている。

　一方、Mizoguchi (2015)や山脇ら(2013)は、

現行の教科書の内容を越えて、方程式と関数

のグラフとの連携を図っている。彼らは「関

数のグラフを問題解決の手段の１つとして捉

えることを提案し」(山脇ほか, 2013, p. 186)、

「生徒がグラフを方程式を立てるための効果

的なツールとして利用できるようになるこ

と」(Mizoguchi, 2015, p. 625)を期待して、具体

的な教科書の作成およびそれを用いた授業の

実践を行っている。その中では中学校３年生

に対しては y=ax2 のグラフだけでなく一般の

２次関数 y=ax2+bx+c のグラフも指導し、２次

方程式との連携を図りやすくしている。また

中学校２年生を対象とした連立２元１次方程

式を１次関数のグラフを用いて考える活動に

おいては、「グラフを y軸方向に平行移動す

ることで、問題場面の現象を傾きの異なる２

つのグラフの和として表現すること」(山脇ほ

か, 2013, p. 188)なども取り扱われている。そ

こには、そうしたグラフの操作も指導するこ

とで、問題場面をグラフで表現したり、解の

見当をつける可能性を高めようとの試みを見

ることができる。

　ところでわが国の教科書でも、過去のもの

を見てみると、方程式と関数との関連づけが

現行よりも緊密と思われる記述を見出すこと

ができる。もちろんそこでの扱い方は上述の

今日的動きと必ずしも一致するわけではない

が、しかしそうした過去の状況についても検

討を加えておくことは、今日的な動きをより

よく理解し、またより効果的に展開していく

上でも意義のあることと考えられる。そこで

本稿では、現行の中学校教科書よりもさらに

多様な方程式と関数との関連づけが見出され

る昭和 40 年代半ばの２つの時期の教科書に焦

点を当て、そこで見出される関連づけのあり

方とその特徴を検討することを試みる。具体
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的には、現代化の最初の時期にあたる昭和 46

年検定の教科書と、そこへの移行期にあたる

昭和 43 年改訂検定の教科書をとりあげる。

　以下では記述を簡潔にするために教科書会

社をイニシャルで表す：啓林館→Kr，東京書

籍→T，大阪書籍→O，大日本図書→D，教育

出版→Ky，学校図書→G。その後に検定年度

を付して教科書を特定する。例えば Kr43 は

啓林館の昭和 43 年版の教科書を，T46 は東京

書籍の昭和 46 年版の教科書を表す。

２．方程式を変数を用いて導入している例　

　現代化の時期の教科書である昭和 46 年版で

は、いくつかの教科書において方程式を変数

を用いて定義している。

　O46 は１年「方程式」単元で変数を定義し

た後、「変数をふくんだ等式を、方程式とい

う」として、方程式を変数を用いて定義して

いる。またこの定義の直後にある、さいころ

を投げて出た目の数に６を加えたら３倍に

なったことを関係式で表すという例題では、

「出る目の数を x とすると、変数 x の変域は

{1, 2, 3, 4, 5, 6}」という記述がある。ここでは

文字を変数と呼ぶだけでなく、変域という変

数にそった語り方がなされている。方程式の

解法を学習する部分でも次のような語り方が

されている：「方程式の解の集合を求めると

き、x の変域の値について、いちいち代入し

て調べるのは、手数がかかって実際的でな

い」。さらに「方程式の利用」において解の

吟味に関わり次のような説明がある：「実際

の問題では、選んだ変数 x のとる値に制限が

ついている場合がある」。

　２年でも同様の傾向が見られ、「連立方程

式」単元では「２種類の変数 x, y を含む方程

式を、x と y についての二元方程式という」

との定義を行っている。さらに連立方程式に

ついて加減法や代入法を説明する際にも、

「１つの変数を消去することを考えればよ

い」、「いっぽうの方程式を１つの変数につ

いて解き」といったように、文字を変数とす

る語り方がされている。この時期には連立３

元１次方程式も扱われるが、これも「３種類

の変数」を含む方程式として定義される。た

だし３年「二次方程式」単元では、文字を変

数とする語り方は見られない。

　D46 も１年「方程式・不等式」単元の最初

に変数を定義し、その上で方程式を次のよう

に定義している:「変数 x, y などを使って表し

た条件が、4x=20, 3y+5=14 などのように、等

式になっているとき、この等式を方程式とい

う」。また解についても「一つの変域内に

あって」方程式を満たす変数の値のことだと

しており、例えば方程式 2x+1=6 を x の変域

が{－2, －1, 0, 1, 2}の場合と、{1/2, 1, 3/2, 2, 5/2,

3}の場合とでそれぞれ解くように求める問い

なども設定されている。

　D46 の２年では、「一次関数」単元の前に

「方程式・不等式」単元が、後に「二元一次

方程式」単元が設定されている。ただし前者

においては１元１次不等式の解法が中心であ

り、１次方程式については、4(x－2)=3(x+1)や

(3x+4)/2－(x－1)/3=7 といった形のものが扱わ

れる。「二元一次方程式」単元では「変数を

二つふくむ一次の等式を二元一次方程式とい

う」と説明するとともに、x, y の変域が正の

整数の集合である場合や、変域が有理数の集

合の場合などを話題にしている。また連立２

元１次方程式の解法を考える際にも、まず２

元１次方程式の解の集合のグラフをつくり、

２直線の交点の座標を用いて解くことを扱っ

た後、「連立二元一次方程式は、式の変形に

よって、一元一次方程式を導いて解くことも

できる」として、代入法と加減法の学習に進

んでいる。

　Kr46 の１年「文字を使った式」単元では、

具体的な場面から x/4－x/5=1/2 という等式を

作り、この等式に「あてはまる数 x」を考え

た後、「このような x についての等式を、x

についての方程式」というとして方程式を定
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義している。ただしその少し前の箇所で「等

式 2x+3=7 や、不等式 x+6>8 は、変数 x の値

についての条件を示したものとみることがで

きる」としており、等式が変数に関わるもの

として語られている。

　Kr46 の２年「連立方程式」の最初で２元１

次方程式を導入する場面においては、具体的

な場面から立てた x+y=10 という式(1)につい

て「x, y はいずれも変数と考えられ、この等

式(1)は、それらの値についての条件を表した

ものとみることができる」と説明しており、

方程式中の文字を変数として語っている。ま

たこの方程式の正の整数の範囲での解を考え

る際には、「x, y の変域が正の整数の範囲で

あるとき」としており、変域という変数と関

連した用語を用いた語り方となっている。

　ただし方程式を変数を用いて定義すること

は、この時期の全ての教科書で行われていた

わけではない。G46 は方程式が導入されるの

が変数を学習する前ということもあり、方程

式を「x の値によって成立したり、不成立に

なったりする等式を、文字 x についての方程

式といい」と定義している 1)。同様に、Ky46

と T46 でも変数の学習が方程式の導入の後に

なることから、「含まれる文字の値によって

成り立つことも、成り立たないこともある等

式」(Ky46)、「式の中の文字に特別な値を代

入したときにかぎって成り立つ等式」(T46)と

方程式を定義しており、変数などへの言及は

ない。これらの教科書では２年で２元１次方

程式を学習する際にも、文字が変数であると

いう語り方はされないが、変域について言及

される場面は見られる。例えば、G46 の２年

「連立方程式」単元では「特にことわりのな

いかぎり、x, y の変域は、すべて有理数の集

合とする」という記述が見られ、Ky46 の２年

「連立方程式」単元には「x, y の変域が{1, 2,

3, 4}であるとき、方程式 x+3y=10 の解につい

て調べよう」という記述が見られる。また

Ky46 では「連立方程式」単元の中で、x+y=7

を正の整数の範囲で求めた解の組{(1, 6), (2, 5),

(3,4), (4,3), (5,2), (6,1)}をグラフに表すことも

行っている。

　なお、昭和 43 年版の教科書では、それが依

拠する指導要領において「未知数」が第２学

年で指導すべき用語に含まれていることもあ

り、方程式を「未知数を含む等式」(Kr43)と

して定義したり、「式の中の文字に特別な値

を代入したときにかぎって成り立つ等式」と

して方程式を定義した上で、方程式中の「ま

だわかっていない数（または、それを表す文

字）を未知数という」と補足したり(T43, D43,

O43, Ky43, G43)しており、変数と関わらせた

語り方にはなっていない。

３．グラフを用いた方程式の解法

　第１節でも述べたように、現行の中学校の

教科書でも、連立２元１次方程式をグラフを

用いて解くことは扱われている。本稿で考察

している時期の教科書では、２次方程式や１

元１次方程式をグラフで考える例が見られる。

(1) ２次方程式のグラフによる解法

昭和 43 年の教科書では、２次関数の学習の

中で、２次方程式をグラフを用いて解くこと

が扱われている。

　例えば T43 の３年必修・選択用では、「２

次関数」単元の第３節が「２次関数と２次方

程式」という内容になっている。なお２次方

程式はこの前の章で学習をしている。節の冒

頭では２次関数 y=ax2+c のグラフと２次方程

式の関係を取り上げる。高さ 45 m のところか

らボールを落としたときに、x秒後の高さが

およそ y=45－5x2 で表されることを取り上げ、

高さが 25 m になるのは何秒後かを考えている。

これを式の変形により解くとともに、２次関

数としてのグラフを示し、解いて得られた

x=2 がグラフで y=25 に対応する x の値である

ことを確認している。

　次に y=ax2+bx+c のグラフと２次方程式の関

係に進み、y=x2-2x-1 についていくつかの y
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の値に対応する x の値を調べた後、２次関数

y=ax2+bx+c で y=k としたときの x の値はこの

２次関数のグラフと直線 y=k との交点の x座

標で、それは２次方程式 ax2+bx+c=k の解であ

ること、特に y=0 のときの x の値は２次関数

のグラフと x軸との交点の x座標で、２次方

程式 ax2+bx+c=0 の解であることをまとめてい

る。

　さらに「２次方程式のグラフによる解き

方」として、「y=x2 のグラフを用いる方法」

を取り上げている。例として x2-2x-3=0 の解

を y=x2 のグラフと y=2x+3 のグラフの交点か

ら求めている。またグラフによる解法では整

数解でない場合には「近似値しか求められな

い」ことを注意している。なお必修・選択用

は、現行では高校の数学 I で取り上げられる、

y=ax2+bx+c のグラフと x軸の交点の個数が２

次方程式の解の個数になるという内容も取り

上げている。

　以上のような扱い方は必修・選択用に限っ

たことではなく、T43 の３年必修用において

も見られる。必修用においては y=ax2+c のグ

ラフしか扱わないために、上の y=ax2+bx+c の

グラフと２次方程式の関係は取り上げられな

いが、y=ax2+c のグラフと２次方程式との関

係、および放物線 y=x2 と直線の交点を用いた

解法は取り上げられている。これはこの時期

の教科書が依拠する指導要領において、第３

学年で y=ax2 と y=ax2+c のグラフを用いた２

次方程式の解法を指導するよう書かれている

ことに対応している。また必修用では、放物

線 y=x2 と直線の交点の個数と、２次方程式の

解の個数の関係が説明されている。

　Ky43, G43 の３年必修・選択用では、導入

で具体的な場面を想定せずに関数や方程式の

式だけを提示している点を除けば、T43 のそ

れとほぼ同様の内容を取り上げている。Kr43

の３年必修・選択用では「方程式の根とグラ

フ」は２ページ半ほどの扱いであるが、１

ページは１次方程式が扱われ、２次方程式に

ついては１ページ半ほどで扱われている。そ

して y=x2 と y=ax+b のグラフの交点を用いた

解法だけが説明される。O43 の３年必修・選

択用も１ページ扱いで、y=x2 と y=ax+b のグ

ラフの交点を用いた解法だけが取り上げられ

ている。D43 もやはり１ページの記述である

が、y=ax2 と y=k のグラフの交点を用いた解法

と、y=ax2+bx+c と x軸との交点を用いた解法

が取り上げられている。同社の同じ指導要領

による初期の検定教科書(D36)では、「二次関

数の応用」の節の最初に５ページにわたり

「二次方程式のグラフによる解法」の記述が

あり、T43 と同様の内容が扱われている。一

部の教科書では系統学習の時期に、２次方程

式のグラフによる解法の扱いを軽くする動き

があったと推測される。

　２次方程式と２次関数を関連づけることは

現代化の指導要領では記載がなくなり、教科

書でも基本的には見られなくなる。例えば

T46 では２次関数について学習する３年「関

数とグラフ」単元において「２元１次不等式

の表す範囲」という節は見られるが、方程式

との関わりについては触れられていない 。

Kr46 では３年「関数」単元に「方程式・不等

式とグラフ」という節が設けられ、「関数の

グラフと、方程式や不等式の解との関係につ

いて考え」ているが、１次の範囲に限られて

おり、２次関数と２次方程式との関係は取り

上げられていない。これに対し Ky46 には３

年「関数」単元の中に「２次関数と２次方程

式」の記述が、１ページ程度ではあるが見ら

れる。そこでは方程式(1/2)x2-8=0 を、y=x2 の

グラフと y=16 のグラフの交点を用いて解い

ている。そして「y=x2 のグラフをかいておけ

ば、定木のへりで直線を表すことによって、

いろいろな２次方程式を解くのに共通に使え

るから便利である」と、Ky43 と同様の説明を

行っている。

　なお２次方程式自体の解法ではないが、平

方根を学習する際に y=x2 や y=√ x のグラ
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フを利用することが、この時期の一部の教科

書で見られる。例えば、G43 の３年必修選択

用では、最初の単元が「平方根」であり、し

たがって２次関数については未習であるにも

関わらず、単元冒頭で y=x2 のグラフをかかせ

ている。続く平方根の学習では、y=x2 のグラ

フをもとに平方すると 9 になる数を考えさせ

ている。さらに y=x2 のグラフから √5 や √2

などの近似値も求めさせている。同様の扱い

は３年必修用にもみられる。

　また T46 の３年「平方根」単元では、やは

り２次関数の学習の前ではあるが y=x2 のグラ

フをかかせ、平方して 9 になる数がいくつあ

るかを確認する場面や、 √5 と √7 の大小を

比較する場面でグラフを用いて確認を行って

いる。

(2) １元１次方程式のグラフによる解法

この時期の教科書には、２元１次方程式だ

けでなく、１元１次方程式についてもグラフ

による解法に触れているものが見られる。例

えば、Kr43 では２年「量の変化とグラフ」単

元で「一次関数のグラフと一次方程式の根」

について学習しているが、そこではまず 、

y=ax+b のグラフと ax+b=0 の解との関係を取

り上げ、ax+b=0 の解が y=ax+b のグラフと x

軸との交点の x座標に等しいことをまとめて

いる。その後に連立２元１次方程式の解が２

つの直線の交点の座標に等しいことの学習に

進んでいる。なお Kr46 では２年「一次関

数」で１元１次方程式には言及されなくなる

ものの、３年「関数」単元の「方程式・不等

式とグラフ」の中で、y=2x-3 のグラフで y=5

となる x の値を求めると、これが方程式 2x-

3=5 の解になることを取り上げている。

　Ky43 の２年「座標とグラフ」単元では、

「一次関数と一次方程式」の最初に「グラフ

を使って方程式を解くことを考えよう」とし

て「一次方程式 ax+b=c の根は、直線 y=ax+b

と、直線 y=c との交点の x座標に等しい」こ

とを扱い、それから ax+by=c のグラフに進ん

でいる。G43 の２年「１次関数」単元でも、

「１次関数の応用」の最初に「１次関数と１

次方程式」を扱い、「１次方程式 2x-4=0 の

根」を「１次式を x の関数とみて、y=2x-4 と

置」いて考えた後、「１次方程式 ax+b=0 は、

１次関数 y=ax+b で、y の値が 0 になった場合

であるといえる」とまとめている。

　D43 は２年「式の値の変化とグラフ」の単

元で連立２元１次方程式のグラフによる解き

方を学習した後に、両辺に x が現れる１元１

次方程式 ax+b=cx+d を取り上げ、これを

y=ax+b, y=cx+d の連立方程式としてグラフを

用いて解くことを扱っている。その後で「一

次方程式 ax+b=0 をグラフを使って解くには、

y=ax+b のグラフをかき、それと x軸との交点

の x座標を読めばよい」とまとめだけ示して、

問いを解かせている。最後に「グラフを使っ

て解いた結果は、一般に、根の近似値であ

る」との注意を載せている。

　両辺に x がある１次方程式をグラフを用い

て解くことは、現代化の時期の教科書にも一

部見られる。O46 では２年「一次関数」で連

立２元１次方程式の解をグラフを用いて求め

ることを学習した後、 (1/2)x-2=3-(1/3)x をグ

ラフを用いて解くことを取り上げている。両

辺に対して y=(1/2)x-2 と y=3-(1/3)x のグラフ

を考え、その交点の x座標として解を求めて

いる。Ky46 も２年「１次関数」の最後で「グ

ラフを使って、連立方程式を解く方法」を考

えた後、「グラフを使って、１元１次方程式

を解く方法を考えよう」として、 3x-32=

-2x+8 をグラフを使って解いている。そして

y=3x-32 と y=-2x+8 のグラフの「交点の x座

標を読めばよい」とまとめている。

　この両辺に x が現れる方程式については

Kieran ら (1996)が算数のような逆算による解

法が直接適用できないために、生徒にとって

困難が見られたと報告しており、関数的アプ

ローチの有用性が感じられやすい方程式とも

考えられる。そうした方程式を２つの１次関
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数のグラフの交点を用いて解く方法が、この

時期には取り上げられていたことになる。

(3) ２元１次方程式の取り扱い

　２元１次方程式を１次関数と関連づけて考

えることは現行の教科書でも行われている。

ただ２元１次方程式と１次関数のグラフとの

関連を扱うにあたり、関数的アプローチの観

点から見て、現行の教科書とは多少異なる取

り上げ方をしている事例が見られるので、そ

れについても検討しておく。

　第一に方程式をグラフを用いて考える際、

方程式中の文字を変数とみなすことを明確に

断る例が見られる。G43 の３年必修選択用の

「連立方程式」単元では、冒頭に「方程式と

グラフ」として、「等式 y=x-2 に適する(x, y)

を座標とする点はすべて直線 y=x-2 のグラフ

の上にあり、また、逆に直線 y=x-2 のグラフ

の上にある点の座標(x, y)は、すべて等式 y=x-

2 に適する」ことを確認している。そして、

次のことを明確に断っている：「等式 y=x-2

は、x, y を未知数とみれば方程式となり、x, y

を変数とみれば、y は x の 1 次関数となる」。

また「このように、x, y についての等式は、

方程式とみることも、関数関係とみることも

できる」とも説明している。

　D43 でも２年「式の値の変化とグラフ」の

単元で式(3) 2x +y=5 と(4) y=-2x +5 について次

のように断っている：「二元方程式(3)は、x,

y を変数とみるとき、式(4)で表される一次関

数と同じ関係を表すとみてよい」。これらの

語り方を見ると、榎本 (2013)が必要性を指摘

する「文字を未知数から変数へ見方を変えな

ければいけない」ことが、この時期の一部の

教科書では明示的に行われていたと見ること

ができる。

　第二に方程式を用いて考える際に、単にグ

ラフを用いて解を見出すことを取り上げるだ

けでなく、具体的な場面を用いるとともに、

方程式を立てる前に、場面に含まれる量の間

の関数関係をグラフなどを用いて把握する活

動を取り入れたものがいくつか見られる。

　D43 の２年「式の値の変化とグラフ」単元

では、「一次関数と一次方程式」という節が

あり、２元１次方程式のグラフが取り上げら

れる。その説明をする直前に、A君は 9時 8

分前に出発した 0.5 km/分で走る自動車に乗っ

ており、B さんは 9時に出発した 0.9 km/分で

走る自動車に乗っているという場面を取り上

げている。そしてまず 9時から x 分後に出発

点から y km の地点にいるとして、２台の自動

車について x, y の関係を式で表すとともに、

それらのグラフを提示している。さらにグラ

フの交点の座標を読むと B さんが A君にいつ

どこで追いつくかを知ることができることを

まとめた後、今の場面で出てきた y=0.5x+4 が

「x, y についての二元方程式と見ることがで

きる」として、方程式のグラフを説明する。

さらに「一次方程式のグラフによる解法」に

進み、連立２元１次方程式をグラフを用いて

解くことを学習している。連立方程式の解法

では追いつく場面の式をそのまま利用しては

いないが、全体の流れとしては２台の自動車

の動きという場面のようすを式やグラフで表

現した後に、その関係が方程式としても見る

ことができると説明し、方程式とグラフの関

係を導入しようとしていると考えられる。

　D46 では第２節でも触れたように、２年

「一次関数」単元の後に「二元一次方程式」

単元が置かれ、そこで初めて２元１次方程式

が導入される。その際まず 20円の鉛筆 x 本と

10円の鉛筆 y 本を買って 120円払ったという

場面が用いられる。この場面について立てた

方程式の解を座標とする点をプロットしたグ

ラフを提示し、これを２元１次方程式のグラ

フということを説明する。さらに 20x+10y

=120 などについて、y は x の関数と見ること

もできることを確認している。ここでも、２

種類の鉛筆を買うという場面のようすを式と

グラフで表現している。

　その後、連立２元１次方程式の解法を学ぶ
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際にも、15円切手と 50円切手をあわせて 20

枚買い、50円切手の方が 6枚多かったという

場面を用い、そのようすを式とグラフで表し

ている。さらにそのグラフをもとに２つの方

程式の両方の解になる x, y の組を求めさせ、

そこから連立２元１次方程式の解を説明して

いる。そしていくつかの連立方程式をグラフ

を用いて解く問いを考えた後になって、代入

法、加減法を学習するという流れになってい

る。ここでは、場面中の数量間の関係をグラ

フで概観し、また連立方程式の解のイメージ

をグラフの交点という形で見せることが、式

変形による解法よりも先に行われている。

　一次関数の学習後に連立方程式を学習する

という扱い方、また連立方程式の解法でも最

初にグラフを利用したものを取り上げ、その

後に代入法や加減法を学習するという扱い方

は、次の指導要領に依拠する D55 においても

踏襲されている。

４．昭和40年代の教科書の記述と今日的な

関数的アプローチ

　前節まで見てきたように、昭和 43 年版およ

び 46 年版の中学校教科書においては、現行の

中学校教科書には見られないような、方程式

と関数とを関連づける記述が見られた。すな

わち、変数を用いた方程式の定義、方程式に

関わる記述での変域への明示的な言及、２次

方程式のグラフによる解法、１元１次方程式

のグラフによる解法、方程式中の文字を変数

と見ることの明示的な宣言、そして方程式で

表現する場面のようすをグラフにより把握す

ることが見られた。

　こうした特徴の中のいくつかは第１節で述

べた今日的な代数への関数的アプローチに見

られる特徴にも類似している。ここではそう

した両者の類似点と相違点について検討して

みる。

(1) 変数や関数的関係への視点の移行

　関数的アプローチの視点から方程式を扱っ

ていくことに関わり、榎本 (2013)は方程式中

の「文字を未知数から変数へ見方を変えなけ

れば」ならず、また方程式が「表している数

量関係を相等（大小）関係から関数関係へ見

直す必要もある」ことを指摘していた。これ

に関わっては第２節で触れたように、昭和 46

年版の教科書のいくつかでは方程式を変数を

用いて定義しており、こうした見方の変更が

そもそも不要な語り方になっている場合が見

られた。

　また昭和 43 年版のいくつかの教科書では、

３(3)で触れたように、方程式中の文字を変数

と見なすことを明示的に断っており、変数へ

と見方を変更することを明確に宣言するよう

な語り方になっていた。以上より、昭和 40 年

代の教科書においては、方程式中の文字を変

数と捉えるような語り方がいくつも見られ、

関数的アプローチのこうした側面については

わが国の教科書においてすでに取り入れた事

例があったと言うことができよう。

(2) 多様な表象の利用

「いくつかの表象を用いることは、代数的問

題解決に対する関数的アプローチの不可欠な

(integral)部分」(Kieran et al., 1996, p. 260)とされ

る。３(1), (2)で触れたように昭和 40 年代の教

科書では現行よりも多くの種類の方程式につ

いてグラフを用いた解法を扱っており、この

意味で方程式の学習の文脈において式に加え

てグラフという表象を併用することが、現行

の教科書よりも多く見られたと言えよう。ま

た３(3)で触れた D46 の場合には、２元１次方

程式の導入時に式、表、グラフが用いられて

おり、いっそう上述の関数的アプローチに近

い記述になっている。ただしグラフに加えて

表を用いた例は多くないことから、この点に

ついては Kieran ら(1996)の提案する学習活動

ほどには多様な表象が利用されていなかった

ことになる。

(3) 方程式を立てる前の関数的関係の把握

　関数的アプローチに基づく Kieran ら (1996)
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の学習活動では、「いくつかの数を試してみ

ることで問題文の感じをつかもうとする」(p.

259)ことが重視されており、「問題中に与え

られたものの間のより一般的な関数的関係を

作り出」すこと(p. 258)が行われていた。つま

り、すぐに方程式を立てるというよりも、ま

ずは場面中の数量間の関数的関係を捉えたり

数量が変化したときのようすを観察すること

で、場面を把握することが行われ、その把握

が十分なされた後に、数量がある特定の数値

になる場合や、２つの数量が一致する場合と

して方程式が立てられるものと考えられる。

　本稿で検討してきた教科書では、グラフを

用いた方程式の解法は多く取り上げられてい

たものの、Kieran ら (1996)が重視するような

場面中の関数的関係の把握や、 Mizoguchi

(2015)や山脇ら(2013)が提案する「関数のグラ

フを問題解決の手段の１つとして捉える」と

いう側面は明確ではないように見える。

　確かに、３(3)で取り上げた教科書の事例の

ように、連立方程式の導入の部分でグラフを

用いて場面の全体像を確認したり、さらには

そうしたグラフの交点に注意を向けることで

場面の全体像から連立方程式の解のイメージ

を持たせる語り方をするものも存在した。特

に前項でも触れた D46 では、方程式の導入で

表とグラフを組み合わせた扱いも見られた。

　しかしすぐに立式が行われ、 Kieran ら

(1996)のように、いくつかの数を試して問題

文の感じをつかもうとすることが、一連の活

動中に明確に位置づけられているかは不明確

であった。D46 でも立式後に、その式を満た

す解を表で提示するに過ぎない。 Nunokawa

(2000)は場面を把握するための問題解決方略

という視点からいくつかの方略の意義を再検

討し、試行錯誤を行うこと、およびその結果

を表に整理することも、単に解を逐次近似的

に求める解法としてだけでなく、問題場面中

の数量関係を把握するための手立てとして有

効であることを指摘している。現行の教科書

で２元１次方程式を関数を表す式と見る際に

x に数値を代入して y の値を求めるが、榎本

(2015)はこの活動を、関数的関係を「操作的、

プロセス志向的な仕方で」(Kieran et al., 1996,

p. 258)扱うことに対応するとした。こうした

活動が問題や関数的関係の感じをつかむこと

として位置づけられるよう留意することは、

昭和 40 年代の教科書の扱いと今日的な関数的

アプローチの差異を埋める可能性を持つもの

と考えられる。

５．おわりに

　本稿では昭和 40 年代の中学校教科書に見ら

れる、方程式と関数との関連づけについての

記述を検討してきた。その結果、現行の中学

校教科書には見られないタイプの記述が見ら

れ、それらが関数的アプローチに近い性質を

持つことを確認してきた。同時に、当時の扱

い方と今日的な関数的アプローチとの間の差

異も認められ、そうした点を検討することが

当時の扱いを関数的アプローチにより近づけ

るための視点となりうると考えられた。

　こうした検討に関わり１つの残された課題

は、方程式と関数の関連づけに不等式も組み

入れ、方程式、不等式、関数を変数の観点か

ら統一的にとらえる枠組みを構成することで

ある。本稿では方程式中の文字を変数として

みなす扱い方が当時に行われていたことを見

てきたが、変数とみなす事例は不等式におい

てはさらに多く見られる。実際、T46 では方

程式については変数と関わらせることが明示

的には見られないが、2元 1次不等式につい

ては３年で「２つの変数をふくむ不等式」と

して定義している。また同様に、G46 の３年

「方程式・不等式」単元では「不等式 2x>x+3

は、１つの変数 x について次数が１次である

から、これを１元１次不等式という」との記

述がある。このように不等式の方が変数の考

えとより結びつきやすいとすれば、変数の視

点から、不等式も含む統一的な枠組みを構成

−9−



する可能性はあると考えられる。
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幾何や代数の区別のない数学の始原のところ 

－掛け算九九の指計算の方法と仕組みを探る－ 

 伊  達  文  治  

上  越  教  育  大  学  

１．はじめに 

《算数は，記号代数の理論や理論の関数概

念の侵入と対決すべき性格を負わされてい

るもの，と考える。西欧数学の歴史にたと

えれば，初等数学教科が志向するのは，ギ

リシャ以前の，いわば，幾何や代数の区別

のない数学の始原のところである。どこか

を拓くことによって，今日の算数が児童の

将来にとって，魂のふるさとになる部分を

担えることになると考えたい。》(板垣，

1986b，p.9) 

これは，板垣先生の論考の中の言葉である。 

今日の学校数学は，子供の将来にとって，

魂のふるさとになる部分を担っているであろ

うか。幾何や代数の区別のない数学の始原の

ところを大切にしていると言えるであろうか。 

本稿は，幾何や代数の区別のない数学の始

原のところを，掛け算九九の指計算の方法と

仕組みから，探ろうとするものである。この

探究は，ほんの僅かな一例に過ぎないかもし

れない。しかし，数学や数学のアイデアには

全て始原がある。これから数学や数学のアイ

デアの始原を探っていく取り組みへと発展さ

せていく出発点にできればと考えている。 

 本題に入る前に，数学史における代数の展

開について概略を確認しておきたい。次の 2

節･3 節は，伊達(2008)からの抜粋を一部修

正・加筆の上で記載することにする。 

２．数学（主には代数）の展開段階 

 中村 (1980)によると，ネッセルマン

(Nesselmann ,1811-1881)は，『ギリシャの代

数学』(Nesselmann,1842)（pp.301-302）にお

いて，「代数的演算や方程式の形式的表現に関

連して，我々は歴史的にいって本質的に異な

る 3つの展開段階に区別することができる」

と述べている。3つの段階は次のものである。 

 第 1段階 「言語代数」 ； 記号が全く無

く，計算の全過程が言語で詳しく述べられて

いるもの。 

 第 2段階 「省略代数」 ； 第 1段階と同

じく言語的であるが，繰り返し用いられる概

念や演算については，言語で表現する代わり

に，決まった省略記号が用いられる。 

 第 3段階 「記号代数」 ； 全ての式や演

算が，完全に展開した記号的言語によって表

現される。 

 数の計算とその規則は，きわめて古くから

知られていたものであり，全く実用上の目的

から出発したものであり，どの文化圏でも見

られるものである。日常生活のための知恵や

建築・測量のための「数の知識の領域」を超

えて，数そのものの理論を組織的に追求しよ

うとする段階に至って，はじめて数論という

一つの数学が形成されていく。 

数学は論証的構造をもつ言語であるという

捉え方があるが，近世以前において数学は，
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幾何学はもちろん代数的なものまで殆ど，こ

の言語をもって綴られていたと言える。ユー

クリッド『原論』第Ⅴ巻「比例論」や第Ⅹ巻

「無理量論」等にも，代数的記号法というも

のが全く欠如し，代数方程式という考えが全

く存在していない。ギリシャ人は記号なしの

言語数学を，言語を誤り無く使いこなす言語

論理と文法をもって構成していった。これら

は，もちろん上の第 1段階「言語代数」に属

するが，アラビアやペルシャの代数学，さら

には近世になってのイタリアの古い数学者達

のものもこれに属する（中村，1980，pp.14-15）。 

 記号法の始原は，ディオファントス

(Diophantus)(3 世紀頃)の数論の中で未知数

の最初の記号化が成されていることに見出さ

れる。この写本はルネッサンス期に再発見さ

れ，16･17 世紀の代数学形成の原動力となっ

た。ディオファントスは上の第 2段階「省略

代数」に属し，また 17世紀半ば頃までの代数

学者たちのものもこれに属する。 

 近代代数学の始原はヴィエタの論著であり，

少し後のデカルトによって完成される。これ

が第 3段階「記号代数」である。 

 

３．代数表現の展開 

 今日の学校数学の基盤をなしている代数表

現の確立に至るまでには，古代バビロニアか

らみると，4 千年もの年月を要している。代

数は，数の代わりに文字を使って計算したり，

定理法則を研究したりするところに本領があ

る数学であるが，一般的な数を文字で表して

現在のように文字式を自由に操作し始めたの

は 16世紀のヴィエタである。代数はそこ当た

りから始まると言える。図 1．のように，そ

こに至るまでには，ネッセルマンが明らかに

したように，「言語代数」の時代と「省略代数」

の時代を経なければならなかった。記号代数

学に至る長い道程は全てこの「前代数」段階

に当たる。この段階での展開の系列は，大き

く２つに分けられる。「計算法」の展開と「記

数法」の展開である。「計算法」はさらに２つ，

インドを中心に展開しアラビアを経由しヨー

ロッパに伝播した「筆算」，ヨーロッパのアバ

ックス，中国・日本の算木・算盤・そろばん

などによる「道具的計算」に分けられる。「記

数法」も大きく２つ，「命数的記数法」と「位

取り記数法」とに分けられる。それらは他と

関わりを持ちながらそれぞれ展開していった。 

 

 

図 1：代数学の展開 

 

（図 1.の系列の展開を表す矢印を包括する

長方形は，矢印の示す各々の展開が他と関わ

りを持ちながらのものであることを示してい

る。） 

 

その長い道のりの後，ヴィエタ・デカルト

の「記号代数学」が誕生した。これが，ネッ

セルマンの第 3段階「記号代数」であり，真

の「代数」段階であると言える。その後，こ

の記号や式の力によって，数学や科学が急速

な発展を遂げることになる。 

 では，なぜ，「記号代数」に至るまでにこれ

ほどの長く困難な道のりが必要であったのか。

1 つには，未知数を文字に置き換えることに

比べ，既知数を文字に置き換えることには相

当な困難さがあったと考えられる。先に見て

きたように，古代バビロニア・ディオファン

トス・アラビアで扱われた 2次方程式には，

未知数は文字で置き換えられることはあって

も，既知数（定数項や係数）が文字に置き換

えられることはなかった。そのため，そこで
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扱われる 2次方程式は個々別々のものになっ

ていて，そのときの計算法で可能な型に限ら

れたものになっていた。それに対し，「記号代

数」段階のヴィエタ・デカルトの扱う 2次方

程式は，既知数（定数項や係数）も文字に置

き換えられ，そこでは一般的な代数方程式と

しての自覚が認められる。ヴィエタが既知数

も文字に置き換えることができた理由は，そ

の直前の時の状況を見なければならない。ヴ

ィエタは 3 次方程式も扱っているが，3 次方

程式を完全に解くという問題は，既に 16世紀

のイタリアの代数学者の主要な課題になって

いた。また，中世にインド・アラビア数字の

西欧への渡来があったが，15世紀には 0,1,2

から 9に至る殆ど現在に近いものが既に使わ

れ，16世紀には完全に現在のものと同じ数字

と，それによる 10進位取り記数法が既に使わ

れていた。この方程式研究の進歩と最終段階

の記数法の定着，そしてディオファントス『算

術』に接すること等によって，先に述べた既

知数も文字に置き換えることの困難さを乗り

越えることができたと考えられる。 

４．掛け算九九の指計算の方法とその説明 

 掛け算九九の指計算の起源は明らかではな

いが，2節・3節で述べたような，記号はもち

ろん言語でも述べられてはいない。口伝えに

伝承されてきたものであろう。それは余りに

巧妙な方法であり，偶然に経験的に発見され

たとは言い難い感は拭えないのである。 

何か，幾何や代数の区別のない数学の始原

のところのものが，隠されているような気が

してならない。 

 掛け算九九の指計算の方法は，各誌で紹介

されている。筆者の手元にあるものを全て発

行年順に，ここに引用することにする。 

4-1. 片野善一郎(1964) 

 片野 (1964)『問題形式による数学史』に紹

介されているものを，次に引用する。（ここで

参考にされている元の文献は明記されていな

い。） 

《フランスやロシアの農民の間でごく最近

まで行われたおもしろい掛け算があります。 

 たとえば，6×8の計算をするのに，まず

左手の指を 6－5＝1 本折り，右手の指を 8

－5＝3本折ります。すると折った両手の指

の数の和 1＋3＝4が答の 10の位の数字，お

らずに残った指の数の積 4×2＝8 が答の 1

の位の数字になります。この方法を使えば

5×5＝25 以上の九九を知らなくてもすむ

から怠け者には大変つごうがよいわけです。 

（問） この指計算の原理を説明しなさい。 

（注） 2数を 5＋a，5＋bで表してみると

折った指の数の和は a＋b ，折らずに残っ

た指の数の積は (5－a)(5－b) となります。 

  10(a＋b)+(5－a)(5－b)=(5＋a)(5＋b) 

ですから，この指計算は正しいことがわか

ります。》(p.125) 

4-2. アービング・アドラーら (1970) 

アービング・アドラー，ルース・アドラー

(1970) 『数いまとむかし』に紹介されている

ものを，次に引用する。（ここで参考にされて

いる元の文献は明記されていない。） 

《指をつかって，かけ算をする方法もあり

ます。ヨーロッパの農民は，よくこのやり

方でかけ算をしました。しかし，これは 6

から 10までの数にしかつかえません。図 1

にしめしてあるように，指が数をあらわし

ます。 
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7 と 8 をかけるには，図 2 のように 7 の指

と 8の指をくっつけます。さて，答えは二

つの部分にわけてだします。まず，くっつ

けている指と，その指より下にある指の本

数をたして，それを 10倍します。このばあ

いは，図 2に示したように，50になります。

次にのこりの指の本数を左右それぞれかぞ

え，この左右の数をかけます。この場合は，

3×2で 6ですね。そこで，この二つの数を

足すと 50＋6で 56になり，これが 7×8の

答えです。6から 10までの数でほかに何か

ためしてごらんなさい。》(p.41) 

 

4-3. イー・ヤー・デップマン(1985) 

 イー・ヤー・デップマン(1985)『算数の文

化史』に紹介されているものを，次に引用す

る。（ここでは，「数学の諸文献では，指計算

がモルダヴィア人や南ルーマニアの民族のあ

いだでは大変広く使われていて，あたかも古

代ローマ人から伝わったかのようにしばしば

指摘されている。」（p.16）と述べられている

だけであり，その諸文献については明記され

ていない。そして，その文献に掛け算九九の

指計算のことがどの程度述べられているかに

ついても不明である。） 

 

《指計算は，共通の言語をもたないいろい

ろな民族の代表者が顔をあわせる市場では

必要であった。そこで，実際の必要から，

話さなくても理解できる共通の指計算が創

造され，しかもこの計算方法は，小学校で

生徒たちに教え込まれたのである。ローマ

のキケロー（紀元前 1世紀）は，ローマで

の学校教育の程度の低さをののしっている。

ローマの学校では，掛け算の表（九九の表）

は 5までしか暗唱させず，それ以上は指に

よる計算でおぎなっていたのである。こう

した方法が可能であることは，つぎの等式

から明らかである。 

10[(a－5)＋(b－5)]＋(10－a)(10－b)＝ab 

この等式は，5より大きく 10より小さい a

と b の数を掛け合わすには，a と b に与え

た 1桁の数が 5をこえたぶんだけ，両手の

指を伸ばせばよいという，実用的な法則に

あてはまっているのである。伸ばした指の

数の合計は，それの 10倍をあらわしていて，

この数に，残っている曲げられた指に相当

する数(10－a)と(10－b)の積をくわえれば

よい（双方の括弧内の数は 5より小さい）。 

  ［例］ 7×8 を求めよ。 

  一方の手に 2 本の指（つまり 7－5＝2），

他方の手に 3 本の指（つまり 8－5＝3）を

のばす。曲げられている指は，一方の手に

2 本，他方の手に 3 本残っている。そうす

ると，伸ばされた指の数の合計である 5は

2桁の数（つまり 50）をあらわし，また，

曲げられた指の双方の積 2×3＝6は 1桁の

数となっている。つまり， 

7×8＝(5×10)＋6＝56 

となるわけである。》（p.16） 

 

4-4. 小川雄三(2010) 

小川 (2010)「指で｢掛け算九九｣」に紹介さ

れているものを，次に引用する。（ここで参考

にされている元の文献は明記されていない。） 

 

《今回も掛け算九九の話をしましょう。 

 誰もがお世話になったリズムよい「九九」

は，日本の算数教育を支える財産です。そ

のおかげで日本人は小学 2年生の 1年間で

九九を暗唱できるようになります。でもと

もすると「8×6･･･？」と，迷うこともあ

ります。小学校の太郎さんも，そんな大失

敗をお父さんに話しています。 

（太郎）お父さん，今日のテストで大失敗

をしてしまった。8×6が頭の中から急に消

えて出てこないんだよ。 

（お父さん）お父さんもあったなあ。そん

な時のために，「指九九」を教えてあげよう。

太郎が困った「8×6」で考えるよ。 

−14−



① 両手の手をパーの形に開き，まず左手

で 8 を指で折る。8 は 5 を三つ超える

ので，小指と薬指と中指の 3本が立つ

ね。

② 次に右手で 6 を指で折る。6 は 5 を一

つ超えるので，小指の 1本だけが立つ

ね。

③ 立っている指を加えた数が十の位。

3＋1＝4 → 40 

④ 折れている指を掛け合わせた数が一の

位。

2×4＝8 

⑤ 最後にこれらの二つの数を加える。

 40＋8＝48 

8×6＝48で正しい積が出るだろう。 

（太郎）すご～い！ 僕は 7の段が少し苦

手だから，7×7をやってみよう。 

右手・立っている指 2 本 折れている指 3

本，左手・立っている指 2本 折れている

指 3本 

2＋2＝4 → 40  3×3＝9 

ほんとだ。49とちゃんと答えが出る。 

隣で聞いていた中学生の花子さんが，ち

ょっと首をかしげています。 

 （花子）ちょっと待って。7×6は「指九九」

ではうまくいかないと思うわ。7×6＝42な

のに，立っている指が右手 2本と左手 1本

で，30にしかならないわ。 

（お父さん）さすが中学生。できない例（反

例）を考えるなんて，目の付け所がいいね。

でも，折れている指も考えてごらん。 

 右手・折れている指 3本，左手・折れて

いる指 4本 

 3×4＝12 だから 30＋12＝42 で正しい

わけだ。 

（花子）そうか，繰り上がるんだね。 

（お父さん）花子は中学生だから，「指九九」

で正しく積が出るわけを考えてごらん。 

（花子）よ～し，文字式で考えてみよう。

数を一般化してａ×bとして考えるね。 

① 十位の数は立っている指の数の和

｛（a－5）＋（b－5）｝×10 

② 位置の位の数は折っている指の数の積

（10－a）×（10－b） 

③ 二つの数（式）を加える

{(a－5)＋(b－5)}×10＋(10－a)×(10－b) 

＝10(a＋b－10)＋100－10(a＋b)＋ab 

＝ab 

「指九九の式」＝a×b になるわ。 

（お父さん）その通り。 

×     × 

  「指九九」は昔のフランスの農民の間で

用いられていた計算法ということです。九

九を全部覚えなくとも，1 の段から 5 の段

までを暗唱していれば，九九全部の積を求

めることができるわけです。》（11面） 

５．掛け算九九の指計算の背景とその仕組み 

掛け算九九の指計算の起源は明らかではな

いが，背景をある程度は次のように考えるこ

とができる。イー・ヤー・デップマン(1985)

によると，この指計算は古代ローマから伝え

られたものであり，日常の必要から生まれた

ものである。指計算は，共通の言語を持たな

い民族同士が顔を合わせる市場では必要であ

った。そこで，実際の取引などの必要から，

話さなくても理解できる共通の指計算が生み

出された。この計算方法は，小学校で生徒た

ちに教え込まれた。ローマの学校では，掛け

算の表（九九の表）は 5までしか暗唱させず，

それ以上は指による計算で補っていた（p.16）。 
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こうした掛け算九九の指計算の方法には，

前の4節に紹介したように次の3種類がある。 

 

① 5より大きく 10より小さい aと bの数を

掛け合わすのに，両手でそれぞれ a－5本の

指と b－5 本の指を折り曲げて計算する方

法。（前節の 4-1がこれに当たる。） 

② 5より大きく 10より小さい aと bの数を

掛け合わすのに，両手でそれぞれ a－5本の

指と b－5本の指を伸ばして計算する方法。

（前節の 4-3と 4-4がこれに当たる。） 

③ 5より大きく 10より小さい aと bの数を

掛け合わすのに，両手の各指に 6～10の数

を対応させ，a，bの数に対応する指をくっ

つけて計算する方法。（前節の 4-2がこれに

当たる。） 

 

掛け算 a×b において，掛け算九九の指計

算の適用範囲は，上に記述したように，5＜a

＜10，5＜b＜10であり，図示すると下図の網

掛けの色の濃い部分になる。前の 4 節の 4-4

で検討した繰り上がりを考慮するならば，上

の 3種類の方法の③以外の①と②においては，

例えば 5×7のような計算も適用範囲に入り，

5≦a＜10，5≦b＜10となり，適用範囲は図示

すると下図の網掛けの色の薄い部分にまで広

がる。したがって，4 の段までの九九と五五

を暗唱することができれば，この指計算によ

って，九九の答えは全て得られることになる。 

9          

8          

7          

6          

5          

4          

3          

2          

1          

× 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

こうした掛け算九九の指計算の方法が正し

いことの説明には，前の 4節に紹介したよう

に，次の文字式による 2種類の説明がある。 

 

① 5より大きく 10より小さい aと bの数を

掛け合わすとき，次のようになる。 

10[(a－5)＋(b－5)]＋(10－a)(10－b)＝ab 

② 5より大きく 10より小さい 5＋aと 5＋b 

の数を掛け合わすとき，次のようになる。 

 10(a＋b)+(5－a)(5－b)=(5＋a)(5＋b) 

 

 このように，私たち現代の人は，文字式を

使用した代数的な説明により，掛け算九九の

指計算の方法が正しいことを説明できる。文

字式の存在しない頃の古代の人には，このよ

うな文字式を使用した代数的な説明などはも

ちろんできなかったであろう。「こうしたら正

しい答えが出る」というように帰納的に考え，

経験的にこのことを確認して，この方法が正

しいことを説明したのではないだろうか。 

 この方法が正しいことは帰納的・経験的に

説明できたかもしれないが，では，なぜこの

ような方法を生み出すことができたのかは，

依然，闇の中である。次の節では，その闇に

僅かながらでも光を当てることを試みたい。 

 

６．掛け算九九の指計算にみる数学の始原 

 本学において，後期の主には学部 2年生を

対象にした選択科目「数学的経験と学習過程」

の授業の 5コマを担当している。その授業で，

殆ど毎回，簡単なレポートを課している。そ

のレポートの 1つに，4-1の片野(1964)の（問）

「この指計算の原理を説明しなさい。」という

ものがある。提出されたレポートは，殆ど全

部と言ってよい，前の 5節に示した 2種類の

方法の内の①，文字式による説明である。こ

の授業は 8 年に及ぶが，唯一，3 年前，当時

学部 2年生の Sさんから，文字式に依らない

指計算の原理の説明が提出された。次のよう

なものである。 
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この説明には，文字式は使われていない。

掛け算九九の指計算（前節の方法①）が生

み出される前の数学的なアイデアのイメー

ジを表す図で説明されている。この図によ

る説明を，次にもう少し詳しくしてみよう。 

6×8 の計算を考えてみよう。 

 求める答え

の数は，右図

の縦（左手）6，

横（右手）8

のマス目の数

である。 

まず，左手

の指を 6－5

＝1 本を折る

と右図のよう

になり，指１

本分が重なっ

てマス目 10

個分を数えた

ことになる。 

次に，右手の指を 8－5＝3 本を折ると右

上図のようになり，指 3 本分が重なってマ

ス目 30 個分を数えたことになる。

ただし，網掛け

の色の濃い部分は，

左手の折った指 1

本と右手の折った

指 3 本が重なった

ところであり，そ

のマス目 3 個分を

重複して数えてい

ることになる。 

 そこで，重複し

て数えたマス目 3

個分を右図の右下

のまだ数えていな

いマス目 3 個分の

所に移す。 

 ここまでで，結局，折った指の数の合計

の 1＋3＝4本分のマス目 40個分をもれなく

重複なく数えたことになる。 

あと，まだ数えていないところは，次頁

の左上の図の網掛けのない白い部分である。

ここは折っていない指，左手は 5－1＝4 本，

右手は 5－3＝2 本のところであり，ここの 
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部分の積を

4×2＝8 と

求めれば，

白い部分マ

ス目 8 個分

を数えたこ

とになる。 

先に求めた

マス目 40 個

分にこのマス

目 8 個分を加

えて得られる

マス目 40＋8

＝48 個分（右

図）は，最初の縦（左手）6，横（右手）8

のマス目の数をもれなく重複なく数え上げ

たものである。 

 すなわち，このような数え上げによって， 

6×8 の答え 48 を得たのである。 

 この S さんの説明は，文字式はもちろん

のこと，言語にも依らない，ごくごく素朴

な掛け算のイメージ（数学的なアイデアの

素と言ってもよいようなもの）による簡

潔・簡明な説明である。代数と幾何の区別

のない数学の始原のところが，そこにある

ように思える。もしかすると，掛け算九九

の指計算を生み出した古代の人には，自分

の両の手のひらに「5×5」が，そして自分

の折った指の重なりには，5 と 5 の重なり

の「10」がみえていたのかもしれない。 

７．おわりに 

 本稿は，幾何や代数の区別のない数学の

始原のところを，掛け算九九の指計算の方

法と仕組みから，探ろうとしてきた。 

「はじめに」に述べたことの繰り返しに

なるが，この探究は，ほんの僅かな一例に

過ぎないかもしれない。しかし，数学や数

学のアイデアには全て始原がある。これか

ら数学や数学のアイデアの始原を探ってい

く取り組みへと発展させていく出発点にし

たいと考えている。 

引用・参考文献 

アービング・アドラー，ルース・アドラー 著

／植野香雪 訳／石橋教子 画(1970)，

『数いまとむかし』，福音館書店． 

イー・ヤー・デップマン 著／藤川誠 訳

(1985)，『算数の文化史』，現代工学社． 

ファン・デル・ヴェルデン（B.L.van der

Waerden）著／加藤文元 他 訳(2006)，

『ファン・デル・ヴェルデン 古代文

明の数学』，日本評論社． 

フェリックス・クライン（Felix Klein）著

／遠山啓 監訳(1959)，『高い立場から

みた初等数学』，商工出版社． 

板垣芳雄(1986a)，「藤澤の『算術条目及教

授法』を読む（Ⅰ）－理論流儀の普通

教育上における弊害－」，日本数学教育

学会誌『算数教育』，第 68 巻，第 6 号，

pp．2-8． 

板垣芳雄(1986b)，「藤澤の『算術条目及教

授法』を読む（Ⅱ）－日本算術と現在

－」，日本数学教育学会誌『算数教育』，

第 68 巻，第 8 号，pp．2-9． 

伊東俊太郎(1987)，「序説 比較数学史の地

平」，『中世の数学』，伊東俊太郎編，共

立出版，pp．1-29． 

小川雄三(2010)，「指で「掛け算九九」」， 『新

潟日報（2010 年 4 月 26 日刊）』，11 面． 

片野善一郎(1964)，『問題形式による数学

史』，富士短期大学出版部． 

伊達文治(2008)，「数学教育における文化的

価値に関する研究－高校数学の基盤を

なす代数表現とその文化性－」，全国数

学教育学会誌『数学教育学研究』第 14

巻，pp．51-58． 

伊達文治(2013），『日本数学教育の形成』，

溪水社． 

中村幸四郎(1980)，『近世数学の歴史 微積

分の形成をめぐって』，日本評論社． 

−18−



高等学校数学Ⅱ「微分・積分の考え」における 

「微分すること」・「積分すること」の意味理解に関する研究 

―極限の考えの理解過程に着目して―

片寄 恵理奈 

上越教育大学大学院修士課程 3 年 

1. はじめに

微積分の学習において，計算はできるが，

その意味はわからないまま，という状況は

少なくない。微積分指導の現状に対して，

次のような指摘がある。大田(2009)は次の

ように述べている。 

「概念を教えないまま計算の仕方だけを

教える数学教育は，「公式を覚えて問題を

解く科目である」という誤った数学観を

形成してしまう。暗記主義の教育を受け

て大学生になったものがそのまま教師に

なって暗記主義の教育をしているという

状況すら生まれている。」(大田，2009，

p.22)

微積分の意味理解を伴わない指導の問題

点が指摘されている。これに関わり，塚原

(2002)は，極限の扱いについて，次のよう

に述べている。 

「高等学校における数学Ⅱの微分積分法

は，極限の概念は微分積分法の理論の根

幹をなす重要な概念であるにもかかわら

ず，その扱い方は指導上の困難点の一つ

である。(略) 極限に関わる問題提起と

その根拠，及び速度，接線，極値，面積

を求める際の着想と方法を提示すること

により，極限の考えが生まれるその背景

を理解させることが，極限の概念理解の

ための一つの方法であると考える。」(塚

原，2002，p.106) 

微積分の意味理解には極限の概念理解が

重要であることを指摘している。 

一昨年，高等学校普通科の第 2 学年の生

徒で微積分学習の既習者三十数名を対象に，

微積分学習に関するアンケートを行った。

その中に，「「微分すること」・「積分するこ

と」の意味を詳しく説明してください」と

問う設問がある。この設問に対して，生徒

の回答は，「微分は次数を下げることで計算

をしやすくし，積分は微分したことで得ら

れた解を微分する前に戻すことができる」，

「微分は文字の次数を減らす，積分は面積

を求める」など，それらと同様の回答が殆

どであった。これらの回答は，生徒が数学

Ⅱ「微分・積分の考え」において，「微分は

次数を下げること，積分は微分の逆である

こと」という結果のみを覚えているだけで

あって，「微分すること」・「積分すること」

の意味は不十分なものである。この意味理

解には極限の考えが必要であることは言う

までもない。 

これらの指摘が筆者の課題意識につなが

り，数学Ⅱ「微分・積分の考え」における
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「微分すること」・「積分すること」の意味

理解に関して，極限の考えの理解過程に着

目して研究を行うこととした。 

本研究は，高等学校数学Ⅱの単元「微分・

積分の考え」全体に亘る指導改善を行おう

とする取り組みの一環である。数学Ⅱ「微

分・積分の考え」の指導における極限の考

えと意味理解に着目し，微積分学習におい

て意味を伴った活動を繋いでいき，「微分す

ること」・「積分すること」の意味理解に到

達できる指導への改善を示すことを目的と

している。 

 

2.  現在の数学Ⅱ「微分・積分の考え」の

学習上と困難と指導の問題点 

数学Ⅱ「微分・積分の考え」までの素地

指導で形成される極限の考えや数学Ⅲ「極

限」の指導において形成される極限の考え

と比較し，数学Ⅱ「微分・積分の考え」に

おける概念的操作を通して得られる極限の

考えを明らかにしていく。 

2.1. 数学Ⅱ「微分・積分の考え」における

極限の考え 

2.1.1. 数学Ⅱ「微分・積分の考え」までの

極限の考えの素地指導 

 数学Ⅱ「微分・積分の考え」までの極限

の素地指導として坂井(2015)や大塚(2009)

を取り上げる。坂井(2015)は，極限の考え

の素地について以下のように述べている。 

「小学校算数や中学校数学においては，

極限が内在する学習内容を通して，一定

の数値に収束するという極限の考えの素

地を育むことが，小学校高学年から中学

校の段階における連続性に基づいた指導

内容として重要であると考えられる。」

（坂井，2015，p.5） 

 ここでは，極限の考えが小学校算数や中

学校数学の学習にも見られると指摘してい

る。大塚(2009)では，平均の速さから瞬間

の速さを考える過程について以下のように

述べている。 

「変化の割合が の変域によって違うこ

とを理解する学習(習得)， を時間， を

距離とし，平均の速さを求めることで変

化の割合を捉え直していく学習(活用)，

平均の速さの変域を縮めていくことで瞬

間の速さを求めていく学習(探求)を仕組

んでみた。」(大塚，2009，p.60) 

 ここでは，変化の割合が一定ではないと

いうことから，平均の速さの変域を縮めて

いく学習を通して，数学Ⅱ「微分の考え」

で扱う極限概念の素地ができると考えられ

る。 

2.1.2. 数学Ⅲ「極限」において獲得される

極限の考え 

 平成 21 年度の高等学校学習指導要領解

説数学編理数編では，高等学校第 3 学年に

おける数学Ⅲ「極限」において，数学Ⅱ「微

分の考え」で学習した極限の理解に重点を

置きながら新たに数列の極限を学習する。

このとき，極限の理解については，極限の

直観的な理解までにとどめられている。 

次に，高等学校数学Ⅲ「極限」における

極限の指導について，詳説数学Ⅲ(啓林館，

2013)を取り上げることにする。 

極限の学習は数列の極限と関数の極限と

に分かれており， の極限について考える

指導がされている．数列{    }を考えたとき，

  を限りなく大きくしていくときの一般項

    の値を考えさせて についての極限を

学習する。ゆえに，数学Ⅲ「極限」の「   」

という数列の極限において「任意の を限り

なく大きくするとき，0 に限りなく近づく」

という意味の極限を学習する。 
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2.2. 数学Ⅱ「微分・積分の考え」における

極限の扱い 

2.2.1. 数学Ⅱ「微分・積分の考え」におけ

る代数的操作としての極限 

代数的操作としての極限の扱いについて

明確にするため，高等学校数学Ⅱの教科書

の詳説数学Ⅱ(啓林館，2013)を取り上げる。 

 この教科書では，微分係数     を求める

操作が に値を代入すると記述されており，

代数的操作を行っていると考えられる。 

2.2.2. 数学Ⅱ「微分・積分の考え」におけ

る概念的操作としての極限 

 次に概念的操作としての極限の扱いにつ

いて明確にするために，上記と同じく詳説

数学Ⅱ(啓林館，2013)を取り上げることに

する。 

ここでは，一般の関数の平均変化率や微

分係数を導入するための準備として，斜面

を転がる球の運動の平均の速さを考えさせ

る。この学習を通して，生徒は  の値に 0

を代入するのではなく限りなく 0 に近い値

を考えることで瞬間の速さについて考える

ことになる。このときに，数学Ⅱ「微分の

考え」で獲得される極限概念を生徒に意識

させることができると考える。 

2.3. 数学Ⅱ「微分・積分の考え」において

獲得される極限の考えを育む概念的

操作 

瞬間の速さでは，   が限りなく 0 に近づ

く(   )という操作を具体的な事象をもと

に生徒に考えさせている。瞬間の速さとい

う事象も日常とつながりのあるものであり，

実体験できる対象であるため，代数的な操

作になりにくいと考えられる。 

 次節では，数学史にみられる極限の考え

の形成過程を踏まえた上で，数学Ⅱ「微分・

積分の考え」において生徒が極限の考えを

形成する学習上の困難と指導上の問題点を

述べる。 

3. 歴史的視点からみる極限の考え

3.1. 塚原久美子(2002)の 4 つの課題から

みる極限に関する指導の困難性 

塚原(2002)は「17 世紀における微分積分

の法の誕生の動機は，次の四つ課題①瞬間

速度を求めること②接線を求めること③最

大値・最小値を求めること④曲線で囲まれ

た部分の面積を求めることの解決であると

言える。」(p．108)と述べている。これらは

微分積分の単元においても，基礎・基本で

あるとし，授業の流れの構造図を次のよう

に考えている。 

図 1:授業の流れの構造図(塚原, 2002, p.137) 

ここでは，4 つの課題の内，瞬間速度の流

れについてカギとなる考え，すなわち極限

の考えに焦点を当ててみていきたい。 

3.2. ガリレイとニュートンにみる極限の

概念 

ガリレイは自由落下運動について数学的

に証明を行う際に，発展的な問題として平

均の速さから瞬間の速さを考えるアプロー
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チを問題として考え，その問題を解決する

ために「極限の考え」を用いており，ごく

直観的な「極限の考え」を考えたとされる。

その後，ニュートンはガリレイの問題提起

を受けて，一つの数学的モデルとして「究

極の比」を考え，その方法として流率法を

生み出した。塚原(2002)はガリレイとニュ

ートンの研究

を次の図のよ

うにまとめて

いる。 

図 2:瞬間の速さと微分係数の概念の構造化

(塚原, 2002, p.141) 

3.3. デカルトとフェルマにおける極限の

概念 

塚原(2002)は，「ギリシャの初等幾何学で

は，幾何学的曲線として認知されていたの

は，直線と円だけであった」と述べており，

この図形の性質は数学Ⅱ「図形と方程式」

で学習する。 

デカルトの方法では，放物線でも円の接

線を求める方法と同じく一点を共有するこ

とで機械的に処理できるとしている。しか

しフェルマの方法は，デカルトとは異なり

曲線上にある 2 点を限りなく近づけていく

ことで直線を捉えようとしたものである。 

デカルトは円以外の曲線における機械的

に接線を求める方法を確立したが，そこに

極限の考えは用いられていなかった。デカ

ルトの方法をさらに一般的な方法へと転換

したのが，フェルマの方法である。ここで

2 点 P，Q が限りなく近づいていくことで

直線となる発想が生まれたのである。 

数学史における極限の概念形成を参考に

して，次に極限の考えを含む「瞬間の速さ」･

「微分係数の図形的意味(接線)」･「面積と

定積分」の学習におけるそれぞれの極限の

考えを捉えるために，生徒の意味理解の様

相を構想し理解過程を明らかにしていく。 

4. 極限の考えの意味理解を促す学習指

導案の作成

調査授業の概要について述べる。 

【調査研究の概要】 

・単元：数学Ⅱ「微分・積分の考え」

・対象：福島県 S 高等学校 文系クラス

第 2 学年 1 組 8 名 

第 2 学年 2 組 25 名 

・実際の調査授業の日程等

平成 27 年 9 月

14 日(月)：瞬間の速さの授業 

  16 日(水)：微分係数と接線の授業 

  17 日(木)：曲線の概形についての授業 

  18 日(金)：定積分の授業 

 上記に示した通り，対象を高等学校第 2

学年として調査授業は単元「微分・積分の

考え」で行った。調査授業は，考案した学

習指導案を基に全 4 時間(2 クラス合計 8 時

間)で実施した。 

調査授業の方法は，高等学校数学Ⅱの教

科書を概観し，この単元の学習の流れにつ

いて考察することで，それぞれの学習での

理解過程を構想する。次に「瞬間の速さ」，

「微分係数の図形的意味(接線)」，「面積」

の学習における生徒の「微分すること」・「積

分すること」の変容が実際の授業で見られ

るか明らかにするために，学習指導案を作

成する。授業者は当クラスの数学教科担当

の教師であり，作成した学習指導案をもと

に授業を実施するというものである。 

5. 微積分学習における極限の考えの理

解過程
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 ここでは，設計した授業をもとに行われ

た調査授業の実際を述べ，生徒の思考がど

のように変容し，それに伴い活動がどのよ

うに変容し，数学Ⅱ「微分・積分の考え」

に関わる意味理解に結びついたのかを分析

し考察する。 

 

5.1. 瞬間の速さの学習について 

5.1.1. 瞬間の速さの学習における極限の

考え 

瞬間の速さは，山口昌広(2014)の調査授

業を用いて考察を行った。この調査授業で

は，瞬間の速さの時間幅を生徒に考えさせ

ており，生徒は以下のように答えている。 

s5 時間の幅は，あっいや，変わらない？ 

s3 狭くなってる。 

s6 少なくなってる。 

(山口昌広，2014) 

このように生徒によっては瞬間の速さの

時間幅についての捉え方に差異がみられた。

このことから瞬間の速さを理解していくに

はいくつかの過程があると考えられた。下

記の表 1 は瞬間の速さの時間幅を 0 と考え

られない生徒の理解過程である。 

表 1 調査授業にみられた瞬間の速さの理

解段階 

① 速さは全て，距離を時間で割ること

で求められると考えている 

② 瞬間の速さと平均の速さを混同して

考えている 

③ どのような状態の速さにあたるのか

考える 

④ 瞬間の速さの時間幅がどうなってい

るか考える 

⑤ 瞬間の速さの時間幅を 0 と考えるこ

とができない 

⑥ 瞬間の速さは，時間幅を小さくして

いけば求められるのではないかと考える 

⑦ 瞬間の速さを，時間幅を限りなく 0

に近づけていくことにより，求めること

ができると考える 

下記の表 2 は生徒が瞬間の速さの時間幅

を 0 と考えた場合の理解過程について，筆

者が考察したものである。 

表 2 調査授業を受けて考えられる瞬間の

速さの理解段階 

① 速さは全て，距離を時間で割ること

で求められると考えている 

② 瞬間の速さの時間幅は 0 であると考

える 

③ 瞬間の速さは，0 で割れば求められ

るのではないかと考える 

④ 瞬間の速さは，0 で割ることでは求

めることができない 

⑤ 瞬間の速さは，時間幅を小さくして

いけば求められるのではないかと考える 

⑥ 瞬間の速さを，時間幅を限りなく 0

に近づけていくことにより，求めること

ができると考える 

山口昌広(2014)の調査授業では表 1 のよ

うに瞬間の速さの時間幅を 0 であると考え

ることはできなかったが，時間幅を 0 に限

りなく近い値にして，瞬間の速さを求めよ

うとする生徒の様子が明らかになった。 

 

5.1.2. 瞬間の速さの学習における極限の

考え 

 5.1.1 において考察した「瞬間の速さ」に

おける生徒の理解過程で，瞬間の速さの時

間幅を 0 と考えるか考えないかに分岐する

のではないかと考え，これらの理解過程を

調査授業で実施し検証した。 

調査授業のここでの目的は，斜面を転が

る球の運動を実際に生徒に見せて，「瞬間の
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速さの時間幅はどうなっているか」と投げ

かけることで，生徒の瞬間の速さにおける

意味理解の過程を明らかにすることである。 

下の表 3 は瞬間の速さの授業の場面ごと

に①～⑥の番号で区切りをつけている。s1，

s2 などは生徒個人を表わしており，それ以

外で生徒とだけ表記されている場合は生徒

全員であることを表している。 

表 3 瞬間の速さにおける生徒の理解過程 

① 1 学期の間に学習した微分についてプリ

ントを用いて復習する。このとき，「なんで

平均のって言葉がついているの？」と投げか

けられたので s1 は「1 秒後と 2 秒後のときで

は速さが違うから，真ん中の平均のってつけ

た」と回答し，それを受けて教師は「速さっ

ていうのは色んな種類があるんです。そうな

っちゃうと平均の速さを出すしかないので

平均の速さってことです」と説明した。 

② 「1 秒後から 2

秒後までの速さが

全部同じって考え

ているかもしれま

せん。そこでちょっと実験ね」と言い，教師

は右図のように竹竿を傾けて坂を作り，ボー

ルを転がす実験を行った。その後「1 秒後か

ら 2秒後までの平均の速さはどのようにして

求めますか」と投げかけられたので，s3 は「距

離÷時間」と答えた。 

③  次に教師は

「瞬間の速さと

はどんなものか」

と投げかけた後，

右図のように竹竿を傾けて坂を作り，瞬間を

白い板同士の隙間で表してボールを転がす

実験を行った。この実験で瞬間の速さが坂の

頂点と下で速さが違うことが分かった。 

④ 「この計算で瞬間の速さを捉えようとし

たら，どんな計算になるか。s5 の感覚でボー

ルがひゅっと通った感覚は何秒くらいだと

思う？」と投げかけられたので，s5 は「0.04

くらい，いや 0.000…」と答えた。次に「じ

ゃあ s5 の思う瞬間を 0.01 としよう。そして

スタートを 1 秒から 1.01 秒までを瞬間の速

さとしよう。そうすると，どんな計算にな

る？」と聞かれたので，s5 は「1．01-1」と

答えた。更に「1．01-1 分の？」と聞かれた

ので，s5 は「1.012-12」と答えた。 

 s5 が答えた式

を右図のように

黒板に板書しな

がら「これが瞬

間の速さですって言っていいですか？」と投

げかけられたので，s5 は「違うと思います」

と答えた。 

⑤ 「そうだね，違うよね。じゃあこの瞬間

をもっと小さくしたら ok ですか？」と投げ

かけられたので，s1 は首を傾げながら「だめ

だと思う」と答えた。教師に「(瞬間の速さは)

どんな量だと思う？」と投げかけられたの

で，s3 は「存在するんでしょうけど，ちっち

ゃすぎてよく分かんないくらいちっちゃい」

と答えた。黒板に【存在するけど小さい】と

板書された後，「s2 はどう？」と投げかけら

れたので，s2 は「いっそ存在しないと」と答

えた。それに対して「存在しないって言うの

を数字でいうと？」と投げかけられたので，

s2 は「0 です」と答えた。 

⑥ 「存在しないのは 0 ですよね。そうする

と，分母が 0 っていうと？」と平均の速さの

式を指しながら問いかけられたので，s7 は

「ないです」と答えた。次に「瞬間ていうの

がなんだかよく分からないから，この瞬間を

よく っておくよね。そうすると，2 秒から

2+  までの何を求めてる？」と投げかけられ

たので，s4 は「あ，平均の速さ」と気付いた

ように声を上げて答えた。 

黒板に板書された【2 秒から 2+  までの平均
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図 3:教科書の指導 

(啓林館, 2013, p.198) 

の速さ】を見ながら，「 を限りなく 0 に近づ

けます。限りなく 0 に近づけるっていうのを

   と置きます。これを 2 秒後の瞬間の速さ

です」という教師の説明を受けて，s1 は「瞬

間の速さは特定距離間までの平均の速さに

等しい」と理解した。 

この理解過程では，生徒の多くは瞬間の

速さの時間幅を 0 と考えることができなか

ったが，教師の働きかけで時間幅を 0 と考

えた時，0 で割ることができないことに気

付くことはできたようである。その上で，

極限の考えである「0 ではない値をとりな

がら，限りなく 0 に近づけていく」ことを

生徒に意識させることができることを明ら

かにした。 

5.2. 微分係数の図形的意味 (接線)の学習

について 

5.2.1. 微分係数の図形的意味(接線)の学習

における極限の考え 

微分係数の図形的意味

(接線)は，啓林館の詳説

数学Ⅱの教科書を用い

て考察を行った。ここで

は，関数  のグラフ

上にある点 A を点 B に近

づける(A)とき，直線 AB

がどう変化するか考え(B)，

また，その直線 AB に近づ

く直線があると気付

き，最終的に生徒の理

解が直線 AB に「近づ

く直線」が微分係数で

あることに気付くことで，「近づく直線」が

接線の傾きも表すことに気付くと考えられ

る生徒の理解過程を明らかにした。 

これを受けて生徒の理解過程を考察する

と以下のようになると考えられる。 

表 4 教科書にみられた微分係数の図形的

意味(接線)の理解過程 

① 微分係数 の中にある 

が何であるかを確認する 

② ①で確認した平均変化率がグラフにお

いてはどの図形で表されるのかを考える 

③ ②で考えた図形が図 3 の(A)にある直線

AB であることを確認する

④ ，すなわち   を限りなく 0 に近づ

けるということは図 3 の(B)においてどのよ

うな図形的意味を持つのかを考える

⑤ ④で考えた  の図形的意味は，点 A

を点 B に限りなく近づけることを確認する 

⑥ 点 A を点 B に限りなく近づけるとき，

直線 AB はどのように変化するかを考える

⑦ ⑥で直線 AB の変化を考えていく中で，

直線 AB が近づく直線があることに気付く

⑧ ⑦でその存在に気づいた「近づく直線」

（接線）の傾きが，①の微分係数の図形的意

味であると認める 

生徒はこのような過程を経て微分係数の

図形的意味(接線)を学習していく。数学Ⅱ

「図形と方程式」で学習する円の接線は，

判別式により決定することができるが，数

学Ⅱ「微分・積分の考え」で扱われる円以

外の曲線はその限りではない。 

5.2.2. 「微分係数の図形的意味(接線)」に

おける調査授業の実践と分析 

5.2.1 では，学習指導要領や教科書を用い

て微分係数の図形的意味(接線)における生

徒の理解過程を考察してきた。その結果，

微分係数や接線で極限を扱い導関数の応用

として接線の傾きを学習し，微分係数は接

(A) 

(B)
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線の傾きを表すことを図とともに視覚的に

理解させる学習を行うようになっている。

しかし，数学Ⅱ「図形と方程式」で学習す

る円の接線は，判別式により決定すること

ができるが，数学Ⅱ「微分・積分の考え」

で扱われる円以外の曲線はその限りではな

い。この認識の差は極限の考えを用いる微

分係数の図形的意味(接線)において実際に

どのように生徒の理解が進んでいくかみる

ために調査授業を実施することとした。 

調査授業の目的は，平均変化率の極限値

が微分係数であり，微分係数が接線の傾き

になることを図形的に捉えさせることであ

る。そのため授業ではまず，平均変化率と

微分係数の復習を行う。次に関数   

を用いて，瞬間の速さを図形的に考える活

動を通して，平均変化率の極限値が微分係

数として求められることを生徒に気付かせ，

微分係数が接線の傾きになるだろうと考え

るのではないかと想定できる。実際の授業

における生徒の理解の様相を次にみていく。 

表 5 微分係数の図形的意味(接線)におけ

る生徒の理解過程 

① 1 学期に学習した平均変化率と微分係数

の復習をプリントで行った後，「1～2 秒後ま

での平均の速さを求める時にどんな計算を

したっけ？」という教師の問いかけから，s1

は「       」と答えた。「この計算をグラ

フにするとどうなるのかっていうのを考え

て行きたいと思います」という教師の発言か

ら，黒板の板書に従って関数    のグラフ

をプリントの裏に書いた。

② 右図のように，関

数    をプリントの

裏に書いた。教師は「こ

の計算てグラフで考え

ると何の計算だか分か

る？」と黒板に板書された式を指差しながら

s3 に 投 げ か け た 。 s3 は

「 の増加量  の増加量 」と答えると，更に

「つまり，これは？」と問いかけられ，「傾

き」と答えた。s3 は教師とのやり取りから平

均変化率の式がグラフでは傾きを表すと理

解し，生徒はプリントのグラフの横に

「 の増加量  の増加量  傾き」と書いた。 

③ 「今日はこの道具を使

ってね，これをこのグラフ

で表すとどうなる？」と①

の式を指差しながら問い

かけられると，s2 は前に出

てきて「3 のところ」と言いながら，指示棒

を用いて右上図のように   となる 軸に平

行な直線をグラフに表した。「さっき s3 が言

ってたのってなんだっけ？」と再度問われる

と，s2 は「傾き」と答え

た。同じやり取りを繰り返

していると s2 は「あ，そ

うか   が 1 から 2」と呟い

て(A)の図のようにグラフ

に表した。次に「じゃあ次に 2 秒から 3 秒ま

での平均をグラフでやろう

としたらどうなる？」と投げ

かけられると， s7 に指示棒

を渡すと，(B)の図のように

グラフに表した。

 それを受けて「前回やった

2 秒後の瞬間の速さって言ったらこのグラフ

はどうなりますか？」と問いかけられたの

で， s1 は「2 秒のときの？」と確認し，「普

通に(  )4 のところに」と言いながら  

上の(2,4)に接するように指示棒を傾けた。 

「どうしてこうだと思うの？」と問いかけら

れると，s1 は「さっきの，これ(座標(2,4))と

これ((3,9))が，こことこことでぶつかるから」

と答えた。他の生徒は s1 が指示棒を用いて

グラフに表した直線をみて理解を示した。 

(A)

(B)
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④ 「この線っていうのはど

ういう線？」と聞かれたの

で，s1 は「    の接線」と

答えた。教師が右図のように

今までの直線を黒板のグラ

フに板書したので，板書に従ってプリントに

書いた。次に「何で接線になっちゃうんだっ

け？」と問いかけられると， s3 は「前に出

てもいいですか？」と言い黒板のグラフを指

して「さっき求めてた平均の速さがここから

ここまでの線のグラフだと思ってたんです

よ。で，それがちっちゃくなるから，最終的

にはここ(2,4)で終わるんじゃないかなって，

考えてたんです」と答えた。「ぎゅーっとな

って点になっちゃうみたいな？」と教師が補

足すると，s3 は首を縦に振って肯定を示し

た。 

⑤ 「ｓ3 の解釈としては，瞬間の速さって

いうのはどんどんどんどん，線が短くなっち

ゃって，最終的に，点になると．そういうイ

メージでいたわけね。ならこれが，こうあっ

て，こっから，ここまでの話だと思ったんだ

ね。じゃあなんできゅーって短くなんの？」

と問いかけられると，s3 は「段々範囲になっ

ている平均の速さの範囲がぎゅーってなっ

ている」と答えた。「平均の速さの場合が？

ここで言うところの範囲っていうのは？」と

投げかけると，s3 は「2～3」と答えた．更に

「2～3 ね，この範囲が？」と問われると，「狭

まっている」と答えた。教師は「狭まってい

るんだね．どんどんどんどん，狭まっていっ

てぎゅーって狭まって行く。そして最終的

に，接線になったっていうことだね」と説明

したので，s3 は瞬間の速さを点で捉えるので

はなく，線で捉えると理解した。 

⑥ 「この接線はどうやって求めるの？」と

問いかけられると，s2 は「    ・・・」

と式を答えた。「傾きを？どうやって計算す

んの？」と投げかけられると，s2 は「微分で

計算」と答え，「微分で計算すんの？微分は

今日は何をやるの？」と再度問われると「    
   

で」と答えた。教師が黒板に「     」と板書

して「これは別名なんていうの？」と投げか

けられると，s2 は「傾き」「変化の割合」「平

均変化率」と答えて最後に「微分係数？」と

答えた。 

 教師は最後に「微分係数や接線の傾きは同

じです。だからどんどんどんどん畳んでいっ

て，接線になっちゃう。この幅がぎゅーっと

狭まるから，接するしかないから接線なんで

すよーということです」という説明をしたの

で，生徒は「     」が微分係数であり接線の

傾きであると理解した。 

この理解過程では，生徒は瞬間の速さで

必要となる極限の考えを用いることはでき

ていたが，曲線上を動く点の動的な動きを

一方向のみで考えていること，及び接線の

傾きを求めるときに必要となる極限の考え

を用いることができないという実態がみら

れた。これにより，数学Ⅱ「図形と方程式」

で扱われる円の接線の求め方と数学Ⅱ「微

分・積分の考え」で扱われる接線の求め方

との差を理解しにくい生徒の様子が明らか

になった。 

「微分係数の図形的意味(接線)」の意味

理解は，「瞬間の速さをグラフで表すとどの

ように表すことができるか」という教師の

発問から「瞬間の速さが微分係数や接線の

傾きと同じであり，接線の傾きが微分係数

の図形的意味である」という意味を理解す

ることである。そのような意味理解に到達

するには，瞬間の速さの授業と関連付けて

平均変化率や微分係数というものがグラフ

でどのように表されるのか考えさせる所か

ら始め，なぜそうなるのかという意味を伴

った活動をつないでいき，「微分係数の図形

的意味(接線)」の意味理解に到達させるこ
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図 5．最大値と最

小値で導く方法 

とが必要である。 

5.3. 面積と定積分の学習について 

5.3.1. 面積と定積分の学習における極限

の考え 

面積と定積分は，「なぜ，定積分の計算で

面積を求めることができるのか」という意

味を理解する生徒の理解過程の考察を数研

出版の高等学校数学Ⅱの教科書を用いて考

察を行った。面積と定積分の意味理解には

概ね，次のような手順を踏むことになると

考えられる。 

① を定義する。  は面積であり，ま

た， の関数である。 

②  を導く。 

③    を     の不定積分  を用いて表

す。 

④ 

②の理解が最も大きなポイントである。②

の説明の方法として，多くの教科書で次の

2 つの方法がとられている。東京書籍の数

学Ⅱの指導書 (p.246)を参考に，「    

 を導く方法 1，2」として，次に示す。 

 「          を

導く方法 1」は，

図 4 において

を導きこれを満たす    の存在を直

観的に認めさせるものである。この方法で 

は，極限の考えを用いる箇所「  のとき

 」において，位置がどこか定まらない

   の値の変化と極限を考えなければならな

い。このことが，理解の困難性につながる

と考えられる。 

 「          を導く方法 2」は，図 5 に

おいて最大値，最小値の存在定理を直観的

に認めさせるものである。この方法では，

極限の考えを用いる箇所

「   のとき， 

 ，      」 

において，位置がどこ

か定まらない最小値

 と最大値  の値の変化と極限を考えな

ければならない。このことが，理解の困難

性につながると考えられる。後述する調査

授業で使用した高等学校数学Ⅱ(数研出版，

2012)では，上の 2 つの困難性を生じさせな

い工夫がなされている。その教科書を用い

て生徒の理解過程を考察すると以下のよう

に考えられる。 

表 6 教科書による説明に沿う生徒の理解

過程 

① (教科書の指示に従って) 定積分と図

形の面積との関係を関数    で考えよ

うとする。

② (教科書の指示に従って)

下図において関数    のグ

ラフと 軸および直線   で

囲まれた斜線部分の面積は，

の関数であることを確認し，この関数を

とする。

③ (教科書の指示に従って)

が成り立つことを示そうとする。 

④ (教科書の指示に従って) 
           

を

考え， を 0 に限りなく近づけることにす

る。

⑤ (教科書の指示に従って)

  のとき，斜線部分の面

積は           であるこ

とを右図において確認する。 

⑥ (教科書の指示に従って) 横の長さが

である 2 つの長方形 APQB，APRC の面

積の大小関係を考えようとし， 

図 4: 

   を導く方法 
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という不等式が成り立つことを導く。 

⑦ (教科書の指示に従って)  であ

ることから⑥の不等式の各辺を で割り， 

という不等式を導く。 

⑧ (教科書の指示に従って)  を 0 に限

りなく近づけると  は限りなく   に

近づくことを確認する。  のときも同

様であることも確認する。 

⑨ よってこのとき，
           

 も  に

限りなく近づくことになると確認する。 

⑩ 上で調べたことから，

すなわち 

であることを導く。 

ここでは，なぜそうするのかという理由

がわからないままに，それを考えることも

なく，教科書の指示に従って説明を読み進

めていくという受動的な学習となり，「0 と

は異なる値をとりながら 0 に限りなく近づ

けていくとき･････」というような「極限の

考え」に迫ることもない，ごく表面的な理

解に止まる生徒の理解過程を明らかになっ

た。 

5.3.2. 「面積と定積分」における調査授業

の実践と分析 

「面積」における調査授業の目的は，曲

線を含む図形の面積が定積分の計算で求め

ることができることの意味理解を図る授業

を行い，生徒の意味理解の過程を明らかに

することである。調査授業では，4.4 で先述

した高等学校数学Ⅱ(数研出版，2012)の教

科書にある「          を導く方法 3」に

よる説明を主として展開した。「なぜ積分す

ることによって面積を求めることができる

のか」という発問を生徒に投げかけること

から始められた。以下の表 7 の①~⑩の番号

は，表 6 の番号に対応させている。 s1，s2

などは生徒個人を表わしており，それ以外

で生徒とだけ表記されている場合は生徒全

員であることを表している。 

表 7 面積と定積分における生徒の理解過

程 

① 1 学期の間に学習した積分についてプリ

ントで復習を行った後，「どうして積分すると

面積になるのかということを今日はやってい

きます。関数    から考えてみよう」とい

う教師の発言から，黒板の板書に従って関数

のグラフをプリントに書いた。 

② 右図のように，関数

 のグラフと直線

  および      を

教師の指示に従ってプリ

ントに書いた。関数    のグラフと 軸およ

び直線  で囲まれた面積を    とした。教

師 が の グ ラ フと  軸 お よ び 直線

  で囲まれた図形を指し，「ここの面

積はどう表せるか」と聞きながら，グラフの

横に      と書いた。 

③ (表 4 の③に該当する事項はない)

④ (表 4 の④に該当する事項はない)

⑤ ②の図を指して「この ABQP の面積は，

なんて表現できる？」という問いかけに

「    」と答えた。「多分ここ (    )とここ

(      )で計算しちゃったのかもしれない

けど，ちょっとここでは計算できないので，

そのまま考えると？」という問いかけに，s3

は「      引く    」と答えた。s3 は教師と

のやり取りから，ABQP の面積を求めるには

   という文字式を用いて考える

と理解し，生徒はプリントのグラフの横に
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「  」と書いた。 

⑥-1  図形 ABQP の面積を

   と表した後，

「特殊な考え方をしていき

ます」「あ，ここ(    の 座

標)はなんぼ？」と聞かれたので，点 B と点 Q

の 座標をそれぞれ「  」「 」と答えた。

その後上図をプリントに書き，教師の説明を

受けて，生徒は 2 つの長方形 ABRP と長方形

ACQP の間に図形 ABQP があると理解した。 

⑥-2 「この(ABQP)の面積は出すのが難しい

ので長方形なら縦×横ででるよね」と聞かれ

たので，s4 と s5 は 2 つの長方形 ABRP と長

方 形 ACQP の 面 積 を そ れ ぞ れ 「 」

「       」と答えた。

⑥-3 板書された図形 ABQP を指し示しなが

ら「(ABQP の面積は)長方形 ABRP より大き

いけど，長方形 ACQPより小さいことになる」

という教師の説明を受けて，図形と長方形の

面積をそれぞれ確認した。生徒は⑤で表現し

た図形 ABQP の面積が

という不等式で表されると理解し，⑥-1 の図

の下にその不等式を書いた。 

⑦ 板書された不等式の中の    を指して「

っていう幅があります。  は 0 じゃありませ

ん。なので，全部   で割ります」と指示され

たので，生徒はそのまま⑥-3 の不等式を で

割り， 

を⑥-3 の不等式の下に書いた。 

⑧-1 ⑦の不等式の中辺を指して「これって

どこかで見たことある？」という教師の問い

かけに，s1 は「瞬間の速さ」「傾き」「微分係

数」と答えた。更に教師から「何における微

分係数？」と聞かれたので，s1 は「   におけ

る微分係数」と答えた。その後，教師は

の下に     と板書したので，生徒は

図形 ABQPの面積は微分係数で表されること

を理解した。 

⑧-2 教師の説明を聞きながら，⑦の不等式

の下に板書で示された

を確認した。教師から「    というのは   を 0

に近づけるということです」という説明を受

けた。(注；ここでは≦であるが実際の板書は

なかった) 

⑧-3 「   を 0 に近づける

と，えー微分係数というもの

が出てきちゃいます。  を 0

に近づけるっていうのは一

体どういうことか」と聞かれ，その問いを確

認した。その上で，教師は 2 つの長方形の発

泡スチロールを右図のように近づけながら，

「   は幅であり，0 に近づけていくと，面積

が 0 に近づくが 0 にはならない」という教師

の説明を受けた。ここでの教師の説明から，

s1 は授業後のアンケートで「瞬間の速さのと

きの面積の集合体なので面積が求められる」

という理解を示していた。 

⑧-4 ⑧-2 の不等式の左辺を指して，「   を 0

に限りなく近づけると，  は何になりますか

ね」と聞かれたので，s3 は「0」と答えた。

教師の「0 にはならないよね。  を 0 に近づけ

るから，何も変化しません。これは  です」

という説明を受けた。授業後のアンケートで

s3 は「線は長方形なので，正確な値は存在し

ないが，それにとても近いものが求められる」

という理解を示していた。

⑧-5 ⑧-2 の不等式の中辺を指して，「これ
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(
           

 
)は何になる？」と聞かれたので，

「微分係数」と答えた。教師から「     にな

りますよね」と説明を受けた。授業後のアン

ケートで s2 は「細かい線で図形を描き，その

線の面積を足し行けば求められる。その線を

もとめる途中の最後の手順は微分されている

ので，積分して戻す」と回答しており，微分

係数の授業との繋がりを感じていた。 

⑧-6 ⑧-2 の不等式の右辺を指して，「   を 0

に限りなく近づけると，      は何になりま

すか」という教師の問いかけに，「  」と答え

た。その後，教師の「  に近づいていくよね」

という説明を受けた。このとき，生徒は   を

限りなく 0 に近づけると，      の  に限り

なく近づくことを確認した。 

⑨ 「  より大きくて  より小さい。これは

いわゆる    にだんだんと近づいていくとい

うことです」という教師の説明を受けて，
           

 
の式を見ながら，   を限りなく 0 に

近づけるとき，これは    に限りなく近づくこ

とを確認した。 

⑩ 「     は    に近づく。     の微分を元

に戻すにはどういう計算するのか？」という

教師の問いかけに s2 は「積分する」と答えた。

教師は「積分しますよね．両辺積分すると，

元に戻るけど，  はこう       なります．だ

から積分すると，面積が出てくるんです」と

説明した。このとき，生徒は積分すると面積

を求めることができると気付いた。 

この理解過程では，教師の問いかけや説

明などとそれに伴う生徒の活動によって進

められ，意味理解により近づいたものにな

っていることが認められる。意味理解とい

う観点からみたとき，改善すべき最大のポ

イントは，面積の不等式から高さの不等式

への視点の移行が，「教師の「全部   で割り

ます」という指示」(⑦についての記述の下

線部)により進められたことである。ここの

改善で考えられるのが，「  が限りなく 0 に

近づくとき，面積の他に変化するものがな

いか？」という教師の問いかけにより，面

積の極限から高さの極限へと視点を移行さ

せる工夫などである。 

「面積と定積分」の意味理解は，「定積分

の計算で面積を求めることができる」とい

う結果と共に，「なぜ，定積分の計算で面積

を求めることができるのか」という意味を

理解するということである。そのような意

味理解に到達するには，定積分と面積の関

係を考えようという始まり方ではなく，関

数    のグラフを含む図形の面積をどの

ように求めたらよいかということから始め，

なぜそうするのかという意味を伴った活動

をつないでいき，「面積と定積分」の意味理

解へと到達させるという指導が必要である。

表 7 の調査授業には，その指導の可能性が

具現されている。なぜそうするのかという

意味を伴った活動をつなぐ教師の問いかけ，

（考える準備としての）説明，働きかけを

工夫すれば，特に理解過程⑦において面積

の極限から高さの極限へと視点を移行させ

る教師の問いかけを工夫すれば，意味を伴

った活動を切れ目なくつないでいき，「面積

と定積分」の意味理解へと到達させること

ができると考える。 

 

6. まとめと今後の課題 

本研究により，調査を行った「瞬間の速

さ」・「微分係数の図形的意味(接線)」・「面

積と定積分」の授業では，なぜそうするの

かという意味を伴った活動を繋ぐ，教師の

問いかけや(考える準備としての)説明，働

きかけを工夫することでそれぞれの学習で

意味理解へと到達させることができるとい
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う指導への改善を示すことができた。また，

「瞬間の速さ」で用いた極限の考えを「微

分係数の図形的意味(接線)」の学習で用い

ることで，グラフに表すと点として捉えよ

うとしていた「瞬間の速さ」を直線の傾き

として捉えることができるようになるとい

う効果などを確認することもできた。意味

理解を図る授業を通して，それぞれの学習

内容は関連付けられ，学習の意味を考えな

がらより理解を深めていくことのできる授

業を創る可能性をも示すことができたと言

えよう。本研究の成果を出発点として，こ

れからも一層，高等学校数学Ⅱ「微分・積

分の考え」における極限の考えに着目した

「微分すること」・「積分すること」の意味

理解につながる指導を志向していかなけれ

ばならない。 

本稿において数学Ⅱ「微分・積分の考え」

における極限の考えの理解過程に着目して，

生徒の理解過程を考察してきたが，極限の

考えを用いない，例えば曲線の概形などの

学習においては明らかにすることができな

かった。今後は，「瞬間の速さ」・「微分係数

の図形的意味(接線)」・「面積と定積分」の

という極限の考えに関わる学習だけではな

く，数学Ⅱ「微分・積分の考え」全体を通

して，「微分すること」・「積分すること」の

意味理解を明らかにするために各学習の生

徒の理解過程に着目し，数学Ⅱ「微分・積

分の考え」の意味理解につながる指導改善

の研究と実践を更に発展させていきたい。 

7. 引用・参考文献

Boyer,C.B.(1949). The History of the Calculus 

and its Conceptual Development.New 

York:Dover. 

Edwards, Jr.C.H. (1937). The Historical 

Development of the Calculus, NewYork: 

Springer-verlag. 

片寄恵理奈．(2015)．「数学Ⅱ「微分の考え」

における極限に関する一考察-瞬間の速さ

の理解段階に着目して-」．日本数学教育学

会第 48 回秋期研究大会発表集録．pp．

275-278．

片寄恵理奈．(2015)．「高等学校数学Ⅱ「微分

の考え」における極限に関する一考察」．上

越数学教育研究第 30 号．pp.85-92． 

文部科学省．(2009)．高等学校学習指導要領

解説 数学編．実教出版． 

大田邦郎．(2009)．「高等学校の積分指導にお

けるいくつかの問題」．北海道大学大学院教

育学研究院紀要 108．pp．21-29． 

大塚明彦．(2009)．「平均の速さから瞬間の速

さへ」．教育科学/数学教育．1 月号．pp.60-64． 

大島利雄他．(2013)．『高等学校数学科用 数

学Ⅱ』．数研出版． 

坂井武司．(2015)．「小・中の連続性に基づい

た極限の考えの素地指導～学習内容の本質

に迫る教材開発～」．学校数学研究会誌 学

校数学研究 Vol.23 No.1．pp.5-11． 

高橋陽一郎他．(2013)．『詳説数学Ⅱ』．啓林

館． 

高橋陽一郎他．(2013)．『諸説数学Ⅲ』．啓林

館． 

塚原久美子．(2002)．「数学史をどう教えるか」．

東洋書店． 

山口昌広．(2014)．高等学校数学Ⅱにおける

微分学習の指導改善に関する研究-微分す

ることの意味理解に着目して-．上越教育大

学学校教育研究科修士論文(未公刊)． 

−32−



現実性のある場面における 

子どもの小数の乗法及び除法の知識形成過程について 

―modelの自己発達に着目して― 

藤川 亮一 

上越教育大学大学院修士課程３年 

1. はじめに

小数の乗法及び除法の学習は，整数の乗

法及び除法の学習に数としての小数の複雑

さが絡んだり(高橋裕樹，2003)，整数の範

囲から小数の範囲へと意味の拡張をしたり

する（松原，1985）という点で難しい。現

に 2007 年より実施されている全国学力・学

習状況調査において，しばしば小数の乗法

及び除法に関する問題が出題されているが，

子どもたちの正答率は芳しくない（eg.,国立

教育政策研究所，2012）。  

他方で，小数の乗法及び除法は，現実場

面との連関性という特性をもつことから，

子どもが現実場面から自ら知識を形成して

いくという，算数における学習の典型的な

有り様を支えるものである（高橋等，2009）

ことや，あるいは乗法及び除法を整数の範

囲から小数の範囲へ拡張することを通して

「拡張の考え」を理解することができる

（eg., 中村，1996；板垣，2002）など様々

な教育的な意義が含まれており，算数科に

おける主要な学習内容の一つである。 

これまでに小数の乗法及び除法の指導改

善への有益な示唆を得るために，様々な研

究（eg., 麻柄，1995；高橋久誠，2000）が

なされる中で，数直線を有効に用いて小数

の乗法及び除法を割合で意味づけたり，子

どもが場に応じて解決の単位を設定したり

することの重要性が示されてきた。とりわ

け，高橋裕樹 (2003)は，現実的数学教育

(Realistic Mathematics Education，略称 RME)

理論に基づき，子どもの小数の乗法及び除

法における知識形成過程を明らかにしてい

る。一方で，子どもの小数の乗法及び除法の

知識形成が， informal なものから formal なも

のへと発達していく過程を，model の自己発

達という視点から細かな経路を辿って考察し，

それらの経路にどのような転換点があったの

かを明らかにする必要がある。model の自己

発達については，これまで「文脈」，「領域」

及び「機能」による三つの転換が指摘され

ている(Van den Heuvel-Panhuizen，2003)。 

上記より，本研究の目的を，現実性のあ

る場面から出発する子どもの小数の乗法及

び除法の知識形成が， informal なものから

formal なものへと発達していく過程を

model の転換という視点から明らかにする

こととする。  

本稿では, 第一に, 小数の乗法及び除法

に関する先行研究を概観することにより , 

子どもが自らの知識を基に小数の乗法及び

除法の知識を形成していくために必要な要

件を明らかにする。第二に, 現実的な場面

から出発して数学化に至る立場を取るRME

理論の提唱者であるFreudenthal, Hの思想な

どを基に , 本研究における「現実性」の定

義を明確にする。第三に , RME理を視座とし

た Gravemeijer et al.(2000) や Van den 

Heuvel-Panhuizen（2003）の心的構成物であ

るmodelの自己発達について考察する。第四
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に，Van den Heuvel-Panhuizen(2003)の理論

的枠組みを精緻化し発展させることで, 新

たな理論的枠組みを構築する。第五に，新

たに構築した理論的枠組みと子どもの小数

の乗法及び除法における知識形成の過程と

を照らし合わせることで，小数の乗法及び

除法の知識形成を捉えるための理論的枠組

みを構築し，それを基に教授実験における

子どもの学習過程の分析，考察を行う。 

２．小数の乗法及び除法における先行研究

の考察 

松原（1985）は，小数をかけるというこ

との意味について，これまで子どもたちが

学習してきた「倍」の意味を，あらためて

拡張して見直させる必要があることを示し

た。小数の乗法の意味の拡張に関して，中

村（1996）は，乗数が整数のときには「同

数累加」で捉え，乗数が小数になったとき

には「割合による意味付け」で捉える立場

から，数直線を用いた指導を提案している。

さらに中村（2007）では，子どもが小数の

乗法の意味をどのように捉え，表現してい

るのかに着目し，子どもは，数直線を用い

て乗法の意味を割合で捉え，整数倍から小

数倍へと移行していることを明らかにして

いる。中村（1996，2007）では，子どもは

数直線を用いることによって数量の関係が

比例関係になることや，あるいは乗法の意

味を割合で捉え，整数倍から小数倍へと移

行していることを明らかにしている。他方

で，子どもが比例関係をどのように捉える

ようになっていくのかや，あるいは，子ど

もが数量関係を数直線へと表していくまで

の過程を明らかにする必要がある。 

白石（2005）は，除法の「意味の拡張」

とは「１」へのアプローチを，これまでの

「累加, 累減」の方法から「倍関係」を使

った方法に拡張することであるとし，それ

を子どもたちに導入する際には，数直線を

用いることが有効であることを示している。

さらに白石（2006）では，先行研究を基に

した授業における子どもの活動を分析，考

察することで，数直線が式を立てたり，困

難を乗り越えたりするのに便利な道具とし

て子どもに意識されている様相を明らかに

した。白石（2005，2006）では，授業にお

ける子どもの学習過程の分析，考察から，

子どもたちが数直線を用いて比例的な見方

をできることや，あるいは数直線を立式の

際に有効な道具として用いることを明らか

にした。他方で，小数の除法の知識形成に

おいて，どのような視点で自らのmodelを転

換させていくのかということや，あるいは

子どもたちの小数の除法の知識形成におい

て，小数の乗法の知識がどのように関わる

のかといったことを考慮する必要がある。 

高橋裕樹（2003）は小数の乗法及び除法

の指導改善への有益な示唆を得るために，

RME理論に基づき，子どもの小数の乗法及

び除法の知識形成が， informalなものから

formalなものへと発達していく過程を明ら

かにした。他方で以下の二点を考慮する必

要がある。一点目は，子どもの活動の分析

に用いた理論的枠組みに，算数授業で複数

あ る situation や , 文 脈 に 応 じ て formal 

knowledge を 繰 り 返 し 用 い て formal 

knowledgeを更に洗練させていく過程を明

示化することである。二点目は，子どもの

小数の乗法及び除法の知識形成が，informal

なものから formalなものへと発達していく

過程を，modelの自己発達という視点から細

かな経路を辿って考察し，それらの経路に

どのような転換点があったのかを明らかに

することである。以上のことから，本研究

における視点として二つのことを考慮する

必要がある。一つ目は，子どもが自らの知

識を基に小数の乗法及び除法の知識を形成

していくために，どのようなことを考慮す

る必要があるのかである。それは（１）子
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どもが整数の乗法及び除法の知識を生かし

ながら解決のために用いる単位や, それと

対になる単位量をどのように形成していく

のか，（２）数直線や図などで単位量を利

用していくことにより, どのように比例の

考えを発達させていくのか，（３）子ども

の小数の乗法の知識が，どのように小数の

除法の知識形成に関わるのか，あるいは，

小数の除法の知識形成がどのように小数の

乗法の知識の洗練に関わってくるのか，で

ある。二つ目は子どもの小数の乗法及び除

法の知識が， informalなものからformalなも

のへと発達していく過程を，modelの自己発

達という視点から明らかにすることである。 

３．本研究における「現実性」の定義づけ 

Freudenthal(1991)は，子ども一人ひとり

の現実性を生かし，ある特定の共同体にお

いてつくられる共通の感覚を基盤に据えた

学習の展開の重要性を提言し，「現実性は，

歴史的に，文化的に，環境的に，個別的に，

そして主観的に決定される。」とも述べてい

る。つまり現実性は，学習者の発達や学習

状況，あるいは共同体での文化と密接に関

連するものと言えるだろう。実際の授業に

おける子どもの現実性をみると，吉田（2000）

は，子どもの内に構成された現実性が発展

し算数をつくり上げるという立場から，具

体的な活動を通して構成する活動的現実性

を起点とした，算数の文脈において構成す

る数学的現実性への発展について言及した。

結果として吉田（2000）は，活動と記号と

の相補的な関係を契機として，あるいは子

どもが扱う言葉を媒介として現実性が促進

する様相を明らかにした。さらに吉田（2000）

は，常に日常的な場面を用意することで活

動的な現実性が促進するとは言い切れず，

減算モデルが数学的に意味することを捉え

るための活動が重要になったりすると述べ

ている。双方の現実性に対する考察より，

現実性とは学習者によって変わるものであ

り，実感を伴うものが現実的であると言え

る。例えば，数学者にとっては，記号の世

界で表される数学そのものが現実的であり，

親しみのある場面である。 

他方で，子どもたちが活動と記号との行

き来を繰り返すことで現実性を捉えていく

ためには，何かしらの扱う対象，例えば具

体物や，自らが表した図や式などの model

が存在するはずである。問題場面における

子どもたちの現実性を，授業者が捉えるた

めには，それらの対象がどのように扱われ

ているのかを把握する必要がある。中村

（2000）は，小学校の重さの授業場面にお

ける子どもの活動をみることで，対象とそ

れを操作すること，そしてそれらが関係す

ることで数学が発展することに数学的な現

実性の一つの側面があることを示し，さら

に捉える対象には対象とそれを操作する方

法があることを言及した。吉田（1998）と

中村(2000)とを踏まえると，子どもが現実

性を捉えていくためには，活動をする中で

何らかの操作を経験したり活動と記号との

関係を見直したりすることで，ある数学的

な対象をつくり出す，という過程を繰り返

すことが重要だと言えるだろう。 

一方で，現実世界は子どもにとって親し

みのある場面であり，多くの場合，日常的

な現実性をもつものである(高橋等，2003)

と示されるように，現実性と日常生活との

つながりは切り離せないものである。問題

場面と現実性に関して，池田（2013）では，

児童・生徒にとって本当に現実的であるの

か，あるいは児童生徒にとって馴染みのあ

る場面であるかどうか，問題を解く必然性

があるかどうか等を論点とした上で，問題

の現実さについて言及している。すなわち，

問題場面の現実性という視点では，子ども

が親しみを感じたり，馴染みを覚えたりす

るような，子どもの日常生活に即した状況
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を問題の文脈に考慮することが大切である。 

先行研究の考察より，本研究における現

実性を定義づけるに当たって，ⅰ）現実性

とは学習者によって変わるものであり，実

感を伴うものが現実的であるという視点，

ⅱ）活動と記号との相補的な関係を契機と

するような，活動的現実性を起点として構

成する数学的現実性への発展という視点，

ⅲ）活動をする中で何らかの操作を経験し

たり，活動と記号との関係を見直したりす

ることで，ある数学的対象をつくり出すと

いう視点，ⅳ）問題場面と現実性に関して，

子どもが親しみを感じたり，馴染みを覚え

たりするような，子どもの日常生活に即し

た状況という視点，の４つを考慮する必要

がある。 

したがって，本研究における現実性を「子

どもが，自分の経験や知識と環境（問題場

面）とを照らし合わせてそれらの類似性を

把握したり，活動をすることで数学的対象

を自らつくり出したり，環境に対して親し

みを感じたりすること」と定める。なお，

ここでいう親しみとは，学習者の発達や学

習状況，あるいは共同体での文化と密接に

関連するものとする。  

４．子どもの数学的な知識の形成過程を捉

えるための理論的枠組みについて 

４．１．Gravemeijer et al.(2000)におけ

る model の自己発達 

Gravemeijer et al.(2000)は，図１に示すよ

うに，informal knowledgeがformal knowledge

へと向かうための起点であるべきだとする，

modelの自己発達というRMEの鍵となる理

論を提示した。図１において， situationsは

現実世界であり，算数の授業では，現実性

をもつ問題場面に相当する。 model-ofは

situationsのもとで，心的にモデル化された

ものであり，situationに依存したmodelであ

る。このmodelがformal knowledgeに向かう

ことにより，model-forとなり，最後に，数

学的に標準的に記述された形式的知識であ

るformal knowledgeに至る。  

図１  Gravemeijer et al.(2000)の図式  

４．２．Van den Heuvel-Panhuizen(2003)

の model の自己発達 

Gravemeijer et al.（2000）では，modelと

は，生徒自身がもつ心的構成物のことであ

り，問題を解決する際に formal knowledgeに

向かって発達するものであることが示され

ていた。他方，Van den Heuvel-Panhuizen

（2003）はmodelの表れ方に関して以下のよ

うに言及している：  

RME において，model は問題状況の表現と

して見られ，またはその問題状況に関連す

る数学的概念と構造の不可欠な様相を反映

するが，種々の現れ方をする。これは「model」

という用語が過度に文字通り用いられない

ことを意味している。道具，視覚的スケッ

チ，典型的な状況，スキーマ，図表，記号

さえも model として目的に適う。 

（Van den Heuvel-Panhuizen，2003，p.13） 

すなわち「model」とは，子どもたちにと

っての算数や数学，その他の関係からなる

心的な構成物，あるいは知的な構造体であ

り，問題場面から数学的な関係を抽出した

状態で表れたり，問題場面を把握し表現す

るために表れたりと，様々な様相を反映す

るものであると捉えることができる。 

Van den Heuvel-Panhuizen（ 2003）は，
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Gravemeijer et al．(2000)のmodelの自己発達

をさらに発展させ，model-ofからmodel-for

への移行の段階にさらに小さなmodel-ofか

らmodel-forへの漸進的な発達があることを

図 ２ に の よ う に 示 し て い る 。 Van den 

Heuvel-Panhuizen（2003）はこの転換に関し

て，文脈に結びつく水準で informalな解釈を

記号化したmodelが，局所的かつ連続的発達

を伴い，最終的には一般的で形式的な解決

のためのmodelになることを示している。 

図２Van den Heuvel-Panhuizen(2003)の図式

Van den Heuvel-Panhuizen(2003)は図２の

図式を用いて，子どもの百分率の学習過程

におけるmodel-ofからmodel-forへの移行を

分析し，以下の三つの転換を明らかにした。 

４．２．１．「文脈」による転換 

 前の文脈で記号化された方法が次の文脈

を表現するために用いられる際に生じる転

換である。Van den Heuvel-Panhuizen(2003)

は，この転換を，劇場の占有の度合いを記

号化する方法が，次の文脈での花の1/4が赤

だということを表すために用いられたこと

から見出している（図３）。 

図３ 劇場の占有具合(左)と花々の 25%の表

現(右) 

４．２．２．「領域」による転換 

 内容領域における転換である。Van den 

Heuvel-Panhuizen(2003)は，この転換を，分

数を表すための帯図の model が，分数に加

えて，百分率のために用いられたことから

見出している（図４）。 

図４  百分率のために用いられる帯図 

４．２．３．「機能」による転換 

 最初はただ文脈を表すための図や表が，

答えを導くために用いられる際に生じる転

換である。Van den Heuvel-Panhuizen(2003)

は，この転換を，最初は数量の関係を把握

するための帯図のmodelが，百分率を見積も

るために，あるいは，新たに値引きされた

値段からもとの値段を計算するために用い

られたことから見出している（図５）。  

図５  もとの値段を計算するために用いられ 

る帯図 

４．３．Van den Heuvel-Panhuizen（2003） 

の理論的枠組みの精緻化 

上記で示したVan den Heuvel-Panhuizen

（2003）の子どもの活動の分析・考察の結

果では，model-ofからmodel-forへの転換が

生じる際には，複数の situationの設定があっ

たり，子どもが領域ごとのつながりを意識

したりすることが示された。この複数の

situationというのは一つの formal knowledge

に対して設定されるものであり，領域ごと

のつながりというのは各単元における

formal knowledge間のつながりのことであ

ると解釈できる。したがって， Van den 

Heuvel-Panhuizen（2003）の子どもの活動の

分析・考察の結果より，子どものmodelの自

己発達を精緻に捉えていくためには，子ど

もの活動を捉えるための理論的枠組みを，

一つの formal knowledgeに対して設定され
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る複数のsituationと，formal knowledgeの洗

練の過程という視点から精緻化する必要が

あると考える。我が国の算数・数学教育実

践においても，一つの formal knowledgeに対

し，複数のsituationからformal knowledgeを

洗練させるための活動を何回か繰り返した

り，formal knowledgeを更に数学的に洗練さ

せるような単元間の系統があったりする。

そこで筆者は，Van den Heuvel-Panhuizen

（2003）の子ども活動の分析結果を基に，

Van den Heuvel-Panhuizen（2003）の図式に

複数のsituationから出発するmodelの自己発

達や formal knowledgeの洗練の過程を明示

化することで，理論的枠組みの精緻化を行

った（図６）。  

図６ 新たに構築した理論的枠組み  

 

図６において，situation(1-1)(括弧の中の

一番目の番号は situation間の区別をする順

番を，二番目の番号は formal knowledge(1)

に対する situationの順番を表す)は， formal 

knowledge(1)（括弧の中の番号は到達した

formal knowledgeの順番を表す）に対しての

最初のsituationである。model-of(1-1-1)(括

弧の中の三番目の番号はmodelの出現の順

番を表す)は，situation(1-1)に基づいた最初

の model で あ り ， そ こ か ら は ， formal 

knowledge(1) へ と 向 か っ て Van den 

Heuvel-Panhuizen(2003)の図式と同じよう

にmodel-ofとmodel-forが繰り返される。具

体 的 に 示 す と model-of(1-1-1) の 次 に

model-for(1-1-1) (括弧の中の三番目の番

号 は model の 出 現 の 順 番 を 表 す ) ，

model-of(1-1-2)， model-for(1-1-2)，…，

model-of(1-1-n)， model-for(1-1-n)と徐々

にmodelが発達していくことを想定する。

situation(1-2)は，formal knowledge(1)に対

しての第二のsituationである。situation(1-2)

からformal knowledge(1)に至るまでの過程

は，situation(1-1)の場合と同様である。す

な わ ち ， formal knowledge(1) に 対 し て

situation(1-1) ， situation(1-2) ， … ，

situation(1-n)と複数の situationを設定する

のである。 formal knowledge(2)は， formal 

knowledge(1) に 対 し て 更 に 洗 練 さ れ た

formal knowledge で あ り ， 同 様 に formal 

knowledge(3)， formal knowledge(4)，…，

formal knowledge(n) と 次 々 と formal 

knowledgeが洗練されていく。  

 

５．教授実験 

５．１．教授実験の概要 

2016年２月 12日～３月 15日までの間に， 

新潟県公立小学校の４年生２人を調査参加

者（Nao と Kei と呼ぶ)として，１回 50 分

の授業を計６回実施した。データをビデオ

カメラ３台による撮影， 調査参加者の筆記

記録によって収集した。データからプロト

コルを作成し，プリントの記述を参考に

Nao と Kei の学習過程を捉えることとした。

なお，本稿では Nao の学習過程について分

析，考察する。また，インタビューアーは

筆者であり，T と略記する。  

５．２．調査の概要 

 単元構想においては，高橋裕樹(2003)を
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参考に，表１に示すように小数の乗法，包

含除，等分除の順に小単元を配置し，最後

に，比の三用法の場面を用意した。  

表１ 調査で扱った situation 

Situation 

(1-1) ２m で 170円の赤のリボンがありま

す。このリボン 14m の代金はいくら

ですか。 

(1-2) １m で 80 円の黄色のリボンがあり

ます。この黄色のリボン 3.2m の代

金はいくらですか。 

(2-1) 青いリボンが 15m あります。一人に

2.5m ずつ配ると何人に配ることが

できますか。 

(3-1) 2.5m で 200 円の黄色のリボンがあ

ります。この黄色のリボン３m の代

金はいくらですか。 

(3-2) ２ℓ で 390 円の牛乳と 1.6ℓ で 360

円の牛乳があります。この２つのう

ち，どちらの牛乳がお得ですか。 

(4-1) 親ライオンは 63kg です。これは，

子ライオンの体重をもとにすると，

1.5 倍にあたります。子ライオンは

何 kg ですか。 

６．Nao の学習過程の分析 

situation(1-1)では，formal knowledge(1)

(170÷2×14＝1190(円))の形成が目指され

ていた。Nao は，以下のように発言する中

で，170×4 を立式し 680 を求める。  

Nao : あっそっかー，７だった．４にしち

ゃったよ，170×4 にしちゃったよ。 

T : なんで４にしたの？ 

Nao : えー，わかんない。14m だから４にし

たのかな．勝手に４になっちゃった。 

Nao は，14m の４に着目することで，170

×4 を立式するが，その式に戸惑う様子を

見せた。その後 Nao は，Kei の考え(170×

7)を受けたり，２m のリボンが何個分ある

かについて「あれ，14÷2 だった。これで

２m のリボンが何個分か分かった」と発言

したりする中で，自らも 170×7 を立式し

14m の代金 1190 円を求めた。これは，２m

の代金 170円を１とみなす model-of(1-1-1)

である。次に Nao は，リボンを折ったり切

ったりすることで，２m の半分の１m に着

目した。Nao は，「１m が 14 個で 14m だか

ら」と発言し， 85×14 を立式することで

1190(円)を求めた。これは，85 を 1 として，

14 にあたる数がいくつになるかを表した

model-for(1-1-1)である。  

situation(1-2)では，formal knowledge(1)

(80×3.2＝256(円))の形成が目指されてい

た。Nao は，既習の(小数)×(整数)の考え

に基づいて 3.2×80 を立式し，2560 を求め

る。その後，Nao は Kei の考え(3.2×80＝2

56)を受け，2560 の誤りに気付き，2560 の

0 を斜線で消した。これは，既習の(小数)

×(整数)の考えに基づいた model-of(1-2-

1)である。次に Nao は，Kei の考えを受け

たり，実際にリボンに印をつけたりするこ

とで，3.2m を３m と 0.2m に分けて考え， 

80×0.2 を立式することで 16 円を求めた。

最後に Nao は，３m の代金 240 円と 0.2m

の代金 16 円を足し合わせ 3.2m の代金 256

円を求めた。これは，小数を整数と純小数

に分けて捉える model-for(1-2-1)である。

Nao がリボンを表す図を描いていたため，

T は数直線シートを導入した。Nao は，比

例的な考え(１m は 80 円，２m は 160 円，

３mは 240円)を基に数直線シートに線を引

き，さらに 3.2m の上に 256 を記入した。

これは，図としての model-of(1-2-2)である。

T が Nao と Kei に 3.2m は１m の何倍で

あるかを尋ねると，Nao は 3.2m の代金が１

m の代金の 3.2 倍であることに気付いた。

そして Nao は，図に倍関係を表す矢印を記

入(図７)した後，80×3.2 を立式した。こ

れは，80 を１として，3.2 にあたる数がい
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くつになるかを表した model-for(1-2-2)で

ある。さらに，Nao が導いた 80×3.2＝256

は，formal knowledge(1)である。 

図７  Nao が描いた図  

situation(2-1)では，formal knowledge(2)

(15÷2.5＝6(人))の形成が目指されていた。

Nao は，2.5 を四捨五入し３とし，15÷3 を

立式し仮商５をたてた。これは，既習の(整

数)÷(整数)に基づいた model-of(2-1-1)で

ある。その後 Nao は，「2.5×5 をして 12.5

になって，でそしたら 12.5 ならもう一回足

せばいいんだって 15 になりました。」と発

言し，2.5×6 を立式し 15 を導いた。これ

は，2.5 を１として，次々と足し合わせて

いく model-for(2-1-1)である。Nao は，2.5

×6 の式をしばらく眺めた後，「これでも計

算できる」と発言し 150÷25 を立式し６を

求めた。この立式の背景には，乗法の逆が

除法であるという考えや，既習の(整数)÷

(整数)の考えがある。これは既習の(整数)

÷(整数)の考えに基づく model-of(2-1-2)

である。次に，Nao は，Kei の考え (15÷2.5

＝6)と 150÷2.5 を比べることで除数と被

除数を 10 倍しても答えは同じであること

に気付き，15÷2.5＝6 をノートに記述した。 

situation(4-1)では，これまでに形成した

formal knowledge を活用し柔軟に用いること

が目指される。Nao は，始め「1.5 倍とか 63

とかが意味分からない」と発言するなど，

しばしば考え込む様子を見せた。T は，Kei

の「いつものように図にしたらいい」とい

う発言を受け，数直線シートを提示した。

Nao は，T の説明を受けながら，数直線シ

ートに 63kg で 1.5 倍と□kg とを記入し，

続けて 1.5 倍の矢印を記入した(図８)。  

図８ Nao が描いた図  

Nao は，「下(１と 1.5 の関係)と同じよう

に上(□と 63 の関係)も」と発言し，□×1.5

＝63 を立式した。これは，既習の小数の乗

法の考えに基づいた model-of(4-1-1)であ

る。Nao は□×1.5＝63 の解決に悩んだあと，

630÷15 を立式し 42 を求めた。これは，包

含除的な考えに基づいた model-for(4-1-1)

である。Nao は，Kei の考えを受け，再び解

決に当たった。 

Nao : 4.2kg はやせすぎだよ…，ちょっとま

って(4.2×1.5 と 42×1.5 とを立式)。 

T : この計算は確かめるためにしたの？  

Nao : 確かめ算なのかな…だって 4.2kg は

やせすぎだもん。  

 Nao は，立式した□×1.5＝63 と 630÷15

＝42 とをしばらく見比べた後，4.2×1.5 と

42×1.5 とを立式し 6.3kg と 63kg とを求め

ることで，6.3kg が誤りであることに気付

いた。Nao は，乗法の model を用いて捉え

なおしたり，等分除の model を用いたりす

ることで解決に至った。  

７． Nao の学習過程の考察 

Nao の学習過程の分析によって二つの知

見を得た。一つ目は，model-of から model-for

への転換と formal knowledge 間の転換の双

方で働く「比較」による転換を見出したこ

と で あ る 。 こ の こ と は ， Van den 

Heuvel-Panhuizen(2003)が示した三つの転

換に加えて，「比較」による転換という分類

が必要なことを示すものである。二つ目は，

model-of から model-for への転換について， 

Van den Heuvel-Panhuizen(2003)が示した

「文脈」による転換に含まれる「具体物を
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用いた活動」による転換と，「領域」による

転換に含まれる「formal knowledge」による

転換とを見出したことである。  

７．１．「比較」による転換   

７．１．１．formal knowledge 間の転換 

situation(4-1)で Nao は，まず formal kno

wledge(1)に基づき，model-of(4-1-1)として

□×1.5＝63 を立式した。その後，Nao は，

formal knowledge(3)に基づき model-for(4-

1-1)として 630÷15 を立式することで，親

ライオンの体重 42kg を導いた。次に Nao

は，Kei の考え(子ライオンの体重は 4.2kg)

を受け，□×1.5＝63 と 630÷15＝42 を見比

べた後，4.2kg と 42kg を model-of(4-1-1)

で表された立式の□に当てはめることで，

4.2×1.5＝6.3 と 42×1.5＝63 とを導いた。

この一連の過程を，図式(図９)に表す場合，

formal knowledge(1)としての A があり，そ

れと formal knowledge(3)としての B を比較

することで，A と B の双方を行き来できる

状態に至ったとみることができる。

図９「比較」による転換の図式  

７．１．２．model-of から model-for への

転換 

situation(2-1)において Nao は 150÷25 を

立式し６を求めた model-of(2-1-2)と，Kei

の考えである 15÷2.5＝6 とを比較するこ

とで，除数と被除数を 10 倍しても答えが同

じであることに気付いた。この過程を図９

に 表 す と ， 150 ÷ 25 を 立 式 し た

model-of(2-1-2)としての A があり，それと

B としての 15÷2.5＝6とを比較することで，

A と B の双方を柔軟に行き来できる状態へ

と転換したとみることができる。  

７．２．「具体物を用いた活動」による転換 

situation(1-1)において Nao は，170×7 を

立式する model-of(1-1-1)を表した後，リボ

ンを折ったり切ったりすることで，85×14

を立式する model-for(1-1-1)を形成した。

situation(2-1)においても Nao は，2.5cm を

１とみてリボンをシートに貼っていくこと

から，2.5×5 を次々と足し合わせていく

model-for(2-1-1)を形成している。すなわち，

具体物であるリボンを用いることによって，

model-of から model-for への転換が生じてい

る。Van den Heuvel-Panhuizen(2003)は，「文

脈」による転換を示しているけれども，

situation によって子どもの活動や，あるい

は子どもが用いる具体物が異なるという点

から，「具体物を用いた活動」による転換は，

「文脈」による転換に含まれるとみること

ができる。  

７．３．「formal knowledge」による転換 

situation(2-1)において Nao は，15÷3 を

立式し仮商をたてる model-of(2-1-1)を表

した後，formal knowledge (1)の考えに基づ

き 2.5cm を１として次々と足し合わせてい

く model-for(2-1-1) を 形 成 し た 。

situation(3-1)においても Nao は，(整数)÷

(整数)の考えに基づいた model-of(3-1-1)

を表し，formal knowledge(2)の考えに基づ

き 2.5m に 0.5m が 5 つ含まれることに気付

く こ と で ， 0.5 を 単 位 と す る

model-for(3-1-1) を 形 成 し た 。 Van den 

Heuvel-Panhuizen(2003)は，「領域」による

転換を示すが，formal knowledge が異なる内

容 領 域 間 を つ な ぐ 役 割 を も つ 点 か ら ，

「formal knowledge」による転換は，「領域」

による転換に含まれるとみることができる。 

８．結語 

子どもの小数の乗法及び除法の知識形成

過程を分析，考察した結果，得られた知見

は以下の二点である。
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第一に，授業場面において，子どもが純

粋な考えに基づく状況に依拠したmodelを

自ら発展・洗練させるためには，自らが形

成した model相互を比較したり，友達の

modelと比較したりといった子どもたちの

活動を教師が見逃さず，modelを比較できる

ような場の用意や，あるいは支援を大切に

する点である。  

第二に，子どもの小数の乗法及び除法の

formal knowledgeの洗練過程には， formal 

knowledge間の比較という子どもの活動が

あるため，教師は，領域における formal 

knowledgeが何かを適切に見極め，それらを

比較できるような場を複数用意したり，子

どもたちがお互いの formal knowledgeを比

較できるような場を設定したりすることを

大切にする点である。  
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中学校数学において生徒の不安を生じさせる要因 

児玉誉也 

上越教育大学大学院修士課程 2 年 

1． はじめに 

筆者は中学生に数学を指導していく中で

よく生徒からの次のような声を耳にした。

「明日の学校の授業についていけるか不安

である」、「中学校で定期テストがあるが、

数学で悪い点数を取ってしまわないか不安

である」、「入試で数学の平均点を割ってし

まい、志望校に入れなくなってしまう」と

いった声だ。なぜそのように不安を感じる

のかを突き詰めていくと、「授業に対する理

解度の低さ」が挙げられた。授業内容を理

解できないため、結果的に家で勉強をしな

い。そして、次の授業を受ける際に不安に

なるといったケースが多いようであった。

このことから、生徒の不安は数学の授業か

ら生まれていくのではないかと推測された。 

実際、Skemp(1979)は、数学不安のメカ

ニズムについて「理解ができなかった経験

に対して、過度に不安を感じることによっ

て、努力が困難となり、理解が悪くなり、

不安が増していく」(p.111)と指摘している。

さらに、「この経験を何度も味わえば、授業

そのものが不安の条件刺激となっていく」

(p.111)と述べている。

 また、OECD生徒の学習到達度調査(国立

教育研究所、2012)では、全国の高等学校、

中等教育学校後期課程、高等専門学校のう

ち200校の1年生を対象に数学不安に対す

る調査を行っている。その結果、日本は「数

学の授業についていけないのではないかと

心配になる」が 70%、「数学の宿題をやって

いると気が重くなる」が 56%、「数学の問題

をやっているとイライラする」が 40%、「数

学の問題を解くとき、手も足を出ないと感

じる」が 35%、「数学でひどい点数を取るの

ではないかと心配になる」が 67%であり、

5 項目全てで OECD 平均よりも不安を示

すような反応が多かった。そして、「数学不

安に対する指標」の平均値を見ると、2012

年の日本の値は 0.36 で、調査に参加した

17カ国中最も大きかった。 

 この調査から、日本の生徒は他国よりも

数学不安を感じている割合が大きく、約 7

割の生徒が数学の授業に対して不安を持っ

ていることが明らかとなった。 

 そこで本稿では、数学不安における先行

研究から、数学不安の発現要因を検討して

いく。 

2． 数学不安における先行研究 

Richardson と Suinn(1972)は数学不安

を「学習時や日常生活などいろいろな状況

で、数を操作することや数学の問題を解く

ことへの妨げとなる緊張や不安の感情」

(p.551)と定義し、数学不安を測定する尺度

として 98項目からなる The Mathematics 

Anxiety Rating Scale(MARS)を作成して

いる。 

2.1．鎌田の研究 

 これに対し鎌田(1983)は、MARSのよう

な測定器具を翻訳して文化・社会の違う我

が国において使用することは妥当性に問題

が生じるとし、独自の 30 項目を作成して
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いる。そして、この尺度を用いて、中学校

1 年生から 3 年生を対象に数学不安につい

て調査を行った。その結果、数学不安の性

関連差の存在を得ており、女子生徒が男子

生徒よりも数学不安が強いことを指摘して

いる。 

2.2. Markと Jeremy(2007)の研究 

 一方で、Markと Jeremy(2007)は学部学

生 80 名を対象に数学不安を査定し、数学

不安の度合いを高不安、中不安、低不安に

分類した後、Wide Range Achievement 

Test(WRAT)を実施し、WRAT の難易度と

正答率との関係性を調べる調査を行った。

なお、WRATは「標準的な数学的達成テス

トであり、その難易度はLine1から Line8

まで存在する」(p.245)としている。この調

査の結果、次の 2点を報告している。

1 点目は「Line1 の問題において、数学

不安の度合いによる正答率の差を発見する

ことはなかった」(p.245)ということである。 

2点目は「Line4、Line5にかけて各グル

ープ(低不安者・中不安者・高不安者)のパフ

ォーマンスが分岐し始め、最も難易度の高

いテスト(Line8)においては高不安者グル

ープの平均が 5つの問題においてグループ

の平均よりも低かった」(p.245)ということ

である。 

これらのことから、課題の難易度が上が

るにしたがって、数学高不安者の数学パフ

ォーマンスは低不安者、中不安者に比べ悪

化することが示された。 

2.3．MickeとMateo(2011)の研究 

 そして、MickeとMateo (2011)はシカゴ

大学、ルーズベルト大学の学生 73 名(男：

29名、女：44名)を作業記憶能力の高低と

数学不安の高低で分類し、コルチゾール濃

度と数学パフォーマンスの関係を調べる調

査を行った。作業記憶能力、数学不安、コ

ルチゾール濃度、数学パフォーマンスは以

下のように定義されている。

作業記憶 

「課題に関連した情報の限界量の保持、統

制、支配に関わる短期システムのことであ

る」(p.1000)と定義し、作業記憶能力を

Participants’ performance on the automa- 

ted Reading Span(RSPAN)を用いて測定

したとしている。 

数学不安 

「数学不安は数学や数学を行うことに対す

る不都合な感情である」(p.1000)と定義し、

MARSにより測定したとしている。 

コルチゾール濃度

「被験者の課題を行う生理的反応の指標」

(p.1001)とし、生理的反応が強いことを「数

学に関連した状況において心臓をドキドキ

させたり、掌に汗を浮かべたり、手を揺さ

ぶること」(p.1001)としている。

数学パフォーマンス

数学パフォーマンスを合同算術の正誤判

定の正確性で測定している。問題は

X≡Y(modZ)という形で出題し、x, yは 2か

ら 98、z は 2 から 9 までの自然数であり、

x は y よりも大きくなるようにするとして

いる。そして、被験者には 71≡23(mod3)の

ような合同式の正誤判定をさせたとしてい

る。 

また、被験者をRSPAN、MARSにより

低作業記憶者、高作業記憶者、低数学不安

者、高数学不安者に分け、コルチゾール濃

度と数学パフォーマンスとの関係を調査し

たとしている。 

 その結果、次の 2点を報告している。 

1点目は「低作業記憶者の数学パフォーマ

ンスはコルチゾール濃度や数学不安に関係

がない」(p.1003)ということである。

2 点目は「高作業記憶者の数学パフォー

マンスは数学不安やコルチゾール濃度と関

連していた」(pp.1003-1004)ということで

ある。具体的には、「低不安者はコルチゾー

ル濃度が増加すると、パフォーマンスが上
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昇していたが、高不安者はコルチゾール濃

度が増加するとパフォーマンスが降下して

いた」(p.1004)としている。これらのことを

表に示すと以下の表 1のようになる。   

表 1 コルチゾール濃度増加に伴うパフ

ォーマンスの変化                 

   WM 

A 

HMW 

(高作業記憶者) 

LWM 

(低作業記憶者) 

High Performance 

↘ 

Performance→ 

Low Performance 

↗ 

Performance→ 

これらの要因について「不安は作業記憶

の効能を破壊し、パフォーマンスが作業記

憶のシステムをあてにするとき、パフォー

マンスが損害を被る」(pp.1000-1001)とい

う知見に基づき以下のように分析している。

前者については、「低作業記憶者は数学的な

計算を解決するために作業記憶をあてにし

ないため、彼らのパフォーマンスはコルチ

ゾール濃度が増加しても変わらないままだ

った」(p.1003)としている。後者については、

数学パフォーマンスに差が出た要因を「個

人の数学状況の解釈が生理的反応を損害的

なものにするか利益的なものにするか決め

る」(p.1003)としている。 

このことから、低不安者は数学的状況を

積極的に解釈するため、自身の生理的反応

が有益に働き、パフォーマンスを上昇させ

るが、高不安者は数学的状況を消極的に解

釈するため、自身の生理的反応が有害なも

のとなり、パフォーマンスが降下すると考

えられる。 

 鎌田(1983)の研究から中学生における数

学不安の性差が明らかとなった。また、 

Markと Jeremy(2007)の研究から、課題の

難易度が上がるにしたがって数学不安の度

合いと数学パフォーマンスは関連する可能

性があることが示され、 Micke と

Mateo(2011)の研究では、数学状況への解

釈が要因となり、数学高不安者のパフォー

マンスが低下する可能性があることが明ら

かとなった。

3． 不安の発現要因に示唆を与える研究 

Markと Jeremy(2007)の研究、Mickeと

Mateo(2011)の研究は数学不安の数学パフ

ォーマンスに与える影響に焦点を当てて行

われていた。そして、そのような研究の傾

向が近年まで見られている。しかし、いず

れの研究も数学不安の発現要因については

明らかにされていなかった。ここでは、認

知的学力と情意的学力に関する先行研究か

ら数学不安の発現要因について考えてみる。 

3.1．湊と鎌田(1994)の研究 

湊と鎌田(1994)は下記の測定時期から 2

時点を設定し、知能水準と時間的経過に伴

う両学力の因果的優越性との関係を明らか

にすることを目的とした調査を行った。こ

こでの両学力とは認知的学力と情意的学力

であり、因果的優越性とは一方の学力が他

方の学力の形成に影響を及ぼす程度である

としている。 

測定時期 

1学年時 

➀9月下旬から 10月上旬にかけての 4日

間

➁3月上旬から下旬にかけての 4日間

2学年時

➂6月下旬から 7月中旬にかけての 3日間

➃12月上旬から中旬にかけての 3日間

3学年時

➄6月下旬から 7月中旬にかけての 3日間

なお、この 5つの時点から 2時点を以下

の 6通りに設定したとしている。 

(1) ➀と➁を 2時点とする場合

(2) ➁と➂を 2時点とする場合

(3) ➂と➃を 2時点とする場合

(4) ➃と➄を 2時点とする場合

(5) ➀と➂を 2時点とする場合
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(6) ➂と➄を 2時点とする場合

そして、秋田県北部に位置する 4校の中

学生を被験者とし、被験者を知能検査の結

果によりL群(偏差値 40-49)とH群(55-64)

に分類した。また、同一被験者群の認知的

学力と情意的学力を以下のように測定した

としている。 

認知的学力C 

 数と式(N)、図形(G)、数量関係(Q)を測定

する問題を開発し、N,G,Qおよびこれら全

体からなる総合(CA)を測定する。次に、測

定された総合(CA)を能力別に分類して知

識・理解(U)・技能(S)、数学的な考え方(MT)

を得る。 

情意的学力A 

 被験者を問わず妥当性と信頼性とがみら

れるSD型MSD尺度を用いて、総合MSD、

評価性 MSD(E)、力量性 MSD(P)、明快性

MSD(C)を、また、リッカート型 FA尺度に

よって数学に対する好意性を測定する。 

 この調査の結果、次の 2点を報告してい

る。 

1点目は、(1)、(5)から「両学力の測定時

点 1 を中学 1 年 2 学期中頃(➀)に設定した

ときには、L群、H 群とも両学力間の因果

的な優越関係はかなり多く存在し、両群と

も認知的学力が情意的学力に影響を及ぼす

という方向が、その逆よりも一貫して強い

という規則性が見られる」(p.13)というこ

とである。 

2点目は(3)、(4)、(6)から「中学 2年、あ

るいは中学 2 年から 3 年にかけての各期間

においては、大筋H群においては先行する認

知的学力が後続する情意的学力に影響を与え

るという方向に、L 群においては先行する情

意的学力が後続する認知的学力に影響を与え

るという方向にある」(p.13)ということであ

る。 

これらのことから、以下の図 1のように

中学校 2 年生以降、L 群では形成された情

意面が認知的学力に影響を及ぼすと考えら

れるが、他方で L群、H群ともに中学校 1

年 2学期中頃の認知的学力が 2年時の情意

面を形成するという傾向が見出されている。 

図 1 認知的学力と情意面の関係 

3.2. 鈴木(1994)の研究 

 湊と鎌田(1994)の結果を受けて、鈴木

(1994)は「文字や文字式は中学校数学を学

習していくうえで基礎的な内容として重要

な位置を占めており、中学校第一学年にお

ける文字の学習の成否がそれ以降の数学の

学習に大きな影響を持っている」(p.106)と

いう認識から、文字の理解(L)と数学不安

(AX)との間の因果的関係を分析すること、

並びにその性関連差に関する知見を得るこ

とを目的とした調査を行った。 

秋田市立の中学校1学年254名(男子128

名、女子 126名)を対象とし、第 1学年の 3

学期の測定を時点 1、2 学年の 2 学期の測

定を時点 2とし、文字の理解と数学不安を

測定したとしている。そして、各時点にお

ける、測定用具と測定の実施については以

下のように示されている。 

時点 1 

L1の測定用具 

中学校学習指導要領(1977)の数と式領域

の第 1、2学年の内容から 50項目 

L1の測定方法 

45分の調査を 2回 

L1の測定時期 

2月 20日～3月 9日 

・中学校 2年時～(L群)

情意面 認知的学力 

    (2年時) 

・中学校 1年時～2年時

認知的学力 情意面 

(1年 2学期) (2年時) 
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AX1の測定用具 

Likert型測定用具AX(鎌田, 1988) 

AX1調査実施日 

2月 14日～2月 18日 

時点 2 

L2の測定用具 

時点 1 で使用した 50 項目と予備調査で

留保した 19項目の計 69項目の問題 

L2の測定方法 

難易度を考慮し、69 項目を 2 つに分け、

45分の調査を 2回実施 

L2の測定時期 

9月 2日～9月 6日 

AX2の測定用具 

Likert型測定用具AX 

AX2調査実施日 

8月 30日～9月 2日 

 そして、この調査の結果、次の 2点を報告

している。 

 1 点目は、図 2 に示すように「男子、女

子とも文字の理解が原因となって数学不安

が形成されるという因果的方向性が見られ

る」(p.111)ということである。 

図 2 文字の理解と数学不安の関係 

2点目は、「男子より女子の方が文字の学

習が分かるか否かによって、数学不安の強

弱に影響を及ぼす度合いが大きい」(p.111)

ということである。  

湊と鎌田(1994)の研究から、中学校 1 年

2 学期中頃の認知的学力が中学校 1 年 3 学

期、中学校 2年時の情意面の形成に影響を

及ぼすことが示された。また、鈴木(1994)

の研究では、文字の理解が数学不安を形成

するという方向性があることが明らかとな

った。 

 これらのことから、中学校 1年時の文字

式における理解が発現要因となってその後

の数学不安が形成される可能性がある。 

4． 数学不安を発現させる文字式の理解 

鈴木(1994)の研究から、文字式の理解が

数学不安を形成するという方向性があるこ

とが示された。また、湊と鎌田(1994)の研

究から、2 年時の L 群では形成された情意

面がその後の認知的学力に影響を及ぼすこ

とが明らかとなった。これらのことから、

文字式の理解が数学不安を発現させ、発現

した数学不安がその後の認知的学力に影響

を及ぼす可能性がある。これを受け、ここ

では、文字式に関する先行研究から、具体

的にどのような文字式の理解が要因となり、

数学不安を発現させるのか検討する。 

4.1. 杜威(1991)の研究 

 杜威(1991)はある市立の中学校 2 校の 1

年生(A中学校：1年生 38名、B中学校：1

年生 37 名)を対象に、文字式の計算問題を

処理するとき、子どもがどのような操作モ

デルを持つかについての調査を行った。な

お、操作モデルについて「子どもが文字式

の処理に意図的に働き掛けたと考えられる

心的な操作をモデル化したもの」(p.158)と

している。 

 この調査の結果、18通りの操作モデルが

得られたとしているが、その中でも図 3に

示すモデル 15 について以下のように分析

している。 

 

 

図 3 杜威(1991)の調査で見られた誤答 

 (操作モデル 15) 

このモデルは「非同類項の足し算や引き

m＋2(1－m)＝－2m＋m＋2＝－m＋2＝m 

2＋(n－3)＝－1＋n＝－n 

・男子

文字の理解 数学不安 

・女子

文字の理解 数学不安 
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算をより“完全”にするモデル」(p.173)で

あり、「このモデルは、子どもがオープンな

文字式(＋、－記号を含む式)に対して不安

を持って、より納得できるような結果を追

求していたことから来るものとみられる」

(p.173)と述べている。そして、子どもがオ

ープンな文字式に不安を持つ理由を「数の

世界から来る影響であると考えられる。数

の計算をするときに、結果となるのは、計

算記号を含む数の式ではなく、ただ 1つの

数だけである」(p.196)とした上で、「子ども

はこの長年の間に形成された意識を持って、

文字式の計算を処理していく。よって、記

号＋と－があるよりは、ない方がより“完

全”だと彼らは思いこんでいると考えられ

る」(p.196)としている。 

 このことから、「結果となるのは 1 つの

数だけである」という数の世界で形成され

た意識が要因となり、図 3のような＋、－

記号が含まれるオープンな式を 1つの単項

式にまとめるという誤答が見られることが

明らかとなった。そして、鈴木(1994)によ

る「文字式の理解が数学不安を形成すると

いう方向性がある」という知見から、この

ような文字式の理解が要因となり、数学不

安が発現する可能性がある。 

4.2．牧野(1997)の研究 

 牧野(1997)は Sfard(1991)の二面性の考

えに基づき、文字式には操作的な見方と構

造的な見方があると述べている。そして、

「文字式に対する操作的な見方(過程と見

る)は算数を学習してきている生徒たちに

とっては受け入れやすい見方であるが、構

造的な見方をすることは多くの生徒にとっ

て難しい」(p.92)と指摘した上で、「文字式

の操作から操作(過程)かつ結果(対象)とし

ての見方の移行は、算数と数学との接点で

起こり、そこに文字式の理解に関する認知

的ギャップが存在すると考えられる」

(p.92)としている。  

この考えに基づき、牧野(1997)は中学校

1 年生 110 名、2 年生 62 名、3 年生 68 名

を対象に、文字式の二面性の理解に関し、

生徒の困難性が存在するかどうかを調べる

ことを目的とした調査を行った。 

 この調査において、以下の図 4のように

2x+4を 8, 6x, 8x、5y+2+4を 13y, 11y, 11

と単項式にまとめるという誤答が見られた。 

また、無答を含め上記のような誤答の生起

率は中学校 1年生で 23.6%であったことを

報告している。 

図 4 牧野(1997)の調査で見られた誤答 

そして、こうした誤答をした生徒につい

て、「2x+4 などの式を操作(過程)としか見

ることができない。したがって、操作(過程)

があれば必ず結果を出さなくてはいけない

と考え、なんとか一語解答をして 6x, 8xな

どの誤答をしたと考えられる」(p.95)と分

析している。 

  このことから、図 4のような誤答をした

生徒は 2x+4 などの式を操作(過程)としか

見ることができないと考えられ、鈴木

(1994)による「文字式の理解が数学不安を

形成する方向性があるという」知見から、

このような文字式への見方が数学不安を発

現させる要因になる可能性がある。 

 杜威(1991)、牧野(1997)の調査から、図 3

図 4に見られるように、＋、－記号が含ま

れる式を 1つの単項式にまとめるという誤

答が見られることが明らかになった。また、

杜威(1991)の調査では、このような誤答が

モデル 15 だけでなく、モデル 6、モデル

13、モデル 14-1 と複数のモデルで見られ

たこと、牧野(1997)の調査では、第 1 学年

から第 3学年までの全学年で見られたこと

をそれぞれ報告している。

式 誤答 

2x+4 8, 6x, 8x 

  5y+2+4 13y, 11y, 11 

−48−



そして、杜威(1991)、牧野(1997)はこの誤

答の要因をそれぞれ「数の世界から来る影

響」、「文字式の操作から操作(過程)かつ結

果(対象)としての見方の移行」にあると分

析していた。 

 このことから、結果となるのはただ 1つ

の数であると認識する、式を操作的に見る

という子どもたちの算数での経験が要因と

なり、文字式の構造的な見方への移行が適

切にいかなくなる可能性が示された。そし

て、このような文字式に対する見方が図 3、

図 4のような誤答を生み、数学不安を発現

させている可能性がある。 

5．まとめと今後の課題 

 本稿では、まずRichardson と Suinn の

論文から、数学不安についての定義、尺度

について整理し、鎌田の論文から、中学生

における数学不安の性差について示された。

そして、Markと Jeremy、MickeとMateo

の論文から数学不安の度合いと数学パフォ

ーマンスは関連する可能性があることが示

された。しかし、これらの論文からは数学

不安が発現する要因について明らかにされ

ていなかった。 

 そうした疑問に対しては湊と鎌田の論文

から、中学校 1年 2学期時の数学における

認知的学力が要因となり、中学校 1年 3学

期時、中学校 2年時の情意的学力に影響を

及ぼすことが明らかとなった。さらに、鈴

木の論文から、中学校 1年時における文字

の理解が要因となり、数学不安が形成され

ることが示唆された。 

 そして、杜威、牧野の論文から、「結果と

なるのはただ 1つの数である」、「式を操作

的に見る」という子どもたちの算数での経

験が要因となり、＋、－記号が含まれる式

を単項式にまとめるという誤答が見られる

ことが明らかとなった。つまり、小学校算

数と中学校数学の認知的なギャップが文字

式の誤った理解を生み出す可能性があるこ

とが示された。そして、鈴木(1994)による

「文字式の理解が数学不安を形成する方向

性がある」という知見から、このような文

字式に対する理解が数学不安を発現させて

いる可能性があることが分かった。しかし、

杜威、牧野の調査では、図 3、図 4 のよう

な文字式に対する誤答が子どもたちの算数

での経験が要因となるとしているが、その

根拠として子ども自身の記述や考え方が明

示されていない。 

 したがって、今後は実際の子どもたちの

活動の分析を通じて、上記のような認知的

ギャップが文字式への誤った理解を生み出

しているか、またそれが数学不安の発現要

因となるのかを検討していく必要があると

考えられる。 
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不等式学習の困難性についての研究 

 

坂岡 昌子 

上越教育大学大学院修士課程 2年 

 

１．はじめに 

高校生にとって不等式の学習は必ずしも容

易ではないようである．平成 17 年度に実施さ

れた教育課程実施状況調査（国立教育政策研

究所, 2007）では，「不等式の性質と一次不等

式」についてよくわかったと回答した高校生

は 42.4％であり，半数の生徒が理解に不安が

あることがわかる．伊藤 (2002) や服部 (2010, 

2011) は，2 次不等式の学習において，その解

決の方法（関数的アプローチ・代数的アプロ

ーチ）に焦点を当て，学習者の困難性とそれ

を解消する方法を検討している．高等学校に

おける不等式学習の困難性に関する先行研究

では，問題を解決する際の方法についてのも

のが多い． 

一方，中学校・高等学校での不等式は，解

くこともあれば，証明することもある．さら

に不等式は，大小関係を表したり，関数の変

域を表したり，集合を表したりと，様々なと

ころで現れる．そして，不等式がそもそも表

現なのか，抽象的な概念なのかといったこと

も必ずしも明確でない．こうしたことを考え

れば，不等式というものを捉えることは，そ

もそもそう容易なことではないように思える． 

そこで本研究では，より基本的な問いに戻

り，不等式とはいかなるものか，いかなる性

格をもつのかといった問いに対する回答を見

つけ，不等式の持つ性格を明らかにしたうえ

で，学習者の困難性を探る必要があると考え

た．不等式の性格とは，不等式が何によって

特徴づけられ，いかなる性質をもっているの

かといった不等式の本性，不等式が何のため

に必要となるのかといった不等式の機能など

を意味しており，本研究ではこれらを包括的

に探る．不等式の性格に焦点を当て研究を進

めることで，不等式学習の新たな困難性を明

らかにし，不等式学習の困難性を生じさせて

いる要因を明らかにできると考える．したが

って，本研究の目的は，不等式とはいかなる

性格をもつのかに焦点を当て，不等式学習の

困難性を明らかにすることである． 

なお，本研究は修士論文作成のために進め

られたものである．本稿はその要点をまとめ

たものである．詳細は，修士論文を参照され

たい． 

 

２．本研究の理論的枠組み 

本研究は，「教授人間学理論」（以下，ATD）

(Chevallard, 2006; Bosch & Gascón, 2006) に依

拠する．ATD は「教授学的転置理論」から発

展して構築されてきた数学教育学の理論であ

る (cf. Bosch & Gascón, 2006)．本研究では，

「教授学的転置 (didactic transposition)」とい

う現象を分析する際に用いられる「基本認識

論モデル (reference epistemological models)」

とそれを記述する「プラクセオロジー 

(paraxeology)」の概念をとりわけ援用する．教

授学的転置は，様々な社会（正確には

institution と呼ばれる）にはそれぞれ異なった

数学が存在することを前提とし，数学が一つ
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の社会から別の社会へ置き換わることにより，

その性格が大きく変化することを示したもの

である．学校数学の場合には，「学問としての

数学」「教えるべき数学」「教えられた数学」

「学ばれた数学」が存在すると考え，その過

程が図 1 の上部に示されている．これらの数

学が，それぞれいかなるものでいかに作り上

げられるのか，その仕組みを明らかにするこ

とが主たる研究課題となる．そして，基本認

識論モデルを始め，各々の数学を記述する道

具がプラクセオロジーの概念である．プラク

セオロジーは，不等式であれば不等式に関わ

る知識や技能がどのようなものか示したもの

である．そしてそれは，数学的な活動や行為

の実践的な側面を記述した「実践部 (praxis)」

とその背後にある「理論部 (logos)」からなる．

より詳細には，前者は，課題の種類を示す「タ

スクタイプ (type of tasks)」と課題の解決方法

を示す「テクニック (technique)」からなり，

後者は，テクニックを生成し説明し正当化す

る「テクノロジー (technology)」とさらにテク

ノロジーを生成し説明し正当化する「セオリ

ー (theory)」からなる．したがってプラクセオ

ロジーは，理論的な知識のみならず実践的な

営みをも含め，数学に関わる知をモデル化し

たものである． 

３．研究方法 

上述の研究目的を達成するために主な研究

課題及び方法を次のように設定した． 

まず，先行研究では不等式の解き方に関す

るテクニックを分析・考察しているものが多

く，不等式自身に焦点を当てた研究がなされ

ていない．そのため，不等式とはいかなる性

格をもつのかを特定し，日本の学校数学での

不等式の扱い方を分析することを通して基本

認識論モデルを構築した．具体的には，①数

学辞典，②数学史，③学校数学を分析するこ

とで，不等式とは何かを明らかにし，不等式

のプラクセオロジーを特定した．これは，不

等式は大小関係を表すだけでなく，範囲や集

合を表したり，不等式を解くといったりする

扱い方をするため，不等式の性格を整理する

ためのものである． 

次に，わが国において，「教えるべき数学」

として指導する不等式としていかなる内容が

定められ，いかにして教科書で扱われている

のかを明らかにした．構築した基本認識論モ

デルを視点に，「教えるべき数学」として学校

数学における不等式の扱い方，すなわち，中

学校・高等学校における不等式の扱い方を，

教科書・教授資料を用いて明らかにした． 

その後「学ばれた数学」として，その内容

を学習者はいかに理解し捉えているのかを分

析することで，不等式学習の困難性がより明

確になる． そのために，構築した基本認識論

モデルを視点に，「学ばれた数学」として不等

式学習後の学生にインタビュー調査を行い，

収集したデータを分析し，困難性について考

察した．そして，学習者の実態や実際の困難

学問としての数学 教えるべき数学 教えられた数学 学ばれた数学 

基本認識論モデル 
(reference epistemological models) 

図 1 基本認識論モデル（図は Bosch & Gascón, 2006 を参考に作成） 
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性を明らかにした．最後に，教育への示唆と

今後の課題について述べる． 

 

４．基本認識論モデルの構築 

本研究では，不等式についての基本認識論

モデルを構築するにあたって，まず，不等式

がいかなるものか考察してきた．その結果，

不等式が「概念」と「表現」の二面性をもつ

との考えに至った．ここで，不等式の「概念」

とは「大小関係」であり，「表現」とは「不等

号とともに数字や文字を用いて書かれた記号

列もしくは式」のことである．実際，三角不

等式などは，不等号の記号や代数式がまだ存

在していないユークリッドの時代より存在し

ていることから，ここでの不等式は用いた記

号に依存しないある特定の大小関係を意味し，

それが「不等式」と呼ばれている．ところが，

私たちは大小関係をはじめ，範囲，集合とい

った数学的対象を，不等式を用いて表し，不

等号を伴う式を「不等式」とも呼ぶのである． 

この不等式の二面性の視点から不等式に関

するプラクセオロジーを考えれば，不等式概

念についてのタスクと不等式表現についての

タスクの存在を指摘できる．筆者は，ここか

ら基本認識論モデルとしてのプラクセオロジ

ーを記述してきた． 

大小関係という不等式概念についてのタス

クタイプは二つが考えられ，一つは「T1: 条件

不等式を解く」，もう一つは「T2: 絶対不等式

を証明する」である．それぞれを解決するテ

クニックは，式変形による代数的なものから，

関数を用いるものまで多様だが，代数的なも

のに焦点を当てれば，条件不等式は不等式の

同値変形により解集合を導くテクニックが用

いられ，その背後には実数の大小関係の性質

とりわけ必要十分条件となる性質がテクノロ

ジーとして用いられる．この大小関係の性質

は絶対不等式を証明する際の代数的な式変形

の背後にもあるテクノロジーである．条件不

等式を解く際との違いは，T2 では同値変形で

ある必要がないため，必要十分でない大小関

係の性質（例えば推移律）をも用いることが

できる点である． 

一方，不等式表現についてのタスクタイプ

は，三つが考えられた．それぞれ「T3: 大小関

係を不等式で表す」「T4: 範囲を不等式で表す」

「T5: 集合を不等式で表す」である．一見同じ

ように見えるが，各々で目的が異なる．また，

これらのタスクは表記に関すること，すなわ

ち記号の用い方といった慣習に関することで

あるため，理論部は存在しない．実際，{x  

R | x < 3} という集合を「x < 3」と略記する理

由は，数学的なものではなく，この数学が扱

われる社会における慣習的なものである． 

以上がこれまでに構築してきた不等式に関

する基本認識論モデルの概要であり，特定し

たタスクタイプ，テクニック，テクノロジー，

セオリーをまとめると表 1 のようになる．詳細

は，拙稿 (坂岡・宮川, 2016) を参照されたい． 

 

表 1 基本認識論モデルとしての不等式のプラクセオロジー 

 タスクタイプ  テクニック テクノロジー セオリー 

大

小

関

係 

T1: 不等式を解く 
1: 代数的アプローチ 

2: 関数的アプローチ 

: 大小関係の性質 
（必要十分のもの） : 実数の 

理論 
T2: 不等式を証明する 

3: 大小比較 

4: 絶対不等式の変形 
: 大小関係の性質 

表

記 

T3: 大小関係を不等式で表す 

5: 表記テクニック 

  

T4: 範囲を不等式で表す 

T5: 集合を不等式で表す 
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５．学校数学における不等式の扱い方 

前節で示したように，不等式に関して 5 つ

のタスクタイプを特定した．これらのタスク

タイプは中学校と高等学校の教科書における

不等式の扱いを明確化するうえで一つの視点

となる．この視点から，教科書をみていくこ

ととする． 

5.1 中等教育で扱われる不等式 

中学校のある教科書では，3 章の一次方程

式において不等式を説明しており，次のよう

なタスクがあった．「次の（1）～（4）のそれ

ぞれについて左右の式を比べ，□にあてはま

る等号や不等号を書き入れてみましょう．（2）

20－8 □ 7×2 （4）9－(－1) □ 9 + (－1)」

（一松ほか，2016a，P.92）さらに，同じ教科

書の教師用指導書を見ると，1 章の正の数・

負の数で，数の大小を，不等号を用いて表す

ことの解説・留意点には「負の数の大小を，

数直線を利用して説明する問題である．」（一

松ほか，2016b，p.18）と記述されており，テ

クニックとして数直線を用いることが重視さ

れている．そして，4 章の比例と反比例で変

域について学習するが，その内容に関して教

師用指導書には，「これまで不等号は数量の間

の大小関係を表す記号として用いており，変

域を表す意味で用いるのは初めてである．ま

ず，変域を「0 以上 15 以下」のように言葉で

表現し，それを不等号による表現，数直線に

よる表現へとつなげていきたい．」（一松ほか，

2016b，P.128）と記述されている．このように

中学校では，表記に関するこの 2 種類のタス

クタイプのみが扱われ，テクニックは基本的

に「5: 表記テクニック」であった．実数の大

小関係もしくは順序を認識する必要はあるも

のの，大小関係の性質はテクノロジーとして

用いられない．換言すれば，「不等式」の語は

出てくるが，実数の大小関係の性質は扱われ

ず，生徒にとって目新しいことは，範囲を不

等式で記述するという表記に関するテクニッ

クのみである．そのため，もしこの段階で生

徒が範囲を不等式で表すことに困難性があっ

たとすれば，それは大小関係やその性質につ

いての認識ではなく，不等式で何を表してい

るのかという認識に関連しているといえるで

あろう． 

一方，高等学校では，数学 I と数学 II にお

いて不等式について学習する．数学 I では「T1:

不等式を解く」，数学 II では「T2: 不等式を証

明する」のタスクタイプが扱われる．教科書

では，様々な単元に渡り 5 つ全てのタスクタ

イプが見られた．例えば，数学 I の 1 次不等

式や 2 次不等式の単元で扱われる T1 は，数学

II の三角関数と指数関数・対数関数を学習す

るところでも見られた．また，「1: 代数的ア

プローチ」のテクニックにより T1 を解決する

際には，基本的には，同値変形のテクニック

を多用し，「: 大小関係の性質（必要十分の

もの）」をテクノロジーとしていた．そして，

これらによって得られた解，すなわち集合は，

不等式によって表される．また，ある教科書

では，数学 I の T1 を解決する際（同値変形）

に必要となるテクノロジーを「不等式の性質」

（大島ほか, 2012,  p.36），数学 II で「T2: 不

等式を証明する」際に必要となるテクノロジ

ーを「実数の大小関係に関する性質」（川中ほ

か, 2012,  p.28）と，大小関係の性質に異なっ

た名称が付されていた．学習者にはその違い

を知る由もないだろうが，との区別が表

出しているともいえる．この T1 と T2 を代数

的に解決する際のテクノロジーの違いは，教

科書でもほとんど触れられておらず（「移項」

などテクニックの説明はあるが），学習者の困

難性を生じさせかねない．例えば，次のよう

な T1 のタスクに対する式変形の誤りを指摘

できない生徒が少なくないのではないだろう

か． 

「2x – 7 > 0 を移項により，2x > 7 とする．

2x > 7 > 6 であるから 2x > 6 となり，x > 3

が解である」（この事例は，濵中裕明氏（兵

庫教育大学）にご教示いただいた．） 
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この式変形は T1 のタスクではなく，T2 のタ

スクであれば，しばしばみられるものであり

（例えば，- 論法を用いた極限等の証明），

誤りではない．実際，大小関係の推移律を用

いて得られた 2x > 6 は，2x > 7 を満たす x に

ついては，まったく正しい命題である．とこ

ろが，不等式を解く場合には同値変形が必要

となり，2x > 7 と 2x > 6 の両者は条件として

同値ではないのである．これは，との違い

である．この違いが不等式学習の困難性の一

要因となっているのではないだろうか．もし

そうであれば，教科書において不等式を解く

際に，式変形の根拠となるテクノロジーをよ

り明確に扱う必要があるであろう．また，基

本認識論モデルは，知識の構成をも表してお

り，プラクセオロジーのそれぞれの要素がい

かに関連しているのか，していないのかを明

確化する．例えば，条件不等式の解集合を略

記して不等式で表すことが，慣習的なもので

あり，大小関係の性質とはほとんど関係がな

いことがわかる．すなわち，慣習的な表記テ

クニックには数学的な理論部の知識（大小関

係の性質）がなくてもタスクを解決すること

ができるのである． 

5.2 不等式学習の困難性の考察 

不等式に関する基本認識論モデルは，不等

式学習の困難性の要因を探る手がかりとなる． 

基本認識論モデルより，条件不等式を解く

際 (T1) に用いる必要十分な大小関係の性質

の認識に関する困難性を指摘できる．T1 を解

決する代数的なテクニックは，不等式の同値

変形による．同値変形は，ある条件から必要

十分な別の条件を導くものであり，このテク

ニックの背景には，「a > b  a + c > b + c」

などの実数の大小関係の性質がテクノロジー

として用いられている．高等学校の生徒はこ

のテクノロジーをどの程度意識しているであ

ろうか．教科書では，T1 を解決するテクニッ

クは「移項」などの言葉で説明されているも

のの，テクノロジーについてはほとんど触れ

られていない（e.g. 大島ほか, 2012, p. 37）．さ

らに，実数の大小関係の性質は，「A < B なら

ば A + C < B + C, A – C < B – C」などと不等式

の性質として記述されることが多く（大島ほ

か, 2012, p. 36），必要十分となる性質を用い

ていることは教科書からはほとんどわからな

い（逆が成り立つことはほとんど明らかだが）．

以上のことから，学習者は T1 と T2 で用いら

れるテクノロジーの違いをほとんど認識して

おらず（T2 を代数的に解決する場合は必要十

分の性質を用いる必要はない），条件不等式を

解く際に，必要十分でない性質を用いていて

も，その誤りの根拠を指摘できないといった

困難性が生じると予見される． 

また，表記に関するタスクタイプは 3 種類

存在するが，学習者はこれらの違いを明確に

捉えることができるであろうか．中学校の教

科書では「次の□に不等号を書き入れて，2 数

の大小を表しなさい．–3 □ –7」（岡本ほか, 

2013, p.18）や「変数 x のとる値が，3 以上 10

未満のとき，x の変域を，不等号を使って表

しなさい．」（岡本ほか, 2013, p.100）のように，

大小関係を不等式で表すのか，範囲を不等式

で表すのかといった何を，不等号を用いて表

すのか言葉の指示がある．しかし，高等学校

の教科書では「次の不等式を解け．5x – 8≦22」

（大島ほか，2012，p.37）のように，何を不等

式で表しているのか明確でない．そして，「不

等式のすべての解の集まりを，その不等式の

解ということもある．」（大島ほか，2012，p.37）

と記載されており，不等式の解が集合を表し

ていることも明確に記述されていない．した

がって，学習者は，不等式の解が集合を表し

ていることをどの程度理解できているのだろ

うか．さらに，中学校と高等学校の教科書の

記述の仕方の違いを見ると，T3，T4，T5 のよ

うに，何を不等式で表しているのか区別でき

ていないといった困難性が考えられる． 

 

６．インタビュー調査の詳細と結果 
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上述のように，これまでの研究から不等式

を操作する際のテクノロジーをはじめ，不等

式で表されるものの区別の認識などに関する

困難性が予見された．そこで，この不等式学

習の困難性の実際とその要因，それにまつわ

る他の数学概念と関連した困難性を探るため

に，大学生に対するインタビュー調査を実施

した．本節では，インタビュー調査の詳細を

はじめ，その結果を示す．そして，次節で，

大学生の調査問題の解決過程の分析と考察を

行い，不等式学習の困難性の実際とその要因

を明らかにする． 

(1) 調査の対象と方法 

筆者が所属する国立教員養成大学の数学を

専攻している学部 3 年生と 4 年生の 7 ペア計

14 名に対し，平成 28 年 6 月に調査を実施し

た．大学生はみな，中学校教諭と高等学校教

諭の一種免許状（数学）を取得予定の者であ

る．大学生は，前節で言及した複数のタスク

タイプに関連する不等式を全て学習済みであ

り，さらに，大学で微分積分学を学習したこ

とによって，不等式をさらに柔軟に捉えるこ

とができると考えられる．したがって，大学

生を調査対象とすることで「学ばれた数学」

として不等式についての困難性の実際をより

明確にすることができる． 

調査は，思考が言語化・顕在化されること

を期待し二人ペアに対するインタビュー形式

とした．不等式の問題を 1 問ずつ被験者に与

え，個人で解答する．おおよそできたら，互

いに自らの解答と考えを紹介し話し合う．解

けていない場合はペアでその問題にさらに取

り組む．インタビューアは，話し合いが活発

になるように適宜質問する．質問は主に発言

や考えを明確にするためのものとした．不等

式の問題は 4 問を用意し，全問同様の過程を

繰り返した．1 ペアにつき約 90 分の時間を要

した． 

(2) 調査問題 

 調査問題は全部で 4 問用意した．それらの

問題を図 2 から図 5 に示す． 

図 2：問題 1 

 

図 3：問題 2 

 

図 4：問題 3 

 

図 5：問題 4 

問題 1 は条件不等式を解く際に用いるテク

ノロジーの認識に関するものである．ここで

は，条件不等式を解く際に必要となるテクノ

ロジーについて議論させ，不等式のプラクセ

オロジーの理論部をどの程度意識しているか，

どのような理論部をもっているのかみる． 

問題 2 は，不等式が表すものが見方によっ

て変わりうることに関するものである．問題

の 2 つの不等式は，範囲を表した不等式もし

くは実数全体が解となる条件不等式と捉える

ことが可能であれば，全ての実数に対して成

り立つ絶対不等式という捉え方も可能である．

【問題 1】 

「不等式 2x –7 > 0 を解きなさい」という問

題に，春子さんは次のように解答しました． 

解）    2x –7 > 0 

2x > 7   

7 > 6 より 2x > 6 

x > 3 

《質問》この解答及び解き方は正しいです

か．間違っていると考える場合は，間違って

いる箇所とその理由を述べてください．春子

さんの解答が正しいと考える場合は，下の解

答欄に「正しい」と書いてください． 

【問題 2】x を実数とすると，|x| ≧ 3 は，

x ≦ –3, 3 ≦ x を表しています．では，

|x| ≧ x は何を表していますか． 

【問題 3】x を実数とすると，|x – 1| < 1 な

らば |x| ≦ 2 であることを示してくださ

い． 

【問題 4】a, b を実数とすると，|a| – |b| ≦ 

|a – b| であることを示してください． 
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この表しているものの違いをどのように捉え

るのかみる． 

問題 3 は，不等式からなる含意命題が真で

あることを示すものである．それぞれの不等

式を集合と捉えそれぞれの不等式について包

含関係を考える，もしくは大小関係という二

通りの捉え方ができる．この二つの不等式を

どのように認識し，また，その関係をどのよ

うに把握するのかをみる． 

問題 4 は T2: 絶対不等式の証明として三角

不等式の変形を証明するものである．通常，

a, b を正負の数で場合分けする方法，または，

両辺の 2 乗|a – b|2 – (|a| – |b|)2 を計算し，|ab| 

≧ ab の絶対不等式を利用することで示すこ

とができる．また，|ab| ≧ ab は問題 2 で登

場する．これらより，絶対不等式の証明を通

して大小関係をいかに捉えているのかみる． 

(3) 結果 

問題 1 においては，7 ペア 14 名全員が 2x –

7 > 0 の解は x > 7/2 であると指摘した．その

ため，春子さんの解答及び解き方が「正しい」

と答えたペアはいなかった．そして，被験者

らは皆，自分たちが導いた解を正答とし，春

子さんの解答である x > 3 と比較することで，

解の妥当性を議論した．x > 3 を間違いとする

理由は，春子さんが 2x > 6 として解いたこと

であると主張した．しかし，その理由をテク

ノロジーの大小関係の性質を用いて説明する

学生はいなかった．最終的に 6 ペアは x > 3 を

“間違いとは言い切れない”と結論を出した．

1 ペアは“間違い”と断言し 2x > 6 としたこ

とが間違いと指摘したものの，その理由をテ

クノロジーの大小関係の性質を用いて説明す

ることはなかった． 

問題 2 は，|x| ≧ x をある 2 点の関係とし

て大小関係を表していると捉えていた学生が

4 名おり，全ての実数に対して成り立つ不等

式である絶対不等式として捉えている学生が

5 名いた．その他に，範囲を表していると答

える学生や，具体的に答えることができなか

った学生が 5 名いた．また，議論の中で，不

等式が表すものを範囲から大小関係へと変化

したり絶対不等式としたり不等式を捉え直す

学生がみられた． 

問題 3 では，全ての被験者が二つの不等式

は集合を表すと捉え，その包含関係を考える

ことより真偽を検討していた．|x – 1| < 1 と|x| 

≦ 2 をそれぞれ 0 < x < 2 と–2 ≦ x ≦ 2 に

捉えた学生は 12 名いた．2 名は絶対値を外す

ことができなかったが，議論の中で前述の 12

名と同様に捉えた．しかし，集合の包含関係

は把握しているものの，含意命題の真偽と適

切に関連させることができず，「|x – 1| < 1 な

らば|x| ≦ 2」は偽であると捉えた学生が 7 名

いた．筆者らの予想に反し，不等式を大小関

係と捉え条件不等式として変形した学生はい

なかった． 

問題 4 では，三角不等式の証明として捉え

た学生はいなかった．この問題の解決には大

きく二つの方法がみられた．一つ目は，a, b を

正負の数で場合分けして不等式が成り立つこ

とを確認する方法である．この方法を用いた

学生は 8 名いた．二つ目は，両辺を 2 乗して

大きい方から小さい方を引き，0 以上となる

ことを示す方法で 5 名がその方法をとってい

た．うち 2 名が，|ab| と ab の大小関係を比較

するところまで記述していたが，問題 2 を意

識していないことがインタビューよりわかっ

た．また，どちらの証明方法とも判断できな

い学生が 1 名いた． 

 

７．データの分析と考察 

 本節では，基本認識論モデルとして構築し

た不等式のプラクセオロジーの視点より，調

査問題の解決過程のデータの分析と考察を行

い，大学生の持つ不等式に関する考え方や捉

え方を示す．それにより，不等式を操作する

際のテクノロジーをはじめ，不等式で表され

るものの区別の認識など，その他の種々の困

難性の実際とその要因を明らかにする．また，
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分析するデータは，インタビュー調査時に被

験者が記入した解答用紙とプロトコルを用い

る．本稿では，不等式学習の困難性の要因が

顕著に表出した問題 1 と問題 2 と不等式学習

に付随する集合と論理に関する困難性が明ら

かとなった問題 3 を取り上げる．それ以外の

問題に関するデータは，筆者の主張を裏付け

るために適宜用いることとする．以下には，

被験者数名の解答と考え方を示し，不等式の

捉え方の考察を示す．この他の被験者の解答

及び分析と考察については，筆者の修士論文

を参照されたい． 

(1) 問題 1 

 問題 1 において，「間違いとは言い切れな

い」と結論を出した代表的な学生 F の解答と

考え方を示し，不等式の捉え方を考察する． 

学生 F 

学生 F は，図 6 のように学生 C と同様の間

違い箇所を指摘していた．理由の冒頭に「ま

ず“7 > 6 より”としたところでおかしい」と

書き，続けて，2x –7 > 0 の x に 3.2 を代入す

ると左辺が負の数となり，所与の不等式を満

たさないため，x > 3 は正しくないと記述して

いる．そして，最後の 2 行の「②から x > 3.5

を導き出し，もとの式で考えると」（②は 2x > 

7 を指す）は，x > 3.5 を満たす値は「もとの

式」である 2x – 7 > 0 をも満たすため，x > 3.5

が適切であると指摘していると解釈できる． 

では，この解答から，学生 F の不等式を解

く際の理論面のテクノロジーについて見てい

く．学生 F は，テクニックである 7 > 6 から x 

> 3 の 3 行を誤答箇所として指摘している．

このテクニックが間違いであると判断する根

拠は，与えられた不等式である 2x – 7 > 0 に

3.2 を代入し，不等式が成り立たないことであ

る．すなわち，答えから解が適しているか，

解の妥当性を判断しており，7 > 6 がなぜ間違

いであるのかその理由を述べてはいない．こ

の代入は，条件不等式を変形することとは関

係なく，答えと所与の条件不等式のみに着目

しており，答えが条件不等式を満たすかに焦

点が当たっている．したがって，学生 F は，

条件不等式を同値変形というテクニックの背

景となるテクノロジーには着目せず，最初と

最後の条件の関係のみを議論しているのであ

る．より詳細に述べれば，学生 F は「x > 3 な

らば 2x – 7 > 0」の真偽判断をしている．条件

x > 3 を満たす 3.2 が条件 2x – 7 > 0 を満たさ

ないため，3.2 がこの命題の反例になり，この

命題は偽だと判断しているのである．これは，

「2x – 7 > 0  x > 3」が偽であることも示し

ているとはいえるもののテクニックの背景と

なる大小関係に関わる必要十分となる性質は

意識していないのである．条件不等式を解く

ことにおいては，同値変形をしなければなら

ない．この同値変形のテクニックには，大小

関係の性質の必要十分条件のものがテクノロ

ジーとして用いられる必要がある．しかし，

学生 F は，テクノロジーである大小関係の性

質の必要十分条件のものを考えていない． 

次に，学生 F は不等式をどのように捉えて

いるのであろうか．学生 F は，ペアの話し合

いの中で，「3.～という小数の域に入って来て，

そっから 3.5 までは満たさない．けど，3.5 よ図 6 学生 F の解答 

−58−



りも大きかったら満たすので，この場合（x > 

3 の場合）だったら，満たすときもあるけど，

満たさないときもある」（プロトコル No.40）

と発言し，x を変数のように捉え，x が変化し

ていく様子を説明した．そして，「大きい」や

「そっから」という言葉を用い，3.2 など特定

の値に注目している．こうしたことから，学

生 F は，x > 3 という不等式を，この条件を満

たす数の集合をあらわしているのではなく，

「x は 3 より大きい」と x と 3 の大小関係を

表していると捉えていると考えられる．実際，

x > 3 の解が正しくないことを示す際も，正答

の x > 3.5 と春子さんの与えた不等式 x > 3 を

比べることはなく，3 より大きい特定の数を

選び，その数のみを用いて春子さんの答えを

検証している．学生 F は，x を何らかの値を

とる変数として捉え，集合ではなく単体でそ

の値をみているといえる．さらに，ペアの話

し合いの中で，相方は x > 3 や x > 3.5 の不等

式は集合を表すと捉え，何度も「範囲」とい

う言葉を用いているが，学生 F が一度も用い

ていない．このことからも，学生 F は不等式

を集合とは捉えていないことがわかる． 

40 F x が 3 より大きいってことは，3 を

含まないんですけど，3.～という小数の

域に入って来て，そっから，3.5 までは満

たさない．けど，3.5 よりも大きかったら，

満たすのでこの場合だったら満たすとき

もあるけど満たさないときもあるよね．

っていう答えになってしまった．と思い

ます． 

 以上のように，学生 F は，テクニックが不

適切であることを答えから指摘している．学

生 F は，x > 3.5 を x は 3.5 より大きい数を表

した不等式と捉えている．その結果，「x > 3 に

ついて満たすときと満たさないときがある」

（プロトコル No.40）と発言し「ちょっと違

う，間違っているのかな」（プロトコル No.42）

とまとめた． 

 不等式学習においての困難性は，不等式を

解く際の大小関係の性質である必要十分条件

のテクノロジーを学習者が認識していないこ

とである．学習者は，テクニックを駆使し，

不等式の解を求めている．しかし，なぜその

テクニックを用いることができるのか，その

テクニックを生成し説明し正当化する理論的

なテクノロジーが存在することすら意識がな

いのかもしれない．その結果，不等式を解く

ことは同値変形をすることと同じことである

いう認識は持たなくなっている．そして，不

等式の解が正しいかどうかである解の妥当性

は，ある値を代入することで判断しなければ確

認できないこととなる．これが，条件不等式の

変形を学習する上での困難性となってくるの

であろう． 

(2) 問題 2 

 問題 2 において，|x| ≧ x を条件不等式か

ら全ての実数を表すと捉え直した学生 C の解

答と考え方を示し，不等式の捉え方を考察す

る． 

学生 C 

学生 C は，|x| ≧ 3 について，x を正負の数

で場合分けし，数直線に x ≧ 3 と x ≦ －3

を示した． 

|x| ≧ x についても，図 7 のように，x を正

負の数で場合分けをし，「x が正のとき x ≧ x 

0≧0，x が負のとき x ≦ 0」と解答欄に記述

した．これは，|x| ≧ x を条件不等式と捉え，

x を場合分けすることで，不等式を解こうと

したのだろう．事実，ペアの議論の中で，|x| 

図 7 学生 C 解答 
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≧ x が表すものを「解なしにしたら，答えな

いってことでしょ？」（プロトコル No.89）と

発言していることから，条件不等式を解いた

答えについて考えていることがわかる． 

そして，学生 C は，|x| ≧ x が表すものに

ついて「だから，もう，0 以上．0 は 0 以上 0

以下．つまり 0 なのかな．」（プロトコル No.25）

と発言した．これは，x が正のときは 0 以上，

負のときは 0 以下として二つの不等式を連立

させ，共通部分を考えると 0 が共通する値と

なり，答えになると判断していると考えられ

る．すなわち，場合分けした不等式を連立不

等式として捉えたことにより，共通部分と答

えたのである．しかし，この議論を繰り返す

中で，学生 C は「もはやすべての値をとるん

じゃないかと」（プロトコル No.52）とも発言

した．これは，解について 0 以上と 0 以下の

和集合を考えている．したがって，共通部分

から和集合へと考え方が変わったといえる． 

最終的には，1 と－1 をそれぞれ|x| ≧ x に

代入し，1 ≧ 1，1 ≧ －1 と書き表した．そ

して，|x| ≧ x にイコールが有るためどのよう

な実数を代入しても不等式として成り立つこ

とをプロトコル No.75 のように説明し，|x| ≧ 

x は全ての実数を表すと述べた． 

75 C イコールなかったらダメだけど 1 

＝ 1 になるし．全部なんじゃない？ 

77 C つまり，すべての実数ですかね． 

学生 C は，条件不等式として場合分けする

方法から具体的な数を代入する方法へと捉え

方を変えたことによって，不等式の表すもの

の見方も変化した． 

(3) 問題 3 

問題 3 において，命題は偽であると捉えた

学生 CD ペアの解答と考え方を示し，不等式

の捉え方を考察する． 

学生 C は，|x－1| < 1 について，x－1 が正

のときと負のときに場合分けし，0 < x < 2 を

導いた．そして，|x| ≦ 2 についても同様に x

が正のときと負のときに場合分けし，－2 ≦ 

x ≦ 2 を導き，0 < x < 2 を①，－2 ≦ x ≦ 2

を②とした．しかし，それぞれの場合分けに

0 と等しいときを入れていないことや，x－1 

> 0 のとき x < 2，x－1 < 0 のとき x > 0 と記述

されていたことから，x < 2 と x > 0 の共通範

囲として 0 < x < 2 を導いたと考えられる． 

そして，「|x－1| < 1 ならば|x| ≦ 2 である」

という問題文に対し，次のような発言をした． 

15 C これ（|x－1| < 1）であるならばこれ

（|x| ≦ 2）って言うのが，すごく納得い

かないって．逆ならいいのかな～って思

った． 

16 D あ～、そうだね． 

 そして，解答欄には，図 8 に示した図をか

き，「－2 以上 2 以下の間に，0 より大きくて

2 より小さいのは，

ここに含まれてる

から，これは言え

る 」（ プ ロ トコ ル

No.49）と説明し，「|x

－1| < 1 ならば|x| ≦ 

2 である」は成り立

たたないが，「|x| ≦ 

2 ならば|x－1| < 1」

は示すことができると主張した．したがって，

「|x| ≦ 2 ならば|x－1| < 1」を「－2 ≦ x ≦ 

2 は 0 < x < 2 を含んでいる」と解釈したこと

によって，命題は正しくないとしている． 

学生 D も，|x－1| < 1 について，x－1 を正

のときと負のときに場合分けし，0 < x < 2 を

導いていた．そして，|x| ≦ 2 についても同様

に x が正のときと負のときに場合分けし，－

2 ≦ x ≦ 2 を導いた．また，学生 D は，－

2 ≦ x ≦ 2 を x ≦ 2 と x ≧ －2 の共通部

分として捉えていたことが図 9 の解答欄に与

えられた数直線

の範囲を示す矢

印からわかる．す

なわち， |x| ≦  2

について x を正負

図 8 学生 C 解答 

図 9 学生 D 解答 1 
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の数で場合分けしていることから，解の和集

合で捉えるところを，x ≦ 2 と x ≧ －2 を

連立不等式として捉え，共通範囲を求めた解

法になっていた．|x－1| < 1 についても同じ捉

え方をして 0 < x < 2 を導いたと考えられる． 

そして，0 < x < 2 に含まれず，－2 ≦ x ≦ 

2 に含まれる要素があるため，命題は成り立

たないと図 10 を用いてプロトコル No.40 の

ように説明した．このような説明から，学生

D は，0 < x < 2 と

－2 ≦  x ≦ 2 を

集合を表した不等

式として捉えてい

たと考えられる． 

40 D 最初のやつ（|x－1| < 1）にそれ（－

2 ≦ x ≦ 0）が無いんだから，やっぱり

– 1 とかをここ（|x – 1| < 1）に入れるじゃ

ん．– 2 になって，1 だからダメだ． 

 これは，0 < x < 2 は－1 を含んでいないた

め，「0 < x < 2 は－2 ≦ x ≦ 2 を含んでいる」

と捉えた命題は成り立たないことを説明した

ものである． 

 このように，学生 CD ペアは，二つの集合

の包含関係を考え，命題の真偽を判断した．

「| x－1 | < 1 ならば|x| ≦ 2」を「0 < x < 2 は

－2 ≦ x ≦ 2 を含む」と捉えていたため，プ

ロトコル No.40 のように命題が成り立たない

ことを－1 を例に挙げ説明したと考えられる． 

学生 CD ペアの議論から，「A ならば B で

ある」を「A は B の部分集合である」すなわ

ち「A は B に含まれる」という捉え方に困難

性があることがわかった． 

また，絶対値を含む条件不等式を場合分け

によって解決した際，場合分けした条件を用

いずに共通部分を不等式の解としていた．本

来であれば，場合分けした条件を考慮し，和

集合として不等式の解を求めるべきである．

このように不等式の解を共通部分で捉えるか

和集合で捉えるかといった不等式の解の捉え

方も困難性の要因であるといえよう． 

 

８．おわりに 

 本稿では，これまでの研究から示唆された

不等式学習の困難性について，基本認識論モ

デルとしての不等式のプラクセオロジーの視

点より，不等式学習の困難性の実際とその要

因を明らかにした．その結果，学習者はテク

ニックを駆使し，条件不等式を解いているが，

その背後にあるテクノロジーとしての理論的

な大小関係の性質を意識していないこと，不

等式が表すものを捉えることの困難性が確認

できた．そして，不等式学習の困難性におい

て他の数学概念との関連も明らかになった．

これらの点についてまとめ，本稿を終えたい． 

 大学生に対するインタビュー調査問題であ

る 2x – 7 > 0 を解くことに推移律を用いて x > 

3 を解としたことに対し，ほとんどの学生は，

x > 3.5 と比較し解の妥当性を判断したり，あ

る値を 2x – 7 > 0 に代入し不等式を満たすか

を確認したりする方法で不等式の解 x > 3 が

間違いであることを指摘していた．しかし，

本来，不等式を解く背後にある大小関係の性

質において必要十分のものをテクノロジーと

して学習者が意識していれば，不等式を解い

て答えを求めなくともテクニックの誤りを指

摘できるはずである．解法の途中に 7 > 6 と

いう推移律を用いていること，同値変形にな

っていないことを指摘すれば，答えを比較し

なくてよいのである．こうしたことが，被験

者の活動に見られなかったことから，学習者

には不等式の変形の背後に理論的に適切なテ

クノロジーがないと指摘できる．また，不等

式で表されるものの区別の認識については，

|x| ≧ x を全ての実数に対して成り立つ不等

式と捉えることが可能である．実際に実数全

体を指していると答える学生がいた．一方，

|x| ≧ x を範囲を表した不等式と捉える学生

や条件不等式として解を求めようとする学生

もいた．また，条件不等式の解を大小関係を

表した不等式と捉える学生もいた．これらの

図 10 学生 D 解答 2 
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ことから，不等式が表すものを判断すること

は容易ではないといえる．中には，不等式の

意味を考えるのではなく，不等号（≦，≧）

の表し方に疑問を抱く学生もいた．また，問

題 3 の結果からは，集合の包含関係は把握し

ているものの，含意命題の真偽と適切に関連

させることができない学生がおり，不等式を

集合と捉えた場合に生じる，含意命題の真偽

についての困難性がみられた．さらに，| x－

1 | < 1 の絶対値を外すことができないという

絶対値の処理に関する課題もみられ，不等式

学習に付随した絶対値学習の困難性が関係し

ていることがわかった．このような結論から，

インタビュー調査結果のデータを分析・考察

したことにより不等式学習の困難性の要因を

明らかにすることができたと言えよう． 

そして，本研究で得られた不等式学習にお

ける教育への示唆は次の 2 点である．一つは，

不等式を解くことと不等式を証明することに

は，異なるテクノロジーを用いているという

認識を学習者に明確に理解させるが重要性で

あるということ．もう一つは，不等式で表し

ているものを明確に学習者が認識することの

必要性である． 

今後の課題は，不等式の性格の一つである，

不等式がいかに発生するのかといったその起

源について検討することである．その検討は，

基本認識論モデルを構築するにあたって非常

に大事な要素であるため，不等式が学習にお

いていかに発生するのか，すなわち，学習者

がいかにその必要性を感じ自ら創り上げるこ

とができるのかといった起源を検証すること

である． 
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算数授業における子どもの数学的モデル化に関する研究 

  －子どもの思考過程に見られる推論と価値観に着目して－ 

 

佐々木 英男 

上越教育大学大学院修士課程２年 

 

１．はじめに 

全国学力・学習状況調査で依然として課

題となっている活用する力を高めるために

は，現実的問題と数学的知識をいかに結び

つけていくかが重要になる．この力を育成

するためには，現実的問題を数学化して捉

えていく数学的モデル化を授業における活

用場面に取り入れることが有効であろう．

数学的モデル化に関する先行研究は，中等

教育段階のものは数多くある（e.g.,芦田，

2000；西村，2012；清野，2015）が，初等教

育段階での研究は十分になされているとは

言えない（平林，2015）． 

算数授業において「見通し，追究，比較

検討」に沿う問題解決を行えば，児童は数

学的モデル化を遂行できるのではなかろう

か．さらに，初等教育段階において数学的

モデル化能力の素地を養うことは，中等教

育段階におけるさらなる数学的モデル化能

力の向上につながるだろう．特に，現実的

問題から現実的モデルを構成する過程を授

業において意図的に取り入れることで日常

生活における活用力の育成にもつながる． 

西村（2012）は，数学的モデル化は，様々

な現実上の目的に根ざす応用的な面に関す

る「数学的過程」として位置付けられてい

ると述べている．数学的モデル化が目的的

問題解決であることを考慮すると，数学的

モデル化の過程では，モデル化を遂行して

いく上での推論に，何らかの価値観が関わ

っていると考えることができる．数学教育

における価値観に関しては，近年取り上げ

られており（e.g.，島田，2015；山崎，2015）

また，推論に関しては，特にアブダクショ

ンが注目されている（e.g.，和田，2008；2012）．

しかし，数学的モデル化と推論や価値観を

扱った研究は少ないのではないか．以上か

ら，本研究の目的は，算数授業において，

児童が数学的モデル化を遂行する際，どの

ような推論がなされ，そこにどのような価

値観が働いているのかを明らかにすること

である． 

そのために，まず，数学的モデル化と推

論との関わりを，先行研究をもとに新たな

理論枠組みとして示す．また，推論に関わ

る本研究における価値観の捉えを明確にす

る．次に，数学的モデル化過程を分析する

ための教授実験として，活用に関する問題

を取り上げた授業を計画し実践する．最後

に，教授実験で得られたデータを分析し考

察する. 

 

２．理論的枠組み 

(1) 数学的モデル化と推論との関わり 

先行研究を概観すると，数学的モデル化

過程は研究者の視点によって様々な解釈が

なされているが，三輪（1983）に代表され

るように，現実世界から数学的モデルを構

成しそこから導き出された数学的結果を現

実世界に再解釈するという基本的な過程は
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図 1  Kehle & Lester,Jr. (2003)をもと

にした数学的モデル化過程 

図 2  Kehle & Lester,Jr. (2003)による

記号過程と推論 

図 3 子どもの思考過程を捉える理論的枠

組み 

共通している．本研究では，数学的モデル

化と推論との関わりを分析するために，以

下で表される，Kehle & Lester,Jr.(2003)によ

る数学的モデル化過程を表した図 1 と記号

過程と推論について表した図 2 の関係を基

に新たな理論枠組みを提示する． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Kehle & Lester,Jr. (2003)は C.S. Peirce の

記号論に関わる三つの推論である，アブダ

クション，演繹的推論，帰納的推論を挙げ，

図 2 の過程を考察している． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Kehle & Lester,Jr. (2003)は日常で遭遇す

る経験において，これら三つの推論を意識

することなく使っているとも述べており，

これらの推論と数学的モデル化を関連づけ

て考察することは有効である．図 1 の「現

実的問題」が図 2 では「経験」として表さ

れている．アブダクションは，図 1 では「単

純化」と「抽象化」の場面で表れる．図 2 に

おける一つ目の「サイン」は「数学的モデ

ル」を表し，演繹的推論により導き出され

た二つ目の「サイン」が「数学的結果」と

なる．さらに帰納的推論により「解釈」さ

れ，「経験」として「現実場面」に戻される． 

Kehle & Lester,Jr. (2003)は，アブダクショ

ンとは，新しい経験に直面したときに，そ

れを理解することが可能な仮設を導き出す

推論であると述べており，近年の数学教育

研究においても注目されている推論である．

和田(2012)は，アブダクションが演繹的推

論や帰納的推論とともに連鎖的に働いてい

るのであれば，数学教育においても重要な

推論と考えると述べており，アブダクショ

ンの意義や機能を検討することは，探求的

な授業の推測の段階を解明することに寄与

するであろうとも述べている．このことか

ら本研究では，授業過程の見通しの段階に

見られる推論，つまり，数学的モデル化に

おいては，現実的問題から数学的モデルを

構成する段階に見られる単純化と抽象化に

おける推論をアブダクションとして捉える． 

以上を踏まえ，これらの思考過程による

推論と数学的モデル化過程との関わりから

Kehle & Lester,Jr. (2003)の図 1 および図 2

を改良した図式を図 3 として示す． 

 

 

 

Kehle & Lester,Jr. (2003)ではアブダクシ

ョンに関して特に区別する記述は見られな

いが，本研究においては，現実的問題から
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現実的モデルを構成する推論をアブダクシ

ョンⅠ，現実的モデルから数学的モデルを

構成する推論をアブダクションⅡとして区

別する．一つの経験（現実的問題）を出発

点に，アブダクションⅠにより現実的モデ

ルを構成する．具体的な数値を含まないよ

うな現実的問題から，数学的表現や数値を

含む現実的モデルを構成する過程は，初等

段階においては困難であることが予想され

る．しかし，児童が日常場面で遭遇する経

験は，必ずしも数学的表現や数値を含んで

いるとは限らない．そのためアブダクショ

ンⅠには，児童の興味関心に基づく推論や

科学的仮設に基づいた推論も含まれる.構

成された現実的モデルからアブダクション

Ⅱにより数学的モデルを見出し記号化（数

学化）する．ここでのアブダクションⅠ・

Ⅱは相互に矛盾しない（三輪，1983）． 

次に演繹的推論により，計算等の数学的

処理が行われる．ここでの演繹的推論とは，

数学的処理全般を示しており，論証はもち

ろんであるが，数学的概念と記号を用いた

計算や知的表現としての絵図等の数学的処

理も含めるものとする．図１のモデル化過

程では数学的モデルから数学的結果に至る

までの「計算」の過程がこれにあたる． 

最後に，帰納的推論により正しい結果を

特定の経験（現実的問題）に適用する．こ

こで適用できなければ，再度アブダクショ

ンにより数学的モデル化過程を繰り返すこ

とになる．ここでの帰納的推論は，数学的

結果の妥当性を検討する上で重要な推論で

あり，帰納的推論によって現実的問題と数

学との関わりが明らかになる．図 2 の「解

釈」がこれにあたる．以上の過程を本研究

の理論枠組みとして示す． 

(2) 本研究における推論の捉え 

 科学的論理的思考の方法または様式とし

て，一般的に，演繹（deduction）と帰納

（induction）の二種類が挙げられる（米盛，

2007）．C.S.Peirce は，この二種類の推論に

アブダクション（abduction）と呼ばれるも

う一つの顕著な思考の方法または様式が存

在し，特に科学的発見・創造的思考におい

てはそのアブダクションが最も重要な役割

を果たすと唱えた（米盛訳，1995）.アブダ

クションが科学的探求のいわゆる「発見の

文脈」において仮設や理論を発案する推論

であるのに対し，帰納はいわゆる「正当化

の文脈」において，アブダクションによっ

て導入される仮設や理論を経験的事実に照

らして実験的にテストする操作である（米

盛，2007）．つまり，子どもの思考において

は，課題を発見したり，課題から結論を推

測したりする見通しの段階に見られる推論

をアブダクションと捉える．また，帰納的

推論は，数学的結果の妥当性を検討する段

階，子どもの思考においては，比較検討の

段階に見られる推論を帰納的推論と捉える． 

演繹的推論は明確な形式的構造を有し，

推論の内容を考慮に入れずに，推論の形式

のみによって真なる前提から必然的に真な

る結論が導かれるというすぐれた特性があ

り，また演繹的推論はそれが妥当か否かを

容易に確かめることができるという利点が

ある（米盛，2007）．明確な形式的構造を，

四則演算や図，表やグラフと捉えれば，演

繹的推論は，数学的モデルから数学的結果

を導き出す段階で見られる推論であると捉

えられる．科学的探求における分析的な演

繹的推論の役割は，アブダクションによっ

て提案される仮設や理論を前提にして，そ

の仮設や理論の内容を分析解明し，その仮

設や理論から実験観察可能などんな経験的

諸帰結・予測が必然的にあるいは高い確率

で導かれるかを示すことによって，その仮

設や理論を実証的事実に関連づけることで

ある（米盛，2007）． 

また，Polya（1958，柴垣訳）は，推論に

は，論証的推論と蓋然的推論の二種類があ
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ることを示している．Polya（1958，柴垣訳）

は，論証的推論は数学的証明のように，完

全で争う余地のないものであるのに対し，

蓋然的推論は争う余地があり，暫定的なも

のであると述べている．また，Polya（1958，

柴垣訳）は，帰納的推論は蓋然的推論の特別

な場合であるとも述べていることから，仮

設的な推論であるアブダクションと帰納的

推論は蓋然的推論であり，演繹的推論は論

証的推論であると捉える．帰納的推論は，

あることが真であるようないくつかの事例

から一般化を行い，それらの事例が属して

いるクラス全体についても同じことが真で

ある，あるいは，事例のある部分について

あることがいえることを見出して，それら

の事例が属するクラス全体についても同じ

割合で同じことがいえると推論することで

ある（米盛，2007）．これに対し，同じ蓋然

的推論であるアブダクションは，直接観察

したものとは違う種類の何者かを推論する，

あるいは，直接には観察不可能な何ものか

を仮定する（米盛，2007）ことである． 

以上から，本研究におけるアブダクショ

ン，演繹的推論，帰納的推論を次のように

定義する： 

 

アブダクションとは，ある驚くべき現象

の観察から出発し，その現象がなぜ起こっ

たかについて何らかの可能な説明を与えて

くれる仮設を考え出すことであり，アブダ

クションは，仮設を立てたり立て直したり

しながら問題解決の突破口を見出し，探求

を方向づける役割を果たす，思考における

「見通し」の段階に見られる推論である， 

 

 演繹的推論とは，アブダクションによっ

て提案された仮設からどんな経験的諸帰結

が必然的にあるいは非常に高い確率で導か

れるかを示したり，仮設から実験観察可能

な諸予測を演繹的に導出したりすることで

あり，演繹的推論は，思考における「追究」

の段階に見られ，計算や証明などが演繹的

推論の役割を果たす， 

 

 帰納的推論とは，仮設が最初に観察され

た変則的な現象を正しく説明しているかど

うかを経験的事実に照らして実験的にテス

トすることであり，思考における「比較・

検討」の段階に見られる推論である．帰納

的推論の方法として，Polya（1958，柴垣訳）

は，与えられた一組の対象の考察からそれ

を含むより大きな組の考察に移る一般化，

与えられた一組の対象の考察からそれに含

まれるより小さな一組の対象の考察に移る

特殊化，一つの対象で成立している事実や

知識をもう一方の対象との間に類似性を認

め，その類似性に基づいてもう一方の対象

の考察に移る類比を挙げている． 

(3) 本研究における価値観の捉え 

本研究においては，最終的な意思決定の

根拠となるものを価値観として捉える．見

田(1966)は，価値を「主体の欲求をみたす，

客体の性能」と定義している．さらに見田

（1966）は，その一般的な機能として，意

識的行為における選択の基準となることと

も述べていることから，価値に対する価値

意識が主体の欲求を満たすものを価値観と

して定義する．ここでいう「欲求」に関し

て見田(1966)は，もっとも広い意味であっ

て，道徳的・芸術的・社会的欲求を含むあ

らゆる分野において，あるものを「のぞま

しい」とする傾向のすべてであると述べて

いるが，本研究では「問題解決の目的に応

ずるもの」を「欲求」として捉える． 

島田（2015）は社会的オープンエンドな

問題を基に，問題解決学習で表出する社会

的価値観の特性や多様性を考察している．

また，価値観と数学的モデルの変容につい

て，中，長期的に分析しており，社会的オ

ープンエンドな問題の継続的な扱いが大切
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である（島田，2015）と述べている．本研

究においては，社会的オープンエンドな問

題に関わらず，活用に関する問題を扱い，

数学的モデル化を意識した授業過程を展開

する中で，児童のもつ価値観が特に推論と

の関わりでどのように作用しているかを分

析する．数学的モデル化において価値観が

より鮮明に表れる過程として，アブダクシ

ョンⅠにより現実的問題から現実的モデル

を構成する過程を，また，アブダクション

Ⅱにより現実的モデルから数学的モデルを

構成する過程を，さらに，帰納的推論によ

り数学的結果から現実的場面へと解釈する

過程を捉え分析する． 

 

３．研究方法 

本研究では，先行研究をもとに新たに構築

した理論枠組みが，子どもの思考において数

学的モデル化過程に沿ったものであるとい

う妥当性を検証していく．そのため，本研究

では質的研究によるアプローチを試みる．質

的研究は，広い意味では，人が書いたり話し

たりした言葉や観察された行動などの記述

的なデータを集め分析する研究方法である．

また，もともと社会学や文化人類学で行われ

てきた研究方法であり，未開の民族から始ま

って現代社会に至る様々な社会がもつ内部

のきまりや構造，文化といったものをえぐり

出すことを目的とする研究方法である（日野，

1997）． 

日野（1997）は，教室には様々な特有のき

まりや構造，文化があることに注目すれば，

そこに質的な研究方法を適用することがで

きると述べている．さらに，数学教育研究に

おける質的研究の可能性について「①質的研

究では参加者と同じ視点から数学の問題や

数学が教えられている環境を理解しようと

するので，ともすると当然のこととみなされ

問題にされてこなかった事柄に光が当てら

れる．②質的研究で得られた結果に基づいた

実践を行うことにより，意味と理解の過程に

視点をおいた指導やカリキュラムの研究の

可能性がこれまで以上に高まる．」と述べて

いる．本研究では，授業における子どもの思

考過程を解釈し，数学的知識の活用において

は数学的モデル化が行われており，そこにど

のような推論や価値観が関わっているかを

明らかにすることを目的としている． 

以上から，先行研究をもとに構築した理論

枠組みにおいて質的研究を用いることが妥

当であると考え，本研究の方法として質的研

究を採用するものとする． 

本研究では，教授実験により児童の数学

的モデル化過程を分析し，その過程におい

て推論と価値観がどのように関わっている

かを明らかにする．群馬県にある公立小学

校 6 年生（学級全体 33 名のうち習熟度別：

標準コースを選択している 22 名）を調査参

加者として，2016 年 2 月下旬から 3 月上旬

にかけて全 8 時間の教授実験を実施した．

この学年の児童は第 2 学年および第 4 学年

時において筆者が担任した児童であり，教

授実験では筆者が授業者となった． 

教授実験で扱った問題は，全国学力・学

習状況調査の主として「活用」に関する問

題（国立教育政策研究所，2015）に準ずる

ものや，尋常小学算術（文部省，2007）等

を参考に，できるだけ児童の身近にある事

象を取り上げたものである．教授実験では 

A と N の 2 名を抽出児とし，授業中の活動

をビデオに記録した．2 名の学力は中程度

であるが，授業中の発言が活発であるため

思考過程がとらえやすいと判断し抽出児と

した．教室の前後 2 台の固定カメラと抽出

児に対する移動カメラ 1 台の VTR および

IC レコーダーの記録から作成したプロト

コルと，授業で使用したプリントの記述等

をデータとした．次章におけるプロトコル

の左側の数字は発話番号を表し，教師（T），

抽出児（A）（N），抽出児以外の児童（S）と
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する． 

また，実践前には「算数が日常生活に役

立っているか」等を，実践後には「日常生

活の中に算数の学習が使われていたり使え

たりすることを感じられるようになったか」

等のアンケート調査を実施しており，抽出

児の授業における反応と合わせて分析する．

本稿では，その中から二つの教授実験につ

いて考察する． 

 

４．教授実験の内容とその解釈 

(1) 教授実験 1 

 教授実験１は 2016年 2月 29日に行った．

扱った問題は，尋常小学算術 6 年上(文部省，

2007)の「うるう年」についてである．うる

う年についての知識は「4 年に一回」や「オ

リンピックの年」程度であったが，「うるう

年はなぜあるのか」という現実的問題から

現実的モデルへと単純化する過程を以下の

プロトコルで示す． 

S22:一年間は 5 時間と 49 分で…違う違う    

ええっと，一年と 5 時間と，違う，ええ  

と…一年間と 6 時間よりも 11 分短いん 

です．それが何年間かするとずれていく 

のでうるう日がある． 

A75:2 月の日にちが極端に少ないからじゃ 

ない． 

S79:何かの記念かな． 

N80:科学者が何か発表する． 

A83:4 年に一度何かしら誤差が出る．地球 

の自転の誤差が生じる． 

S141:地球がまわる時間がずれるから． 

 上記のように，現実的問題から数学化す

るための現実的モデルを作り出すアブダク

ションⅠとして，児童の興味関心による探

究心に基づく価値観（S79，N80）や科学的

根拠に基づく価値観（S22，A83，S141）に

よるアブダクションⅠから現実的モデルを

構成しようとしていることが分かる．ここ

では，A83，S141 のアブダクションⅠを踏

まえ，教師側から以下の現実的モデルを提

示した． 

地球が太陽の周りをちょうど一周するの

に 365.2422 日かかる．一年を 365 日とする

と，どんな不都合なことが起こるか． 

 現実的モデルを提示した後，4 年間では

どうなってしまうかを問うとある児童が，

「0.96？」と発言した．これは数学的モデ

ルである 0.2422×4から 4年間で約 0.96日

ずれることを指摘したものである．この児

童は，アブダクションⅡにより，小数部分

を 4 倍すればどのくらいずれるかが求めら

れると判断したのである．ここでは，科学

的な根拠に基づく価値観によるアブダクシ

ョンⅠが数学的モデルを構成するためのア

ブダクションⅡにつながったと考える．さ

らに 10 年ではこれを 10 倍した「9.688」

「（約）9 日後に変わる．」ことを見出してい

る．「8 月にサンタさんとか．」の発言から

は，季節がずれることを指摘したかったこ

とが予想され，数学的モデルである「0.2422

×4」を演繹的推論により計算した「0.9688」

という数学的結果を帰納的推論により現実

的問題に照らし合わせたときに，4 年に一

度うるう年を置くだけではまだずれが生じ

てしまうことに気付くことができた．そこ

で条件を追加した以下の現実的モデルを提

示した．  

4 年ごとにうるう年をおいても 4 年後に

ちょうど元の位置に戻らない．そこで次の

ように定める．西暦が 4 で割り切れる年は

うるう年とする．しかし，西暦が 100 で割

り切れる年のうち，さらに 4 でその商が割

り切れないものは平年とする． 

この前に 4 年ごとに来るはずのうるう年

が平年となったのは西暦何年か．この次に

このようなことが起こるのは西暦何年か． 

 ここでは新たな現実的モデルから数学的

モデルを再構成することになる．前半の現

実的モデルでは，ずれが生じることを乗法
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により導き出した．後半の現実的モデルか

ら数学的モデルへと抽象化する過程では，

「4 年ごと」という現実的モデルから「公倍

数や倍数を使う」というアブダクションⅡ

が見られた．また，「割り切れる」という現

実的モデルから「偶数ではないか」という

アブダクションⅡも見られた．児童が数学

的モデルを構成する際には，現実的モデル

に示されている言葉を基にアブダクション

Ⅱにより演算や既習内容を考えている．こ

こでは，現実的モデルから数学的モデルを

構成する手がかりとなる言葉を探していく

という，児童のこれまでの経験から生じる

価値観が働いている．以下にその場面のプ

ロトコルを示す． 

T244:ちょっと自分でこの計算使いそうだ   

なっていうのを書いてみて．割り算使  

えそう？あとは？何の勉強使いそう？ 

S264:公倍数． 

A293:たぶんヒントは 100 が 4 の倍数って         

こと 

A323:で，これ上二ケタっていうんかな？ 

N324:上二ケタ？はあれじゃない，奇数は 

だめ，奇数は無理でしょ． 

A325:うん，奇数は 4で割り切れないから． 

A335:4 で割れなければうるうではないっ

て書いておこう． 

A と N はしっかりと立式して計算してい

るのではなく，上二ケタの筆算や，100 の倍

数を書き出して消していきながらあてはま

るものを探し出した（A323，N324）．現実的

モデルを与えられた段階から，会話と記述

による演繹的推論が行われている．追究の

段階においては，明確に立式しなければな

らないという制約がなければ，二人が行っ

ていたような会話や，メモ程度ではあるが

知的表現としての簡単な記述による演繹的

推論が行われる． 

 数学的結果から帰納的推論により現実的

問題へと解釈する段階では，数学的結果を

導いたとほぼ同時に解釈が行われており，

それが個人で解釈される場合（A305）と，

会話による解釈が進められる場合（N375 以

降）が見られた．以下にその場面でのプロ

トコルを示す． 

A305:あれ，何でだろう？あ，そうか．これ 

は小数になるからいけないんか． 

N375:8 足す 4 が 12，12 足す 4 が 16，だか 

ら，やっぱりこれ公倍数いけるね． 

A376:うん．計算はエックス割る 100 割る 4 

ができてしまえば，そのときは普通に 

うるう年のときだよ． 

N377:やっぱり 4 の公倍数のときじゃない

とだめでしょ．公倍数いけるね． 

A378:4 の倍数じゃない？公倍数なの？ 

N379:うん，公倍数でいいんじゃね？ 

A380:4 と何の公倍数なの？ 

N381:4 と… 

A305 の発言では，数学的結果を帰納的推

論により解釈した際に，「割り切れるという

ことは商が整数になることである」という

経験により，商が小数になることは誤りで

あることに自ら気づいている．公倍数とい

う言葉の使い方について，N は倍数で考え

ていながら公倍数と発言している（N375）

ことから，A は二つ以上の数字が必要であ

ることを指摘し，公倍数の正しい解釈を促

している（A378，A380）．比較検討の段階で

は，数学的な正しさを追求したり，数学的

結果の妥当性を検討したりしようとする価

値観から帰納的推論により解釈することで

数学的結果を現実的問題に適用できるか，

または再解釈が必要かを判断している． 

(2) 教授実験 2 

 教授実験 2 は 2016 年 3 月 1 日に行った． 

事前に行ったアンケート調査において，

「算数が日常生活に役立っているか」とい

う問いに「はい」と答えた 29 名の児童のう

ち，26 名が具体的な場面として「買い物」

や「消費税の計算」を挙げた．本時では，
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この「買い物」の問題を扱った． 

 はじめに，買い物の場面で児童がどのよ

うな価値観をもっているかを明らかにする

ために，買い物をするときに何を気にして

いるかについて聞いた．以下にその場面で

のプロトコルを示す． 

S24:商品の値段 

S28:目的，何がほしいとか． 

S31:消費税 

S45:一個あたりの値段 

S63:生産地 

ここで見られる価値観は，経済活動に基

づく価値観（S24，S31），物的欲求に基づく

価値観（S28），数学的な事実に基づく価値

観（S45），社会的事実の探求に基づく価値

観（S63）など様々であった.  

本時では，電化製品を購入対象として設

定した．児童が高額の電化製品を購入する

という経験はほとんどないが，家族の中で

電化製品を購入した経験をしている児童は

多い．また，今後そういった経験が増える

ことを想定して本時の課題を設定した． 

電化製品を購入する際に考えることにつ

いては，「品質」，「性能」，「メーカー」，「強

さ」などが挙げられた．ここでは購入金額

に目を向ける発言は見られない．児童にと

って買い物の場面での購入金額はそれほど

重要ではないことが考えられる．しかし，

現実的モデルを構成するためには，買い物

という現実的問題に数学的な視点を与える

必要がある．現実的モデルを提示するまで

のプロトコルを以下に示す． 

T157:いろいろ（な店を）見た結果，全く同 

じものが売っていたとしたら，その後  

何考える？ 

S159:値段． 

T160:何で値段を考えるかというと… 

S161:安さが違ったり…割引とか． 

S163:ポイント． 

買い物という現実的問題では，教授実験

１で見られたような現実的モデルの構成に

至るアブダクションⅠが表れなかったため，

教師は値段に目を向けるような働きかけを

した（T157，T160）．児童にとって買い物の

場面では，経済活動に基づく価値観よりも

物的欲求に基づく価値観が表出しやすいと

判断できる．さらに本時で設定した課題に

は購入に際し付加されるポイントを考慮し

たものを考えた．S163 から，購入特典とし

ての「ポイント」は児童の身近に存在して

いることがうかがえる．ここでは，S159，

S161 の発言を受け，以下の現実的モデルを

提示した． 

先生は部屋用のコードレスの掃除機と小

さめのテレビを買おうと思います．A 店と

B 店はそれぞれ次のような価格設定で販売

しています． 

A 店：全品 10％オフ，さらに値引き後の    

10％ポイント還元 

B 店：2 品同時購入で合計金額の 20％オ 

  フ 

掃除機の定価は 29800 円，テレビの定価

は 39800 円です．どちらの店で買うとお得

ですか． 

ここで，直感的にどちらがお得かを問う

とほとんどの児童が B 店を予想した．そこ

であらかじめ次の条件を用意し提示した． 

先生は A 店のポイントカードで 500ポイ

ント分使おうと思っています．１ポイント

は 1 円です． 

この条件を提示したところ，数人が A 店

の方がお得ではないかと予想を変え，「微妙

です．」という発言も見られた．ここでは，

はじめに 10％オフの 10％ポイント，つまり，

「10％オフのさらに 10％オフ」と「20％オ

フ」では「20％オフ」の方がお得だという

アブダクションⅡが行われたが，授業者が

条件を加えることで児童のアブダクション

Ⅱが揺らいだと判断できる．このことによ

り再度アブダクションⅡを行い，数学的モ
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デルを構成していく．追加された条件から

推測した結果，微妙であると判断されたこ

とで数学的モデルを構成する必要性が生じ，

新たなアブダクションⅡが促された． 

現実的モデルから数学的モデルを構成す

る際には，演算の根拠となるアブダクショ

ンⅡが見られた．以下にその場面のプロト

コルを示す． 

A235:2 品同時購入ってことは足し算は使 

うよね. 

N236:つうか，かけ算もいるでしょ？ 

A237:引き算はどうかな？500 ポイント使 

うから 500 引くか. 

N238:てゆうかこれ全部いるんじゃない 

の？ 

A250:どっちが大きいのか，あ，値段が高い 

のかっていうのを知るときに引き算. 

A の発言からは，演算の根拠となるアブ

ダクションⅡが見られる（A235，A237，

A250）が，N の発言には見られない（N236，

N238）．N はこの後，演繹的推論により，割

合の計算をしながら何ポイントもらえるか

を求めているが，A237 の発言をもとに進め

たことで間違いがあることに気づく．ここ

では，演繹的推論により導き出された数学

的結果を帰納的推論により解釈しているが

適用できないと判断し，再度数学的モデル

を構成し直している．以下にその場面での

プロトコルを示す． 

N368:500 ポイント使うってことは，0.1 し 

たあと 500 引く. 

N373:やすっ．1000 円単位になっちゃった 

よ．おかしいな．なぜ．なぜ 1000 円単 

位になった？ 

N375:おかしすぎる．ま，とりあえずこれに 

0 を一個付けておこう. 

N376:これ何求めたんだっけ？6174 が値引 

き後の 10％付きだから. 

A378:6763はね 10％値引き後のポイント付 

きでしょ．片方のそれぞれの 10％のポ 

イントがあるじゃん．そのポイントを 

足した数．だからその数と 500 を足す 

とどれくらい引かれるかっていうあれ 

になる. 

N378:なんだ．足すんかよ． 

N の計算では，もらえるポイントを合計

しようとしているため，「500 引く」ではな

く足さなくてはならない．また，N373 から

は，ポイントを計算しているはずが購入金

額を計算していると勘違いしてしまってい

ることが予想される．N375 からは，0 を一

個付けることで，29800 円や 39800 円とい

った数値と比較し購入金額に近くなるので

はないかという，これまでの経験を踏まえ

た価値観が働いていたと考える．  

 

５．結果と考察 

本研究における教授実験を通して，算数

授業において，児童が数学的モデル化を遂

行する際にどのような推論がなされ，そこ

でどのような価値観が働いているかが明ら

かになった．  

現実的問題から現実的モデルを構成する

アブダクションⅠに関わる価値観としては，

教授実験１で明らかになったように，児童

の興味関心による探究心に基づく価値観や，

科学的な根拠に基づく価値観が見られた．

そこから現実的モデルを構成し，その現実

的モデルを基に数学的モデルを構成するこ

とができた．教授実験２で見られたように，

アブダクションⅠにおいて，現実的問題に

対する児童の価値観が現実的モデルを構成

するに至らない場合もある．現実的モデル

を構成するためのアブダクションⅠを促す

教師の働きかけも必要である．アブダクシ

ョンⅠは現実的問題に依存するものである

と言えるが，現実的問題と数学的知識を結

びつけるものとしてきわめて重要な推論で

ある． 

教授実験２では，現実的モデルへの目的
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意識をもたせることでアブダクションⅠを

促すことができた．西村（2001）において

も，数学的モデル化教材では，実際に児童

が探求の必要性を感じることが大切である

ことが述べられており，目的意識をもたせ

ることの重要性が示されている．現実的モ

デルを構成（または提示）する前に，いか

に現実的問題から数学化するための目的を

見出していくかを児童と教師，または児童

相互で議論していくことが日常場面での活

用につながり，自らの興味関心に基づく価

値観から数学的モデル化を進めることで算

数への興味関心も高まる．  

教授実験後のアンケート調査において，

「算数が意外と世の中で使われていること

がわかりました」という記述が多く見られ

た．これらから，児童は日常場面において

算数が使われているという意識が低かった

ことがわかる．また，これまでの授業にお

いても，教科書で学んだ知識が日常場面に

どう使われているのかを考えることが少な

かったのだろう．本研究における教授実験

では，数学的表現を含まない現実的問題か

ら児童のもつ多様な価値観をもとに現実的

モデルを構成していく過程を教師が意図的

に取り入れることで，算数授業と日常場面

をつなげることができた．  

現実的モデルから数学的モデルを構成す

るアブダクションⅡにかかわる価値観とし

ては，既知の数学的知識を使って数学的モ

デルを作ろうとする価値観が表れやすかっ

た．具体的な数値や数学的表現を含む現実

的モデルが構成されれば，数学的モデルに

向かうための価値観からアブダクションⅡ

が行われる．これは児童にとっては当然の

数学的活動である．使用する四則演算につ

いては学級全体ではすべて必要であると確

認される場面もあったが，個人の活動を見

ると，それぞれが根拠をもとに演算決定を

行っていた．ただし，帰納的推論により数

学的結果が適用されない場合は再度アブダ

クションⅡにより演算を変更する様子も見

られた． 

数学的結果を導き出す演繹的推論の場面

では，明確に立式して数学的モデルを解い

ていくというよりも，個人の活動のみなら

ず，児童相互の会話やそれに付随するメモ

程度の記述の中で演繹的推論が進められて

いることが多かった．本研究における教授

実験の記述では，単語程度の記述や知的表

現としての絵図，表等による数学的処理が

多く見られた． 

教授実験２において，N は数学的モデル

から数学的結果を導き出した際に，N373 の

発言から帰納的推論が行われたと考える．

数学的結果からすぐに帰納的推論が行われ

「おかしい」と判断された．三輪（1983）

は，解釈・評価の場面においては，たとえ

ば，結果の数値に対する敏感さが要求され

ようと述べている．つまり帰納的推論では，

数学的な正しさを追求したり，結果の妥当

性を検討したりするという価値観により，

数学的結果を導いたこととほぼ同時に帰納

的推論を行い，現実的問題に適用できる結

果かどうかを判断している．  

帰納的推論の場面では児童のそれまでの

経験，特に算数授業に関わって，数学的な

正しさや妥当性を検討しようとする価値観

が見られた．しかし，数学的結果に対して，

帰納的推論を行わずそれが正解だとして思

考を終えてしまう児童も見られた．三輪

（1983）は，数学的モデル化過程は，単に，

事象に対する数学的モデルを作るというこ

とにとどまらず，これを使って作業し，評

価し，いっそう改良するという全過程を含

むものとして解されることは注意を要する

ことであると述べているように，帰納的推

論により，数学的結果を現実的問題に戻っ

て解釈することが数学的モデル化において

は重要な役割を果たす． 
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 本教授実験では，筆者のこれまでの教職経

験で行ってきた，見通し・追究・比較検討と

いった授業構成で授業を進めた．図 3 で示し

た本研究における子どもの数学的モデル化

過程と推論を捉える枠組みと授業構成との

関係を表したものを以下の図 4 として示す． 

 

アブダクションが，仮設や理論を発案する

推論であると捉えると，それに伴う数学的モ

デルを構成する過程が「見通し」，演繹的推論

が，明確な形式的構造を有する推論であると

捉えると，数学的モデルから数学的結果に至

るまでの過程が「追究」，帰納的推論が，仮設

や理論を経験的に事実に照らして実験的に

操作する推論であると捉えると，数学的結果

を解釈・評価する過程が「比較・検討」と言

える．本教授実験では，教科書以外の題材か

ら，活用に関わる問題を設定し教授実験を行

った．授業構成自体は，これまで筆者が行っ

てきた，教科書の題材を扱ったときと同様，

見通し，追究，比較・検討に沿う授業を展開

した．その結果，教授実験の解釈から，それ

ぞれの授業で違いはあるものの，子どもの思

考過程において数学的モデル化過程と言え

る段階が見られることが明らかになった．こ

れは，数学的モデル化の特徴である，数学的

知識の活用によるものであると捉える．与え

られた課題から，既習の数学的知識を活用し

ようとすると，解決の見通しをもってアブダ

クションにより数学的モデルを構成し，その

数学的モデルから演繹的推論を行い，数学的

結果を導き出し，帰納的推論により現実的問

題を解釈するという過程は，これまでの算数

授業において繰り返し行われてきた過程で

ある．教師が数学的モデル化を意図し，子ど

もの思考に沿うように「見通し，追究，比

較検討」という授業過程を構成していくこ

とで，子どもの数学的モデル化能力の素地

を養うことにつながる．しかし，初等段階

においては，子どもが一人で問題場面の数

学的な解釈を進めることには限界がある

（平林，2015）ため，数学的モデル化を遂

行するには教師の適切な関わりも不可欠で

ある． 

 

６．まとめと今後の課題 

本研究では，算数授業において，児童の

数学的モデル化過程に推論と価値観がどの

ように関わっているかを，教授実験を通し

て分析した．本稿では，先行研究をもとに

新たに構築した理論枠組みにより二つの教

授実験について考察した． 

 アブダクションや帰納的推論に関わる価

値観に関しては，本研究の教授実験だけでは，

取り上げられたものがまだ少ない．そのため，

価値観の分類をすることができなかった．価

値観の分類ができれば，それぞれの推論に対

して傾向がつかみやすくなることも考えら

れる．今後，実践を重ねる中で，価値観の分

類も可能になってくるだろう． 

今後は，本研究で構築した理論枠組みと

結果を基に実践を積み重ねていくことが必

要である． 
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教育内容としての数学的方法に関する研究 

― 高等学校数学科における「中心概念」に着目して ― 

 

秋山 拓也 

上越教育大学大学院修士課程 1 年 

 

1 ．はじめに 

今年（2017年） 2 月14日，文部科学省より

小中学校次期学習指導要領の改訂案が公表さ

れた。改訂案では中教審が定義した「主体

的・対話的で深い学び」が前面に押し出され

ている。知識の理解を深めて，資質・能力を

育むという理念は，改訂案全体に貫かれてい

る。高等学校学習指導要領においてもこのよ

うな方向性のもと，次期改訂に向けて準備が

着々と進められている。 

高等学校数学教育の目標と教育内容は，教

育の目的「人格の助成」を根本に据えながら，

時代とともに変化してきた。現行の高等学校

学習指導要領における「数学科の目標」は，

次のように述べられている。 

「数学的活動を通して，数学における基本

的な概念や原理・法則の体系的な理解を深

め，事象を数学的に考察し表現する能力を

高め，創造性の基礎を培うとともに，数学

のよさを認識し，それらを積極的に活用し

て数学的論拠に基づいて判断する態度を育

てる。」（高等学校学習指導要領解説数学

編理数編 , 2009, p.16）。 

このように「数学科の目標」の冒頭には，

「数学的活動を通して」と明記され，「数学

的活動」が全面に押し出されている。「数学

的活動」は，平成10年度高等学校学習指導要

領から「数学科の目標」に取り上げられたも

のである。平成21年の改訂においては，高等

学校で一貫して目標の冒頭に「数学的活動を

通して…」が位置づけられ，その充実が一層

強調された。活用力・思考力・表現力等の育

成，数学のよさの認識などを意図して，「数

学Ⅰ」と「数学 A 」には「課題学習」が位置

づけられるとともに，新選択科目として「数

学活用」が設けられた。「数学科の目標」に

強調されている「数学的活動」について，現

行の学習指導要領には，次のように記されて

いる。 

「目的意識をもった主体的活動を通しての

み真の数学の学習は可能であり，数学学習

にかかわる目的意識をもった主体的活動を

数学的活動といっている。したがって，数

学的活動は，生徒が数学を学習する方法と

いうだけではなく，数学の学習を通して身

につけるべき内容ともいえるべきものであ

る。」（高等学校学習指導要領解説数学編

理数編 , 2009, p.67） 

このように現在，「数学的活動」は「教育

方法」という意味合いだけではなく，「身に

つけるべき内容」すなわち「教育内容」とし

て位置づけられている。しかし，学習指導要

領の文面から「数学的活動」の具体的な内容

をみると，やはり「教育方法」の意味合いが

強く，それ自体が「教育内容」であるという

捉え方については，あまり明瞭ではないよう

に思える。目的意識をもって主体的に学び，

「教育内容」を身につけさせるという「教育

方法」としての「数学的活動」が重視されて

いる一方で，主体的に取り組むだけでよいの
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か，或いは何に主体的に取り組めばよいのか，

その対象についての捉えの検討が十分になさ

れているのかが疑問となる。「教育内容」と

しての「数学的活動」をより明確にする必要

があると考える。 

長崎 (2013a) には，「教育内容としての数

学的方法」という文言が使われている。この

「教育内容としての数学的方法」は，方法論

的内容とも言えるもの，「教育内容」そのも

のが「教育方法」となるという「教育内容」

の一つの捉え方である。これを「教育内容」

としての「数学的活動」に置き換えて考えて

みたい。現行の高等学校学習指導要領におい

て，この「教育内容としての数学的方法」に

該当する事柄を明らかにできれば，「教育内

容」としての「数学的活動」を具体的に打ち

出すことができるのではないかと考えた。 

本稿の目的は，「教育内容としての数学的

方法」に着目し，「数学的活動」の「教育内

容」としての捉えを明確にすることである。 

 

2.「教育内容としての数学的方法」の考察 

この節では，長崎 (2013a) において記述さ

れた「教育内容としての数学的方法」の内容

及び意義を明確にし，その関連する内容につ

いて記述する。 

2.1.「教育内容としての数学的方法」とは 

 長崎 (2013a) は，昭和31年度改訂版におい

て記述された「中心概念」は，次のように述

べられている。 

「すべての高校生が一般教養を身に付ける

という教育目的のもとでの教育目標として

の数学的な考え方に対応する，教育内容と

しての数学的方法」 (p.255)  

 ここに「教育内容としての数学的方法」と

呼ばれる表現の初出がみられる。「すべての

高校生が一般教養を身に付けるという教育目

的のもとでの教育目標」としての「数学的な

考え方」に対応するものである。「一般教養」

とは，長崎 (2013b) によると，「高等学校の

程度として最低限必要な共通的な教養」

(p.80)である。そして，必要最低限な共通的

教養を身につけるという目的から生ずる目標

における「数学的な考え方」を「教育内容」

として具体化したものである。「教育内容」

そのものが「数学的な考え方」であり，「教

育内容」を通して「数学的な考え方」を身に

つけさせる一つの「教育方法」でもある。 

 長崎 (2013a) が「中心概念」を「教育内容

としての数学的方法」と位置付けた背景には，

「中心概念」が明記された昭和31年度改訂版

及びその作成過程が密接に関係してきている。 

次は，長崎 (2013b) の先行研究から，昭和31

年度改訂版の作成過程における「中心概念」

の誕生過程，意義，内容を明らかにし，「教

育内容としての数学的方法」を歴史的な視点

から考察をしていく。 

2.2. 昭和31年度改訂版の作成過程 

長崎 (2013b) は，「中心概念」が記述され

た昭和31年度改訂版を作成するためにあった

「教材等調査研究会中学校高等学校数学小委

員会」（以下，数学小委員会と略す）の会合

記録をもとに，その作成過程及びその後につ

いて明らかにしている。 

以下，長崎 (2013b) が特定した数学小委員

会の活動項目である。(p.28) 

 ①科目の編成 

  ・総合コースの採用 

  ・ 2 つのコース案の作成 

  ・科目の編成と調整 

 ②教育目標の形成 

  ・必修の目的の検討 

  ・必修・選択の目標の検討 

  ・教科・科目の目標の検討 

  ・教科・科目の目標の再検討 

 ③必修・選択の内容の形成－数学的内容－ 

  ・必修の内容の検討 

  ・必修・選択の内容の検討 

  ・選択の内容の再検討 

  ・必修・選択の内容の検討の調整 
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 ④必修・選択の内容の形成－数学的方法－ 

  ・方法論的内容の検討 

  ・中心概念の検討 

  ・中心概念の拡張 

  ・中心概念の再検討 

 

2.2.2.「中心概念」の誕生に至るまでの議論 

 「中心概念」に関わる議論は，②教育目標

の形成と④必修・選択の内容の形成－数学的

方法－であると長崎 (2013b) は特定している。

以下，「中心概念」に関わる議論である②及

び④の概略を記述する。(pp.80-82) 

②教育目標の形成 

 教育目標の形成過程は，「必修科目の目的

の検討，必修・選択の目標の検討，教科・科

目の目標の検討，教科・科目の目標の再検討」

の 4 つの段階に分かれる。 

第 1 の必修科目の目的の検討の段階（第 3

回 ~12 回会合）では，必修の目的が，高等学

校の程度として最低限必要な共通的な教養

（一般教養）と数学のあとの科目や他教科の

科目を学習する基礎（基礎教養）から議論さ

れ，必修のねらいを数学的な見方や考え方で

あるとした。 

第 2 の必修・選択科目の目標の検討の段階

（第13回 ~23 回会合）では，必修の目標とし

て，一般教養としての「数学的な見方や考え

方」が確認され，第13回会合において「必修

科目目標案」が数学小委員会から提案された。

これは，必修科目の目標案として，①数学的

な考え方，見方，②数学的な用語，③基礎教

養，④数学の性格や数学の意義，⑤態度，の

6 項目を挙げている。その中において，①数

学的な考え方，見方について，「次にあげる

ような数学的な考え方，見方を理解し，これ

らに基づいて，ものごとを的確かつ正確に処

理できるようになる 。」 として次の15項目が

挙げられている。（図 1 ） 

ここには，一般教養としての「数学的な見

方や考え方」が表記されている。この「必修

科目目標案」は，この作成過程において，最

も早く提案された目標案であり，後に記述す

る「中心概念」の内容に該当する項目の存在

から，「中心概念」における「教育目標とし

ての数学的な考え方」の原点であることがい

えよう。 

第 3 及び第 4 の教科・科目の目標の検討，

再検討の段階 ( 第46回 ~68 回会合 ) では，数

学Ⅰ，Ⅱ，Ⅲ，応用数学の目標が明らかにさ

れ，学習指導要領の文案を検討する中で幾度

となく再検討がされていった。 

 

図 1 ：「必修科目目標案 項目①」（長崎，

2013b ，pp.41-42） 

 

④必修・選択の内容の形成－数学的方法－ 

 必修・選択の内容－数学的方法－の形成過 

程は，「方法論的内容の検討，中心概念の検

討，中心概念の拡張，中心概念の再検討」の

4 つの段階に分けることができる。 

 第 1 の方法論的内容の検討の段階（第19回

会合）では，第13回会合で提案された「必修

科目目標案」における項目①「数学的な考え

方，見方」に対応するものとして，「教育内

容」としての方法論的内容が提案される。目

標案では，一般教養としての「数学的な考え

方，見方」の具体的な例示として表されてい

たが，方法論的内容においては，必修科目と

しての「教育内容」の検討がなされ，より
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「教育内容」に即したものとして位置付けら

れるようになった。以下，数学小員会第19回

会合記録（1954年 1 月）である。 

「代数・解析的な面，幾何的な面のどちら

にも関係する考え方，方法に関する内容は，

両者のどちらにも含ませず，もうひとつ，

方法論的内容とでもいう欄を上の表の中間

に設け，この内容は，解析，幾何のどちら

の面で強調し，それをどの教材でどこでや

るかは自由にする」 ( 長崎 (2013b),p.139)  

第 2 の中心概念の検討段階第（34回 ~45 回）

では，数学Ⅰをもとに「中心概念」が具現化

された。第34回会合（1954年 5 月）では，方

法論的内容に「中心概念」という名称が与え

られ，第45回会合（1954年12月）にかけて，

「中心概念」が継続的な検討を経て具体化さ

れていった。数学Ⅰ，Ⅱ，について，代数的

内容，中心概念，幾何的内容が提案され，

「中心概念」は代数的内容と幾何的内容の両

者の学習を通して一般化すべき数学的な考え

方，方法を示したものであるとされ，数学Ⅰ

の中心概念が検討された。 

 第 3 の中心概念の拡張の段階第（50回 ~57

回）では，中心概念を数学Ⅱ，Ⅲでも考える

とともに，その意義が話し合われ，数学科の

目標，数学Ⅰなどで言われている「考え方」

を内容に即して例示したもの，目標の具体化

であるとされた。つまり，「中心概念」は

「教育目標」における「教育内容」に準ずる

「数学的な考え方」を具体的に「教育内容」

として明示したものであることがわかる。 

第 4 の中心概念の再検討の段階 ( 第64回

~68 回会合 ) では，中心概念の位置付けを内

容とは離れたものとし，それまでの中心概念

が再検討されて，構造的には，代数，幾何の

下に中心概念を置くことになった。（図 2 ） 

その後「中心概念」は，告示された学習指

導要領の数学Ⅰ，Ⅱ，Ⅲにおいて記述された。

数学Ⅰは，図 2 の通りに「中心概念」が記述

され，数学Ⅱ及びⅢは，幾何的内容と代数的

内容に対応するものに，数学的内容として示

してある。これと「中心概念」との関係は，

数学Ⅰの場合と同じである。数学Ⅰにおける

科目の目標及び「中心概念」を図 2 ， 3 とし

て表記する。 

 

図 2 ：「高等学校学習指導要領数学科編 昭

和31年度改訂版」の「数学Ⅰの目標」（長崎，

2013b ， p.225 ） 

 

図 3 ：「高等学校学習指導要領数学科編 昭

和31年度改訂版」の「数学Ⅰの内容」（長崎，

2013b ，p.68） 
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 学習指導要領における「数学Ⅰの目標およ

び内容」に次のような表記がある。 「（ 2 ）

代数的内容および幾何的内容は，目標 1 ， 2 ，

3 ， 4 等につらなるものであり，中心概念は，

目標 4 ， 5 ， 6 等につらなるものである。い

ずれも，一方が他方の方便にすぎないという

ものではない。（ 3 ）実際の指導に当っては，

代数的内容と幾何的内容を中心として指導し，

中心概念の指導は，これらの指導の中に適宜

織り込まれていくもので，これらとは別に中

心概念を指導するものではない 。」 （長崎

(2013b) ， p.256 ）ここには，「中心概念」

に該当する目標とその指導についての注意事

項が明記されている。つまり，「中心概念」

は，数学Ⅰの目標において記述されている

「体系性・論理的思考力，数学的な物の見方，

考え方」に関係し，その具体化されたものは，

それ自体を指導するのではなく，「教育内容」

を指導する中において適宜指導していくもの

であることがわかる。 

 

2.2.2.  昭和31年度改訂版における必修科目

数学Ⅰにおける「中心概念」の内容 

 図 2 において記述された「中心概念」は，

それぞれ「教育目標」における「数学的な考

え方」を「教育内容」に即して，具体化した

ものである。以下，「中心概念」の項目にお

ける具体的な内容を長崎 (2013b) の資料に掲

載されたもの（ pp.257-258）から抜粋する。

（下線は筆者による） 

a  概念を記号で表わすこと 

  この意味は，数学的な概念を記号によ

って簡潔明確に表現したり，個別的にわ

かった数量的な関係を文字を使って一般

的な形で表わしたりする数学的な記号の

用い方についての考え方のことで，特に

代数的な記号は，それを用いた式につい

ての演算が形式的に整うように考えてい

く点に特徴がある。その結果として，式

の形という見方が生れ，これが代数的に

考えを進めていくときの目のつけどころ

になる。 

b  概念・法則などを拡張すること 

   特殊な場合から出発して，いつも，も 

っと一般的に同じような形で定理が成り

立つように，概念を拡張したり，法則を

拡張したりしていく考え方をさす。数概

念を拡張する場合に，演算法則の形式が

不変になるように新しい概念を作ってい

くのもこれに当る。 

c  演繹的な推論によって知識を体系だて

ること 

   一群の知識に対して，それらの基礎に 

なる事項を明らかにし，用語の意味を一

義的に定め，それらから演繹的に他の事

項が導かれることを確かめることによっ

て，知識に体系をつけ，まとめていく考

え方をさす。この際に証明・公理・定義

のもつ役割がそれぞれ重要なものである。 

d  対応関係・依存関係をとらえること 

   数学においてとらえる関係は，多くは 

対応関係，依存関係としてである。変数

の間の対応，依存の関係として函数の概

念をとらえ，統計的な変量については，

統計的関係としてとらえられる。また図

形の性質などについても，これをその構

成要素間の対応関係ないし依存関係と見

ることができ，またそう見直すことによ

って，定理の意義が明らかになる場合が

多い。同じような関係は，命題相互の間

の論理的な関係にも見られる。必要条

件・十分条件などという考えも，二つの

事項を，一方を他方の条件と考えた場合

に起る論理的な関係を表わしたものと見

られる。 

e  式や図形について不変性を見いだすこ   

と 

円周角の定理は，角の頂点の変化に対

して不変な性質を示すものであり二次函

数のグラフの形が放物線であることは，
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二次式の係数が変化しても不変な性質で

ある。このように，数学の定理には，そ

の背後に変化しているものを予想し，そ

の間の不変な関係として把握することに

よって，その意味が深くとられるものが

多い。対称・射影等の変形で不変な点・

直線に着目したり，式の変形において式

の値が不変であることに着目したりする

のもその例である。 

f  解析的方法と図形的方法の関連 

   式で表わされた函数の特徴をとらえる 

のにそのグラフを利用したり，図形の性

質を調べるのに代数式や三角函数を用い

たりするように，解析的な方法（式によ

る表現）と図形的な方法（図形による表

現）の特徴やその間の対応を生かして用

いていく考え方をさす。 

 （長崎 (2013b) ，pp.257-258） 

 

2.3.「教育内容としての数学的方法」として

の「中心概念」について 

長崎 (2013b) によると，昭和31年度改訂版

において記述された必修科目数学Ⅰの「中心

概念」は，数学小委員会第13回会合において

提案された「必修科目目標案」に表記されて

いる「一般教養としての数学的な考え方，見

方」を原点として，形作られたことがわかる。

そこから，代数・幾何の両面に関係する考え

方，方法に関する内容として方法論的内容と

なり，その方法論的内容に「中心概念」と名

前が付けられ，「中心概念」が誕生した。そ

して，その意義としては，「教育目標」にお

ける「一般教養としての数学的な考え方，見

方」の具体化であり，それ自身「教育内容」

として価値のあるものである。また，「中心

概念」の指導に関しては，代数的内容と幾何

的内容とを中心として指導し，「中心概念」

の指導は，これらの指導の中に適宜織り込ま

れていくものとされ，「中心概念」は直接指

導するものではなく，「教育内容」から間接

的に指導するものであることがわかる。図 2

の前文より，「代数および幾何の初等的基本

的な分野の学習を通じて，数学的な考え方の

基本を会得させ ，」 という表現からこの時代

における「数学的な考え方」は「教育内容」

を通して身につけるものであるとされている。

これは，「教育内容としての数学的方法」に

おける「数学的な考え方」の捉えと同様のも

のであり，ここからも「教育内容としての数

学的方法」と「中心概念」の関連性が見える。

また，図 3 の「中心概念」の内容より，これ

は「教育内容としての数学的方法」の中でも

特に「教育内容」に重きを置いたものである

ことがわかる。 

 「教育内容としての数学的方法」は「すべ

ての高校生が一般教養を身に付けるという教

育目的のもとでの教育目標としての数学的な

考え方に対応する」ものであり，昭和31年度

改訂版における「中心概念」がそれにあたる

ことを確認することができた。あくまでも

「中心概念」は「教育内容としての数学的方

法」の具体例であることに留意しておきたい。

そこには，当時の「教育目標」があり，その

目標内に存在する「数学的な考え方」が大い

に関わってくる。したがって，すべての高校

生が一般教養を身に付けるという教育目的の

もとで「教育目標」における「数学的な考え

方」が変遷すれば，「教育内容としての数学

的方法」がその時々に応じて変化することが

分かる。 

 そこで，次節において学習指導要領の高等

学校数学科「教育目標」における「数学的な

考え方」の変遷を辿り，各目標概念における

「数学的な考え方」の所在を，川村(2009)を

参考に社会的背景を踏まえ明らかにしていく。 

 

3.「数学的な考え方」の目標論的展開 

 川村(2009)の先行研究では，「数学的な考

え方」が登場した昭和31年度改訂版以降の学

習指導要領の変遷をたどり，それぞれの時代
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における当該概念の意味と，そこに期待され

てきた価値観を，具体的に明らかにしている。

以下，川村（2009，pp.25-31）において述べ

られている各学習指導要領の目標概念におけ

る「数学的な考え方」の所在及び扱われ方の

概略を述べる。 

3.1.  昭和31年度改訂版  

 川村(2009)は，「教育内容」に関する「数

学的な考え方」の「具体化」として「中心概

念」が挙げられており，それらは数学におけ

る本質的な考え方であり，これらの考え方に

共通する特徴として，比較的高度な「数学的

構造」に目をつける考え方であることを指摘

している。しかし，戦後まもない時期で社会

の目指す豊かさへの方向，「数学的構造への

着目」と特徴付けられる「数学的な考え方」

が，どのように貢献するのか，明らかではな

かったが，数学的構造の簡潔さや合理性に価

値観を感じ，社会生活をある程度それに同一

視したいという発想であったのかもしなれい

という懸念が述べられている。 

3.2.  昭和45年度 

昭和45年度学習指導要領について見ていく。 

 
 この時代，「数学的な考え方」が最も全面

に押し出されている。 

「統合的，発展的に考察し」という言葉に

は，数学教育現代化運動の息吹が込められて

おり，この時代の「数学的な考え方」を特徴

づけている。また「事象」という言葉には，

数学的な事象に限らず，より一般的な日常事

象をも含むと捉えられることから，数学外に

おいても「数学的な考え方」の価値観が認め

られていると言える。 

3.3.  昭和53年 

昭和53年度学習指導要領について見ていく 

 
 この時代は，環境問題や，人生の充実の問

題など，これまでとは違った一意的な答えの

出しにくい問題が持ち上がり，問題が「相対

化」し，価値観の相対化も引き起こした。そ

こでそのような新種の問題への対処として，

「数学的な考え方」を「教育内容」として捉

えるだけでなく，問題解決をするための「教

育方法」として捉えられるようになってきた。

昭和44年以前の特徴である「数学的考え方」

の数学的構造への着目は継続している中で，

「体系的に組み立てていく数学的な考え方を

理解させ」がこの時代においては，「体系的

に組み立てていく数学的な考え方を通して」

と変更され，「数学的な考え方」を通して

「事象」を考察し，「活用」することをねら

いとしていることが読み取れる。すなわち，

この学習指導要領において，「教育方法」と

しての「数学的な考え方」が明示され始めて

いることが読み取れる。 

3.4.  平成元年 

平成元年学習指導要領について見ていく 

 
 急激な情報化の進展と，それに牽引される

価値観の多様化，および更新の速さが際立っ

てきた。この目標から「体系的に組み立てて

いく数学の考え方」という表記はなくなり，

「数学的な見方や考え方のよさを知る」とい

った表現が加わった。川村はこの「よさを知
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る」という表現を「鑑賞」 ( 外部からの視

点 ) と呼び，「考え方」を対象としそれを評

価することで，「考え方」を修正したり，新

しい「考え方」を創り出す可能性があると考

えられ，これ自体が，「数学的な考え方」と

捉えられると述べている。外部からの視点に

より，固定された「数学的な考え方」だけで

なく，問題に応じた「考え方」を見出すこと

を「考える」ことがこの時代における「数学

的な考え方」の捉え方である。前の学習指導

要領に引き続き，「教育方法」として「数学

的な考え方」を捉えていることがわかる。 

3.5.  平成10年 

平成10年度学習指導要領について見ていく 

 
 「価値観の相対化 」， 「価値観の多様化，

および更新の速さ」は，更に加速する方向で

続いている。この学習指導要領より「数学的

活動」という，学習の方法原理が目標文に明

記された。川村は，「活動」つまり，具体物

操作や思考実験は，必ず数学的思考を伴い，

そうした思考の「方法」を「数学的活動」が

与えているという意味で，「数学的な考え方」

と捉えられると「数学的活動」自体を「数学

的な考え方」と見なしている。あくまで，こ

の指導要領における「数学的活動」は「教育

方法」としての「活動」であり，「教育内容」

は含まない。ここに現行の「数学的活動」と

の違いがある。 

 

4. 現行の高等学校数学科の「教育目標」の

考察および「教育内容としての数学的方

法」の特定 

4.1. 「教育目標」における「数学的な考え

方」の考察 

 

 

 現行の目標においては，第 1 節でも指摘し

た通り，「数学的活動」が目標文の冒頭に表

記されたことで，「数学的活動」を通して

（ア）「数学における基本的な概念や原理・

法則の体系的な理解 」， （イ）「事象を数学

的に考察し表現する能力の向上 」， （ウ）

「創造性の基礎 」， （エ）「数学のよさ 」，

（オ）「数学的論拠に基づいて判断する態度」

を育成及び理解させていくことが目標とされ

た。前学習指導要領まで「数学的な見方や考

え方のよさ」と表記されていた「数学的な見

方，考え方」は削除され，新たに「数学のよ

さ」が加わった。これは「高等学校学習指導

要領解説数学編理数編」(2009)によると，

「「 数学のよさ」とは，数学的な見方や考え

方のよさ以外に，数学の概念や原理・法則の

よさ，数学的な表現や処理の仕方のよさを含

み，さらに，高等学校では，数学の実用性や

汎用性などの数学の特長，数学的活動や思索

することの楽しさなども含んだものである 。」

(p.17)と記述されている。また変更の理由に

ついて「現在，高等学校には，数学の学習に

関心や意欲を見いだせない生徒がいることも

事実である。そのような高等学校の現状を踏

まえ，数学の学習が単なる問題の解法の暗記

にならないよう絶えず数学のよさや数学を学

ぶ意義を認識させることに留意し，数学に対

する関心と主体的に数学を学ぼうとする意欲

を高めることが大切である」(p.17)と述べて

いる。中村(2014)は，「数学のよさ」を本質

的に理解させるためには， 「「 数学のよさ」

を感得し（感じ取り ）， この経験を繰り返す

（多面的な意味の「数学のよさ」を繰り返し

感得する）こと」が必要であることを述べて

いる。(p.58)この主張を参考にすると，「教
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育内容」の「よさ」を感得したうえで，これ

を「数学的活動」を通して繰り返し感得して

いくことで「数学のよさ」を認識できる。こ

れは，「数学的活動」を通して「数学のよさ」

を認識させることとは，逆の視点である。例

えば，二次関数を学習する際，二次関数を学

ぶということには，どのような「よさ」があ

るのかあらかじめ押さえたうえで，それらが

感得できるような「活動」を取り組ませるこ

とで「よさ」を認識できる。つまり，ここに

「教育内容」としての「数学的活動」が存在

していることがわかる。「数学のよさ」を

「教育内容」と捉えることで，その「教育内

容」そのものが「活動」となる。さらに言い

換えると，「数学のよさ」は，現行の学習指

導要領の高等学校数学科の「教育目標」にお

ける「教育内容としての数学的方法」である。 

4.2.「数学のよさ」と「中心概念」 

 「数学のよさ」は，現行の学習指導要領に

おける「教育内容としての数学的方法」であ

り，「教育内容」としての「数学的活動」と

して捉えることができることを特定した。し

かし，あくまでも「教育目標」という文面上

での解釈であるため，その確証を得ることが

できない。そこで「数学のよさ」は「中心概

念」とも関連があることから，図 3 として表

記した「中心概念」の内容の項目一つ一つの

語尾に「よさ」を付け，「数学のよさ」を

「教育内容」と置き換えることができるのか

確認していく。 

 

a. 概念を記号で表わすことの「よさ」 

b. 概念・法則などを拡張することの「よさ」 

c. 演繹的な推論によって知識を体系だてるこ

との「よさ」 

d. 対応関係・依存関係をとらえることの「よ

さ」 

e. 式や図形について不変性を見いだすことの

「よさ」 

f. 解析的方法と図形的方法の関連の「よさ」 

 a ～ f の項目は，すべて「数学のよさ」を

具体的に例示したものとなることがわかる。

ここに「数学のよさ」を「教育内容としての

数学的方法」として特定することの根拠がで

きた。 

4.3.「数学のよさ」の考察 

 先にも述べた通り，「数学のよさ」は学習

指導要領において「数学的な見方，考え方」

だけではなく，「教育内容」にまで踏み込ん

だ形となっている。また「数学のよさ」の説

明において，一般的な表現が述べられている

ことも指導要領において述べられている。本

節においては，「中心概念」のように具体的

に「教育内容」として表現がなされているか

を検討していくこととする。対象は，数学Ⅰ

及び数学 A の「教育内容」として，各単元に

おける「数学のよさ」として記述されている

ものを「高等学校学習指導要領解説数学編理

数編」（2009，pp.20-65）から抜粋し，以下

に記述する。また「数学のよさ」に関係した

もので数学の「有用性」について言及してい

るものについては（有用性）と明記するもの

とする。 

 

図 4 ：現行の高等学校数学科の「数学Ⅰ」お

よび「数学 A における「数学のよさ」に関す

る記述抜粋 

もちろん，この図 4 のように，明示されて

いる記述の背後には，各単元における「よさ」

は必ず存在している。しかし，明示をするこ

とが「教育内容としての数学的方法」を捉え
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る上で重要である。昭和31年度，その当時に

は，「教育内容としての数学的方法」が「中

心概念」として明示されたが，現行の学習指

導要領においては，図 4 及び「数学のよさ」

の一般的な表現から，感覚的に「数学のよさ」

を語っているだけで，具体的な表現としての

「教育内容としての数学的方法」は示されて

いないように思える。その現在の「数学のよ

さ」を具体的につかむためには，「中心概念」

と対比させることによって，その当時のもの

を生かしながら，現代の学習指導要領につい

て考えていく。その検討については，これか

らの課題となる。 

 

5. 本稿のまとめと今後の課題 

本稿の目的は，「教育内容としての数学的

方法」に着目し，「数学的活動」の「教育内

容」としての捉えを明確にすることであった。

「教育目標」，「教育内容」，「数学的活

動」，「数学的な考え方」，「中心概念」，

「教育内容としての数学的方法」などのキー

ワードを基に，それらとそれらの関係性を明

確にする作業と整理，そして考察を進めてき

た。 

本稿において，昭和31年度改訂版に記述さ

れた「中心概念」の内容を現行の学習指導要

領の「教育目標」に明記されている「数学の

よさ」と照らし合わせることで，それが現代

における「教育内容としての数学的方法」と

して発展的に捉えることができると考えるに

至った。現行の学習指導要領における「数学

のよさ」は，昭和31年度改訂版に記述された

「中心概念」のように，具体的な内容として

は明記されておらず，抽象的な表現としての

みの記述に終わっている感があり，「教育内

容としての数学的方法」の検討は十分とは言

えないであろう。更なる検討が必要である。 

 今後の課題としては，実際の「数学Ⅰ」及

び「数学 A 」の単元における「教育内容」に

ついて検討し，「数学のよさ」つまり，「教

育内容としての数学的方法」の具体的な内容

から，図 3 のような「教育内容としての数学

的方法」の新たな枠組みの構築を試みたい。

その上で「教育内容としての数学的方法」に

関する研究と実践を推進していきたい。 
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中学校数学授業におけるメタディスコースに関する研究 

  －B.Güçler による理論枠組みの精緻化を通して－ 

 

浦野 正 

上越教育大学大学院修士課程１年 

 

１．はじめに 

OECD 実施の生徒の学習到達度調査では

PISA2015 から新科目として協働問題解決能

力調査が加わった(国立教育政策研究所,2016)。

これは、他者と協力し、社会と関わり合いな

がら問題解決を図れることが 21 世紀に求め

られる重要な資質であることを示している。

国内でも新学習指導要領において「主体的・

対話的で深い学び」という言葉の普及を通じ、

能動的な取組から生じる協働や対話、先哲の

考え方を手掛かりにして自らの考えを広げ深

める力の育成を目指している (文部科学

省,2016)。今教育現場では生徒相互、または

生徒と教師による相互作用を通じて学ぶ資質

が求められている。 

しかし、数学的な概念はその抽象性ゆえ形

成が困難な場合もあり、授業中積極的な活動

が見られたからといって生徒の学びが達成さ

れたとは言えず、コミュニケーション活動の

進展と概念形成の関わりは明確にならないこ

とが多い。教師には表面上の反応に惑わされ

ず、生徒の学習を的確にとらえながら授業を

進める資質や方法が必要となる。 

Güçler(2016)は、ディスコースの視点を用い

て数学的な対象を形成するための、メタレベ

ル規則を伴った教育アプローチを提案してい

る。Sfard(2008)を背景にした理論では、関数

概念形成の様相を分析するだけでなく、教授

法としての示唆も得られており、今日の日本

でも求められている主体的で対話的な授業ア

プローチを開発する可能性がある。 

Güçler(2016)の教授実験は、大学レベルの授

業でのディスコースを一階上の言語レベルで

分析している。この Güçler(2016)の理論枠組

みを中学校の授業に適用することが可能では

ないか。その理由としては、中学生であって

もディスコースの中で言外の意味を伝達し合

うことが、筆者の教職経験でも多く見られた

からである。また、例えば教室内に内在する

社会的文脈（金本 ,2000,2001）やディスコー

スのシフト (小池 ,2005)等のいう性格は、

Güçler(2016)のいうメタ規則に関わると捉え

られる。これまでのコミュニケーションや相

互作用に関わる数学教育研究のディスコース

におけるメタレベルの視点を整理することが

必要である。このようにして Güçler(2016)の

理論枠組みを再構築し、授業をデザイン、分

析することは、生徒の数学的活動を豊かにす

るディスコースとメタレベルの作用の関係を

見出すことにつながる。 

そこで本研究は、Güçler(2016)と他の先行研

究やそのプロトコル分析を基に、数学的な概

念形成に向けた子どもと教師のディスコー

スを方向付ける意味でのメタディスコース

を捉える理論枠組みを提示し、その妥当性

を示すことを目的とする。  

 

２．Güçler (2016)の理論枠組み 

 Güçler(2016)の実践は、大学院の教育課程に

おいて学生が関数の定義づけをする活動の分
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析からなっている。まずはそこに見られる理

論枠組みについて Güçler(2016)が依拠してい

る Sfard(2008)を参照しながら、コモグニショ

ン、ディスコース、メタディスコースの 3 点

から考察する。 

2.1  コモグニション 

2.1.1  コモグニション論 

語「コモグニション (commognition)」は    

A. Sfard の造語である。Sfard(2008)において、

コミュニケーション（communication）と認知

(cognition)の組み合わせとするこの語は、思考

と個人間のコミュニケーションを包含し、こ

れら 2 つの過程のタイプの統合を強調するた

めに創り出された。Sfard(2008)による思考の

定義は： 

 「思考とは、（個人間の）コミュニケーシ

ョンの個人化バージョンである。」 

(Sfard,2008,p.81) 

とされ、思考は個人が他人とコミュニケーシ

ョンする方法で自分自身とコミュニケーショ

ンすることができるようになるときに表出す

る人間の行為の型だと考えられている。コモ

グニション論では一般的にコミュニケーショ

ンという言葉を表す個人間のコミュニケーシ

ョンに加え、一見個人的な「思考」もコミュ

ニケーションに含まれる。 

このようにコモグニション論は思考とコミ

ュニケーション、表記を同じ現象の異なる表

れと捉え、統一的に取り扱っている。これに

より、思考や認知を従来の観察不可能な精神

内の現象でなく、教室内のコミュニケーショ

ンの中に見いだすことが可能になる(大滝,  

2014)。 

 

2.1.2  コモグニションにおける数学的対象 

 コモグニション論では、言語に注目して記

号表現(signifier)を実体(realization)に関連付

けることによって学習を定式化する。Sfard 

(2008)によれば、記号表現とは名詞的に使わ

れる記号、実体とは知覚を通してとらえられ

るものであり、記号表現は通常多くの知覚的

に近接可能な実体をもつ。例えば「7x+4=5x+

8という方程式の解決過程」という記号表現は、

「2x+4=8の解決過程」や「2x=4の解決過程」

といった代数的な表現、グラフを用いた幾何

学的な表現、数表を用いた表現などの実体が

付随する(Sfard,2008)。Sfard(2008)は、このよ

うな記号表現と実体の関係が樹形上に連なっ

たものを数学的対象とする。 

また、数学的対象の形成は命名によって特

徴づけられ、その方法によって「単一的ディ

スコース対象(simple discursive object)」と「複

合的ディスコース対象(compound discursive 

object)」に分類される。前者は初源対象(pri-

mary object)と呼ばれる、見たり触ったりでき

る知覚可能な具体物に、名前や記号を与える

ことで形成される。例えば現実の犬に名前を

つけることがあげられる。また、後者は現存

するディスコース対象や初源対象に、以下の

方法によって名詞や代名詞を与えることによ

って形成される(Sfard,2008)。 

・同一化(saming)：前もって「同じこと」で

あると思われないいくつかのものに、一つ

の記号表現を割り当てること（一つの名前

を与えること）。 

・カプセル化(encapsulation)：ある対象の集合

に一つの記号表現を割り当て、それら集合

の性質についてまとめて言及するときに、

単数形でその記号表現を使うこと。 

・具象化 (reifying)：一つの名詞や代名詞を

導入し、いくつかの対象についての過程

に関する語りが、対象間の関係に関する

「タイムレス (timeless)」な語りとなる。  

以上より、コモグニション論において数学

的対象は数学的概念を表すことになる。よっ

て本研究では、コモグニション論に基づき、

記号表現と実体の関係によって数学的な概

念を捉えていく。また、数学的対象の形成に

はディスコースが深く関与する。これは2.2

で述べることにする。 
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2.1.3  Güçler(2016)の実践におけるコモグ

ニション 

Güçler(2016)はコモグニション論に基づき、

「関数」という数学的対象を言語に注目して

分析している。例えばLea (以下Lea、Ron、 

Fred、Martin、SteveはGüçler(2016)の教授実験

の調査参加者である)は授業中の関数の定義

づけを行う場面で、「関数」という記号表現

を「一つの変数がもう一つと関係して変わる2

変数間の依存性」だと語り、実体化している。

さらに、実体として現れた言葉、例えば「関

係」を次の記号表現とした新たなディスコー

スを構成しているケースもあり、記号表現と

実体は相対的な関係であると捉えている。 

このようにGüçler(2016)は、記号表現を実

体化する活動を繰り返し、学生に様々な実体

を知覚、関係付け、序列化させることで、関

数という数学的対象の形成を試みている。 

 また、上記の Lea のディスコースは初期調

査において記述されたものである。Güçler は

学生が授業後に書いた日記も分析に利用して

おり、コミュニケーションの対象が個人内、

個人間の行為全般であるというコモグニショ

ン論に基づいている。 

 

2.2  ディスコース 

2.2.1 Güçler(2016)の実践におけるディス

コースとメタ規則 

コモグニション論における分析単位はディ

スコースであり、Sfard(2008)はディスコース

をコミュニケーションの特定の種類であると

している。また、言語ディスコースは言葉の

使用(word use)、視覚的媒介(visual mediators)

 、認められた物語(endorsed narratives)、ルー

チン(routines)によって特徴づけられる(Sfard,

2008)。ここで言葉の使用とは、そのディスコ

ースが持つ独特な語の使い方のことである。

視覚的媒介とは数学的なコミュニケーション

を高めるのに用いる可視化できる対象であり、

具体的には図や数表、グラフ、代数的記号等

である。認められた物語とは関連する共同体

によって真であると認められる一連の相互作

用を意味し、数学的な定義や定理、性質を含

む。物語(narratives)という語を使っているの

は学習者が関係する共同体においてそれが築

かれてきた文脈を意識してのことだろう。ル

ーチンとは、類似の状況で同じことが繰り返

される、ディスコースのパターンを決定する

メタ規則の集合である。メタ規則とは参加者

の活動規則であるため、例として、関数を同

定するための方法を使うことや、論証場面に

おいて合同条件を使うことなどが挙げられる。 

2.1.2よりコモグニション論において数学

的対象の形成は、ディスコース対象の形成で

あり、これらは言葉の使用、視覚的媒介、認

められた物語、ルーチンによって特徴づけら

れるディスコースにおいてなされる。これよ

り本研究におけるディスコースとは、記号表

現と実体を関連付けるコミュニケーション過

程を指す。また、コモグニション論の定義に

より、ディスコースは個人間だけでなく、個

人内においても起こり得る。さらに、ディス

コースを構成するとは、記号表現の実体化を

図ることであるといえる。 

Güçler(2016)はSfard(2008)に準じ、数学をデ

ィスコースそのものとして捉えている。しか

しGüçler(2016)の捉えるメタレベル規則に

は、後述 (2.3.3)のようなディスコースに内

在する個人の価値観や社会規範的な物も

含まれ、Sfard(2008)のいう数学的ディスコ

ースにおけるメタ規則より広い。  

金本(2001)は文脈を「推論や意味の構成に

あたって前提として機能するもの」と定義し、

教室という空間には社会的規範等の価値を含

む社会的文脈も存在するとしている。また、

「メタ」という言葉自体が一階層上からその

対象自体について語る性質をもつため、メタ

ディスコースには既存の様々なディスコース

や文脈が内包されると考えられる。この意味

で、金本(2001)のいう文脈が授業中のディス
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コースに埋め込まれてメタ規則化したものは、

Güçler(2016)のいうメタレベル規則に相当

し、数学的な概念形成に影響する。 

よって本研究では、Güçler(2016)やSfard 

(2008)、金本 (2001)のいう、ディスコースの

言外の暗黙的な部分を示したり、制御したり、

その方向性を定めたりする行為に関わる規則

全般をメタレベル規則、その明示や変更を伴

うディスコースをメタディスコースとして捉

えていく。 

Güçler(2016)は全授業を通じて「関数の定義

づけ」をテーマにしている。したがって、授

業中は関数をめぐるディスコースが構成され、

その記号表現には常に関数と関連する語が含

まれている。この活動から、例えば、「独立

変数、一対一対応、表」といった言葉の使用

や「表や式、グラフ」等の視覚的媒介を道具

として用い、「独立変数が一つの従属変数の

みと一対一対応になる」「表を使ってグラフ

をかく」などの認められた物語が実体として

現れてくる。また、時には形成された実体を

より明らかにするため、実体化された認めら

れた物語やそこに使われる言葉、視覚的媒介

が記号表現となって新たなディスコースを構

成することもある(表1)。 

 

 

 

 

表1 ディスコースの構成 

Güçler(2016)は関数という記号表現を様々

な形に実体化することでディスコースを発達

させ、新たなディスコースを構成している。

また、それらを修正したり、関連付けたりす

ることによって、個人の数学的な概念が形づ

くられていくとしている。Sfard(2008)は計算

ディスコースを図1のように発達するものだ

と示しており、Güçler(2016)もこれに準じて関

数という数学的対象の形成を図っているとい

える。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.2.2 先行研究と本研究の位置づけ 

 コモグニション論におけるディスコースに

基づく先行研究は日本国内においても多数行

われている。記号論の視座からのミスコンセ

プション研究 (真野 ,2013)や単元構造の分析

(大滝,2013)、ディスコースへの参加と数学的

対象の構成に関わる研究(布川,2016)、授業中

数学的対象を構成する際の教師や生徒の語り

を分析した研究(日野,2016)など、その対象は

広範囲に及ぶ。しかし、Güçler(2016)も含め、

どの研究においてもメタレベル規則について

語られているにも関わらず、その捉え方やデ

ィスコース内の表出過程は様々であり、精緻

が必要である。 

 そこでまず、メタディスコースが構成され

る場について考察していく。 

 

2.3  メタディスコースが構成される場 

 Güçler(2016) のディスコース分析において

生じているメタレベル規則に焦点を当てて、

メタディスコースの構成場面を考察し、分類

していく。 

2.3.1 記号表現と実体を関係づける場 

Güçler(2016)は、2.1.3で述べたLeaの「関数」

という記号表現(以下図中はS)に対する「２変

数間の依存性」という実体(以下図中はR)が、

「動的な変化を想定する」というメタ規則(以

記号表現 メタレベル規則 実体 

関数 ルーチン 言葉の使用 

視覚的媒介 

認められた物語 

 

道具 

図 1 Sfard(2008) 計量ディスコースの発達 
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下図中はM)に基づくと分析している(図2)。 

 

 

図2 Leaのメタディスコース 

メタ規則はしばしば暗黙的であるため、 

Güçler(2016)では「関数とは」に続く単語を答

えさせ、その語に関わる考えを詳しく述べる

活動を取り入れていれることでその表出を促

している。さらに、授業中の観察だけでは記

述できない場合を想定し、授業後に個別のイ

ンタビューを実施し、ディスコースを形作る

メタ規則の把握を目指した。さらに学生は授

業を振り返る日記をつけて、振り返りの中で

自らもつ関数的実体を形作るメタ規則につい

て考える機会を与えられる。 

このようにGüçler(2016)では、記号表現と実

体を関係づける数学的な根拠、推論等といっ

たメタ規則の明示を図るメタディスコースの

場が構成されている。 

また、このディスコースは実体が連鎖す

ることもあり得る。例えば2.1.2で示した「7

x+4=5x+8という方程式の解決過程」という

記号表現は、「等式の性質」というメタ規

則により「2x+4=8の解決過程」や「2x=4

の解決過程」といった実体と関連付けられ

る。このように複数の実体を伴う一連のメ

タディスコースもある。  

 

2.3.2 ディスコースを比較・分類・包含す

る場 

Güçler(2016)には複数のディスコース対象

から複合的ディスコース対象を形成するメタ

ディスコースも見られる。以下は、関数の定

義づけを行う教授実験中において、一人一人

が一つの言葉を示した後、それを詳しく説明

する場面のプロトコルである。 

Ron:[写像について ] 出力のため定義域を値域に

写像する過程です。 

Fred:[グラフについて] 関係の描写のためです。 

Martin:[パターンについて]それは…変わり方がい

つも同じようなものです。  

 

Teacher:関数を定義づける方法が少なくとも10あ

りそうです。それらは全て同じですか？ 

Steve:関係が全てを捉えると思います。グラフ、

写像、パターンは全て関係の構成要素です。 

Güçler(2016)は、グラフを対象としたディスコ

ースが、(1,3)、(2,5)など、一つの入力値が一

つの出力値をもつ２変数を描写した視覚的媒

介を想定したメタ規則に、写像を対象とした

ディスコースが、xに対してただ１つのyが存

在するという写像を想定したメタ規則に、そ

して、パターンを対象としたディスコースが、

変数xの値にyの値を定める規則性が想定され

るメタ規則に基づくと分析している。教師の

働きかけによって既存のディスコースの比

較・分類がなされ、Steveは「グラフ、写像、

パターン」がすべて２変数やそれに限らない

「関係」を表しているため、その同一的特徴

を捉えて「関係」を取り出した。Güçler(2016)

はこの過程を既存のディスコースを包含する

メタ規則である同一化(saming)だと捉えてお

り、「関係」という複合的ディスコース対象

が形成された(図3)。 

 

 

 

 

 

 

 

図3 同一化(saming)過程 

 このようにGüçler(2016)は複数の実体を分

類し、類似点があれば包含するメタディスコ

ースを引き起こすことで、ディスコースを進

展させている。 

 そしてこれは具象化(reifying)過程でもある。

関係を対象としたディスコースは他の3つを

包含したことにより、その後はこの文脈を省

略でき、タイムレス(timeless)な語りが可能に

… 
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なる(図4)。 

 

 

 

図4 具象化(reifying)後の対象 

このような過程によってディスコースは複

層的なものとなる。また、この過程の結果と

して「関係という言葉には２変数をグラフに

表記した視覚的媒介を含む」というこの共同

体特有の認められた物語がつくられた。これ

より認められた物語は、それ自身がメタ規則

化しているものであると考えられる。 

このようにGüçler(2016)では、対象間を比

較・分類したり、包含したりする場において

数学的な推論を用いたメタディスコースが構

成されている。 

 

2.3.3 ディスコースを評価する場 

Güçler(2016)においては多様な実体につい

てのディスコースから、自らの関数的な対象

を形成することに主眼が置かれている。複数

の実体の構成、分類がなされた後に発生する

のが、それまでのディスコースからどれを上

位の概念として位置付けるか評価する視点で

ある。 

 例えばFredはディスコース終了時に様々な

関数的実体への理解を示したうえで「私の考

えにおいて強いモデルなので、まだ出入力モ

デルを使いたい。」と発言し、自らの嗜好に

基づくメタ規則を示している。また、Leaは「一

つの変数がもう一つと関係して変わる変数の

過程」だと語り、その根拠を「教師である自

分は生徒に『出力値』や『値の組の集合』と

いった関数の静的な面よりも、その背後にあ

る過程をよく理解することを望むからだ」と

語っている。これをGüçler(2016)は、生徒には

答えという結果だけでなく、それを導く過程

を重んじてほしいという、Leaの教師としての

社会的な立場から生じるメタ規則であるとし

ている。 

このように、Güçler(2016)では既存する複数

のディスコースを俯瞰し、評価する場面でも

メタディスコースが構成されている。ここで

見られるメタレベル規則には、必ずしも数学

的だとはいえない、個人の価値観や社会規範

的なものも含まれている。 

 

３．先行研究に見られるメタディスコースの

構成場面 

3.1 ディスコースをシフトさせる場 

 小池(2005)は、言及されている対象と意味

の側面からディスコースのシフトについての

研究を行っている。以下は小池(2005)による

中学校3年生の中点連結定理の学習場面で、ジ

オボードに作られた三角形を動かし、三角形

の中点を結んだ線と底辺の関係について考察

する活動中のプロトコルである。 

154 鈴木  これとこれ (底辺と赤のゴムを指して )

は平行なんや。 

155 C これとこれ。 

156 広瀬 何で？ 

157 鈴木 平行なんやない？ 

158 鈴木 これとこれ。 

159 谷口 これとこれ(底辺と赤のゴムを指して)。 

160 鈴木 平行で、こことここ(直角に近い同位角

を指して)等しくって・・・。 

161 T どうして平行になるんや？ 

162 広瀬 どうして平行になるんや？ 

163 鈴木 平行やとしたらやぞ。 

164 広瀬 証明してください。 

（中略） 

178 広瀬 同位角や。 

179 鈴木 ２組の角が等しい？ 

180 広瀬 うん、２組の角が等しい。 

181 鈴木 んで、ここ(頂点を指して)は？ 

182 生徒 共通。 

小池(2005)は、154鈴木の発話で対象の意味

としての側面であった平行である関係が、  

164広瀬の「証明してください」という発話に

よって言及する対象に移行し、対象と意味が 
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図5 小池(2016)ディスコースのシフト 

共に変わり新たなディスコースを形成する起

点となっていることを指摘している(図5)。 

 しかし、本研究における分析枠組みでは、

ディスコース対象となっている記号表現はあ

くまでも「平行」である。154鈴木は「ジオボ

ード中の２辺」という知覚可能な初源対象に

対して、見た目による経験的な認識から「平

行」という記号表現を導入するディスコース

を形成している。それに対して156広瀬の「何

で？」や164広瀬の「証明してください。」に

よって「証明する対象」としてのメタ規則に

変更されて「同位角が等しい」という平行線

の性質（認められた物語）を実体とするディ

スコースを形成した(図6)。 

 

 

 

 

 

図6 本研究のディスコースのシフト 

このように小池(2005)のいうディスコース

のシフトは、メタ規則の変更に伴って新たな

記号表現や実体を生み出すディスコースの構

成過程であると考えられるため、本研究では

このようなシフトを「ディスコースをシフト

させる場」でのメタディスコースとする。ま

た、これはSfard(2008)でいうメタレベルでの

ディスコースの進展であり、既存のディスコ

ースについての振り返りを引き起こす。この

場面では平行という対象について、具体物と

認められた物語が結び付けられたことになる。

多くの場合、メタレベルの進展は新しい数学

的対象の導入によって引き起こされる(日野,

2016)ため、Güçler(2016)においても個々の学

生が実体化した複数の認識を比較することで

この進展を図っている。しかし、実際の授業

場面においては、論証の必要性等の子どもの

価値観などにより、生徒から新たな関係が見

出されることもあり得る。 

 また、真野(2013)は、中学校における平方

根の加法の学習において、√2+√3=√aとな

る有理数aは存在しないことを示す議論の中

に、具象化に伴うメタ規則の変更を同定して

いる。この過程では、√2+√3という平方根

を含むフレーズ型の式に対して、計算プロセ

ス(過程)を表すメタ規則を、プロダクト(結果)

を表すメタ規則に変更することを必要とする。

これより、メタ規則の変更を伴うディスコー

スのシフトは具象化過程そのものであるケー

スもあり、数学的な概念形成につながるメタ

ディスコースである(図7)。 

 

 

 

 

 

図7 具象化に伴うディスコースのシフト 

 

3.2 メタディスコースの構成場面の関係 

 上述のメタディスコースがどのように関係

しているのかを考察する。まず「記号表現と

実体を関係づけるメタディスコース」におい

てメタ規則を伴った数学的対象が形成される

(図 8①)。この過程を経たディスコースは「デ

ィスコースを比較・分類・包含するメタディ

スコース」によって新たなディスコースを構

成したり、他との区別化が成されたりする(図

8②)。また、時にはメタ規則の変更によって

「ディスコースをシフトするメタディスコー

ス」がなされ、新たなディスコースを構成す

る場合もある(図 8③)。このようにして複数構

成されたディスコースは「ディスコースを評 
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図 8 メタディスコースの関係 

価するメタディスコース」によってその順序

や位置づけが変更される(図 8④)。 

数学的対象は、これら一連のディスコース

によって記号表現と実体が関係づけられるこ

とで形成される。 

 

４．ディスコースを方向付けるメタディスコ

ースの要素 

 授業中はディスコースの進む方向に作用し、

数学的対象の形成に関わるメタディスコース

の要素が存在する。ここでいう要素とは、全

体を分断した一部ではなく、何らかの影響を

与えるような単位的な視点である。したがっ

て、要素が集まったからといって全体を示せ

るわけではなく、全体には要素の集まりだけ

では説明できない暗黙性が関与しているもの

とする。以下先行研究の知見とプロトコルを

通じて考察する。 

4.1 公的なディスコースと個人的なディス

コースという視点から 

 中村(2002)は授業中に直接話している教師

や生徒によって構成されるディスコースを公

的、生徒個々が構成しているディスコースを

個人的と表現している。その上で、子どもた

ちがこの2つのディスコースを関連付ける、つ

まり個人的なディスコースを公的なディスコ

ースに方向付けるためには、「自分では気付

かない、考えられないことがあった」、「自

分ではやっていないこと」のように自分の考

えの外にあるという観点が必要であることを

見出している。自分とは異なる個人的なディ

スコースが公的なディスコースになることが

重要であるといえる。 

 これは本研究において、記号表現と実体を

関係づける場とディスコースを比較・分類・

包含する場の結びつきによって可能になる。

分からないなら分からないという自覚も含め、

自らのディスコースの構成状態を把握してか

ら、公的ディスコースに参加して比較をする

という一連の過程をメタ規則化することで、

個人のディスコースを生かした能動的で対話

的な授業を展開できる。個々のディスコース

が互いに共有されて公的なディスコースを構

成し、再度個に還元されるサイクルによって

数学的対象そのものが発展し、生徒個々に複

数の実体を伴った豊かな数学的対象を形成す

ることにつながる。さらに、これらの過程に

よって生徒たちが互いに関わり合う人間的な

成長も望まれる。 

 またこれより、メタディスコースには範囲

や大きさがあることも同定できる。一人の生

徒の思考やつぶやきによってなされるメタデ

ィスコースを「個人的なメタディスコース」、

一部の生徒相互、または教師と数名の生徒に

よってなされるメタディスコースを「ローカ

ルなメタディスコース」、授業中の一斉場面

で、学級という共同体全体によってなされる

メタディスコースを「公的なメタディスコー

ス」と名付ける。 

  

4.2 教授実験におけるプロトコルから 

 金本(2000)は小学５年生の単元「四角形と

三角形の面積」において、台形の面積の公式

と三角形の面積の公式を関連付けることを目

標とした以下のプロトコルを考察している。 

01 T： うん、じゃ、台形の面積の公式と三角形

の面積の公式、いっしょにできない？台形の面

積の公式、どうに見れば三角形の面積の公式に

なっちゃう？ 

02 C： えーっ。 

03 渡辺：三角形の方は、底辺が１つしかないけ
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ど、２つにすると、底辺が２つになって… 

04 T： なるの？ 

05 渡辺：上底と下底。 

06 T： 三角形に上底があるのですか？ 

07 渡辺：ていうか、２つたすと… 

08 T： ２つくっつけて平行四辺形にするという

こと？ 

09 渡辺：で、… 

10 T： いいよ、いいよ、ちょっとおいといて。

はい、安部くん。 

11 安部：ぼくは、２つの台形をくっつければ平

行四辺形になるのだから、上底と下底というの

を２つ分と見ないで、平行四辺形の底辺と見た

方が… 

12 T： あー、そういうことじゃなくて、公式の

方から見て、公式の上から… 

13 高橋：上底も下底も底辺だから、台形の面積

は三角形の面積の式になる… 

14 T： 何か、分かっていそうだけど。じゃ、い

いよ。聞きますよ。実に簡単な質問。三角形に

上底ってあるの？ 

15 中村：ない。 

16 T： 下底は？ 

17 中村：ある。 

18 T： あるよね。じゃ、三角形の公式で言えば、

上底は？ 

19 C： ない。 

20 T： ゼロなんでしょ。 

21 C： あーっ。 

22 T： すると、ゼロたす底辺、×高さ÷２． 

23 C： 何だ。 

 この場面は台形の面積の公式と三角形の面

積の公式の同一化を図っていることから、デ

ィスコースを比較・分類・包含する場とし

て位置づく。07渡辺の「2つたすと…」から 

11安部は「平行四辺形」を想起し、ディスコ

ースが台形と平行四辺形の関係に移りかけて

いる。そこで12教師は「そういうことじゃな

くて、公式の方から見て、」と修正を促す発

話を行い、上底がないという児童の発言に対

して20で「ゼロなんでしょ。」と言い換える

ことによって公式同士の関連付けに向けてデ

ィスコースを進展させている。 

この過程において金本(2000)は、教師の公

共性の決定者、形成者としての性格を示して

いる。子どもたちがもつ教師の言葉には数学

的な真実が潜み、それを見出そうとするメタ

規則に基づいて、教師が意図する同一化に向

けた公的なメタディスコースが構成されてい

るといえよう。 

 その一方で、台形には上底と下底があるが、

三角形には底辺しかないという認識から07渡

辺が2つの三角形を想起したり、11阿部は2つ

の台形を用いることで等しい長さを作り出そ

うとしたりしている。これより児童たちは図

形的な操作によって解決しようとしているこ

とが分かる。幾何学的問題に代数的認識を適

用するメタ規則の変更が同一化の困難性とな

っている。これは中学校において、例えば図

形領域の柱体と錐体、円とおうぎ形、関数領

域のグラフと式を関連付ける場面でも生徒の

学習を妨げる要素になる。 

Güçler(2016)は、子どもたちが同じだと見な

いことを指導者が異なるものとして捉えられ

ないことが、メタ規則が暗黙的になる一因で

あるとするSfard(2008)に同意する。ディスコ

ースを比較・分類・包含する場がスムーズに

進まない時には、同一視させない何らかのメ

タ規則が働いているものとして生徒目線で探

っていく必要がある。この特定を図り、メタ

規則の変更を伴うディスコースのシフトを丁

寧に扱うことが、同一化という結果に対する

子どもたちの同意につながる。 

 

５．おわりに 

本稿では Sfard(2008) を参照しながら

Güçler(2016)の実践と先行研究を通じてコモ

グニション論に基づくディスコースとメタデ

ィスコースに関わる概念規定を行い、具体的

な教授場面におけるメタディスコースの所在
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を明らかにしてきた。その上でそれらの場に

おいてディスコースを方向付けるメタディス

コースがどのように存在し、どんな要素をも

つのかを考察してきた。 

その結果「記号表現と実体を関係づけるメ

タディスコース」と「ディスコースを比較・

分類・包含するメタディスコース」に関わる

一連のメタ的行為を規則化することが、個人

的なディスコースと公的なディスコースを関

連付けることにつながり、数学的な対象を発

展させるとともに、生徒が他と関わり合う能

力を高める要素になる可能性を見出した。ま

た、授業中は、いくつかのメタ規則が複層的

に関わり合っており、生徒の目線に立ってそ

の特定を図ることが生徒の学習に関わる困難

性の解消につながるといえる。さらに、授業

中のメタディスコースは、個人的、ローカル、

公的の３段階の大きさをもつことも特定され

た。 

 今後はより多くの教授場面の検証を通じて

メタディスコースが構成される場の更なる精

緻を行うとともに、反復的に見られるメタ規

則を明らかにすることが課題である。また、

メタディスコースの視点を取り入れた授業の

デザイン、実践を通じて、メタディスコース

が数学的対象の形成に及ぼす影響について考

察を進めていくことも必要である。 
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中学校関数領域における教科横断型授業のデザイン 

～「世界人口総和問題」を題材にした SRP～ 

葛岡 賢二  

上越教育大学大学院修士課程 1 年  

１．問題の所在と本稿の目的 

中学校の現場で数学の授業を行った際に，筆

者は生徒から「数学をなぜ学ぶのか？」や「数学

は将来役に立つのか？」という質問を受けたこ

とがある．生徒たちにとっては，数学は人間が

生きる上で大切な学問であり，数学があらゆ

るものを作り出す基本となっていることを理

解し実感することが困難なようである．

TIMSS2011 質問紙調査結果から，「日本の中学

生は学習の楽しさや実生活との連関に対して

肯定的な回答する割合が低い」という報告が

なされた（文部科学省，2016a）．数学を学ぶ

意義は広く深いものだが，生徒が向き合って

いる数学の授業では，そのような意義深い数

学を体感できていないようである．では，生徒

が数学を学習する必要性を感じることができ

ない要因は何であろうか．筆者はこの疑問に

対して，問題の所在を現在の中等教育の数学

の授業にあると考えた． 

通常の授業では，生徒は限られた道具（紙と

鉛筆）と既習内容（記憶やノート）を頼りに，

限られた時間で，1 人（または 2，3 人のグルー

プ）で解決する．教師は学習内容で知り得た既

知の情報だけを活用して，「主体的な学習」を

行わせようとする．しかしながら，そこでは，

生徒が求めることが期待される正解を教師は

知っているため，生徒は教師の期待する解答を

探すという行為が生じる．さらに，与えられた

問題の解決において，生徒が今学習している単

元の内容を活用すればよいことは，本時のねら

いからほとんど明らかである．したがって，そ

うした生徒が「主体的」に動いているように見

える問題解決型の授業では，実は教師の期待を

探って問題や課題を解決するといった，必ずし

も主体的とは言い難い学習が少なくない． 

一方，数学の有用性を生徒らに感得させるた

めに日常の文脈が与えられた問題や課題が与

えられることもしばしばあれば，課題学習のよ

うにそれまでに学習した内容を関連付けさせ

るためのトピック的な授業もしばしばみられ

る．しかしながら，こうした授業においても，

数学の有用性を生徒らに十分に感得させるこ

とができていないのではないかと考える．その

理由は二つ考えられる．第一に，日常の文脈を

扱っていても，学習者に十分に現実性を与えら

れないことである．小学校の文章題がその最た

るものと考える．問題は日常の文脈で与えられ

ているのにもかかわらず，答えを見つけたのち

日常の文脈でその答えを吟味することもない

ため，日常と切り離され学習者がそれを現実的

なものと捉えづらい．日常の文脈は式や方程式

を立てる上では有用だが，それ以上の役割を果

たしていないのである．第二の理由は，より現

実的な問題が扱われる課題学習などにおいて，

課題が常に教科で閉じられていることと考え

る．実際，日常や社会における多くの問題や課

題の解決には，数学に特化した知識・技能だけ

が必要ということは少なく，様々な領域の知

識・技能が必要になる．社会における課題解決

は教科横断的，複合的なものであり，数学とい
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う狭い世界に閉じられることは必ずしも多く

ないのである．そして本来，そうした複合的な

場面で数学が必要となるからこそ，数学の有用

性が生じてくる．今日の中学校における課題学

習では，こうした教科横断的な活動が十分にな

されていないのではないだろうか．このことは，

最近，次期学習指導要領の検討においても取り

上げられており（文部科学省，2016b），今後，

いかに教科横断的な活動を授業に取り入れて

いくのか多くの検討が必要となる点である． 

そこで筆者は，中学校の数学の授業において，

生徒が教師の期待を探るようなことなく，純粋

に回答を求める探究型の授業が実現できない

かと考え，中学校関数領域における授業実践を

通して教科横断型の思考力・判断力・表現力を

重視する数学授業のデザインを目的とした研

究を推進することとした．関数領域を対象とす

る理由は，二つある．一つ目の理由は，平成 27

年度全国学力・学習状況調査の結果でもっとも

正答率が低い領域が関数領域であること．二つ

目の理由は，関数領域が他の図形領域や数と式

領域との関連が多いこと，実生活や他教科との

関連も図られることが多いことから，幅広い学

習が可能になると考えることである．また，教

科横断型の探究を実現するにあたって，シュバ

ラ ー ル 氏 ら に よ る 「 教 授 人 間 学 理 論

（anthropological theory of the didactic）」（以下，

ATD）の範疇で提示されている，“世界探究パ

ラダイム”に基づいた“Study and Research Paths

（SRP）”と呼ばれる探究活動を拠り所とする．

SRP の性格については次節で述べるが，本研究

では，中学校の数学科の授業で SRP を行うこと

で，いかなる探究活動（特に数学的な探究）が

生じるのか検証したい． 

したがって本研究の目的は，中学校関数領域

において世界探究パラダイムに基づいた SRP

という一連の探究活動を採り入れた教科横断

型授業の可能性を検討することである．この目

的を達成するために，実際に授業をデザイン・

実践し，そこで収集したデータを ATD の諸概

念をツールに分析するといった教授工学を実

施する． 

そこで本稿では，授業実践の前段階の研究の

成果を報告する．具体的には，まず現実的な課

題として教科横断型授業の必要性について概

説する（2 節）．次に，世界探究パラダイムや

SRP の理論的枠組みの概要を，分析等で重要に

なる諸概念とともに示す（3 節）．そして，授

業デザインについて検討し（4 節），授業のア

プリオリ分析を示す（5 節）． 

 

２．教科横断型授業 

中央教育審議会答申（2016）では，「第 6 章何

を学ぶか－教科等を学ぶ意義と，教科間・学校

段階間のつながりを踏まえた教育課程の編成

－」において，「様々な資質・能力は，教科等の

学習から離れて単独に育成されるものではな

く，関連が深い教科等の内容事項と関連付けな

がら育まれるものである」とあり，教科横断型

の授業の重要性を指摘している（文部科学省，

2016b）．現在の中学校の数学の授業では「数学

的な活動の充実」が求められている（文部科学

省，2008a，p. 16）が，今後は，単独で数学科の

内容を学習するだけでなく他教科と関連付け

て，「探究的な学習」や「主体的な学習」を行う

ことを通して，思考力・判断力・表現力の育成

が求められるであろう． 

これまでにも，教科横断的な学習が取り組ま

れた時期があった．2002（平成 14）年度から教

育課程に導入された「総合的な学習の時間」に

おいて，「横断的・総合的な学習など創意工夫を

生かした教育活動の充実」をねらいとする授業

改善が指摘されている（文部科学省，2008b，p. 

3）．また，先行研究においても，数学学習にね

ざした総合学習の必要性が指摘されている（両

角，2002）．さらに，中学校において数学科と

「総合的な学習の時間」を関連付けた授業実践

も行われてきた．しかし，それらの授業内容は

数学のある特定の領域の活用を重視した授業

が多い．つまり，教科内容重視の考えは捨てき
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れず，教科横断型授業への転換は進んでこなか

ったように思われる． 

そこで，筆者は教科横断型及び探究型授業を

デザインする上で何かしらの根本的なアイデ

アの転換が必要なのではないかと考えた．それ

が本研究における，世界探究パラダイムの採用

である．上述したように，本稿は，中学校の数

学の授業において世界探究パラダイムに基づ

いた教科横断型授業のデザインを目指すもの

である．今回の中学校での授業実践は，学習指

導要領の次期改訂を視野に入れた中学校数学

科の授業改善やカリキュラム改善への示唆と

なることが期待される． 

 

３．本研究の理論的枠組み 

本研究では，世界探究パラダイムに基づいた

SRP を教科横断型の数学の授業としてデザイ

ン・実践する．以下では，拠り所とする理論的

枠組みの概要を示す．これらは，授業をデザイ

ンする際に参照されるとともに，データの分析

ツールとしても用いられる． 

(1) 世界探究パラダイム 

ATD では，これまでなされてきた数学の授業

の 背 景 に あ る 考 え を 「 記 念 碑 主 義 的

（monumentalism）パラダイム」（シュバラール, 

2016）と呼び批判する．そこでの学習は，過去

の偉大な先人達が作りあげてきた数学を細分

化し，カリキュラムとして整列し，順々に訪ね

るようなものになっているというのである．そ

うした学習では，数学が作りあげられた歴史や

困難は省かれ（脱人間化，脱文脈化），往々にし

て学ぶべき数学がなぜ必要なのかといった存

在理由が消滅し，知識の詰め込みになってしま

う．一般社会の人間の活動では，人は知りたい

ことや疑問に思うことは，いろいろな方法で調

べ学習し解決しようとするものである．使える

ものは何でも使い，誰かに聞いたり協力し合っ

たりと効果的な解決策を判断し選択し回答を

得ようとする．最近ではインターネットを活用

し情報を得ることは難しいことではなく，むし

ろ，インターネットは多くの人々の生活の中で

最も効果的な情報源となっている．数学の授業

においても，学習者はいろいろな方法で問題を

解決するという開かれた活動を保証してもよ

いのではないかと考える．そうした考えが，「記

念碑主義パラダイム」に代わるべき教授パラダ

イムとされる，「世界探究（questioning the world）

パラダイム」（シュバラール，2016）の基本的

な考えである． 

シュバラール（2016）によれば，世界探究パ

ラダイムは，学習者（研究者）が未回答の問い

や未解決の問題に対して，必要なものは必要に

応じて学び，新しい発見や知識の獲得に前向き

に，臆することなく回答を追い求めるといった

態度の育成を目標とする，といった指導・学習

に対する考え方である 1 ) ．こうした態度を育成

する授業をイメージすると，これまでの数学の

授業でよく見られた，限られた道具（主に紙と

鉛筆と記憶）を用いて，限られた時間に答えが

既知の問題（教師にとって）を 1 人で解決する

のではなく，使えるものは何でも使い，必要な

ものは必要に応じて学び，個人の関心に応じて

探究が多方向に進みつつ，試行錯誤しながら自

らの回答を作り上げていくという，研究者のよ

うな，非常に主体的な教科横断的な探究を実現

するような授業となる．このような授業こそが，

生徒らの主体的な学びと数学の有用性の感得

を可能にすると筆者は考えたのである． 

(2) SRP（Study and Research Paths） 

世界探究パラダイムに基づく指導・学習の過

程を定式化したものは SRP（Study and Research 

Paths）と呼ばれる．以下では，探究活動をモデ

ル化する道具として「①問い・回答の往還，及

び樹形構造」，「②ヘルバルト図式」，「③メ

ディア・ミリューの往還」の概要について述べ，

SRPでいかなる探究活動が想定されているのか

示す．詳細については，宮川ほか（2016），濵

中ほか（2016）を参照のこと． 

①問い・回答の往還，及び樹形構造 

SRP では，1 つの素朴（自然）な生成的な強
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い問いもしくは疑問 Q0 から学習が始まる．最

初の問い Q0 に対し最終的な回答 A♥を作り出す

ために様々な資料（メディア）をあたるととも

に，資料から得てきた情報を用いて試行錯誤す

る．ただし，最終的な A♥にすぐに至るわけでは

なく，それに至る前に新たな問い（疑問）が発

生し，その問いに対してさらに回答を探すとい

ったように，問いと回答の行き来を繰り返す．

この学習の仕組みは「問い・回答の往還 

(questions-answers dialectic)」と呼ばれる．場合に

よっては，回答はなかなか得られず，問いばか

り増えることもあろう．このような探究活動の

過程は図 1のような樹形構造で表現することが

できる．「樹形構造」は SRP における問い・回

答の往還のダイナミズムを表わしてくれると

期待する． 

 

図 1 SRPの樹形構造（Winslow et al. , 2013, p.271） 

②ヘルバルト図式（Herbartian schema） 

ヘルバルト図式とは，学習もしくは探究の

全体的な仕組みを示すものである．簡略化さ

れた図式は，[S (X; Y; Q)  M]  A といっ

たものである．ここで，S は教授システム 2 ) ，

X は学習者の集まり，Y は学習者を助ける人

の集まり，Q は問い，M はミリュー（ミリュ

ーについては TDS で扱われるミリューとほ

ぼ同様），A♥は Q に対して自ら作り上げた回

答である (宮川ほか, 2016, p. 29)． 

この図式は，学習者は問いの回答を得るた

めにはメディアから情報を収集し，それがミ

リューを形成し，そのミリューと相互作用を

行うことにより，自らの回答を作り上げてい

くことを表わしている．メディアからは，先

人が作り出した既存の回答 A◊やデータ D など

が得られ，これらと，関連する概念や理論，

実験等の仕事 O によりミリューM が構成され

る．したがって，ヘルバルト図式は，より詳

細に示せば，次のように記述される（宮川ほ

か, 2016, p. 29）． 

[S(X,Y,Q) {A1
◊, A2

◊,…, Ak
◊,Ok+1…, Ol, Dl+1,…, Dm,}] A♥ 

 本研究においては，この図式，特にその要素

を用いて，探究の中で生じる問いや回答，ミリ

ューになり得る既存の回答 A◊やデータ D を特

定し，生徒がどのようなミリューと相互作用し

たのかを示す． 

③メディア・ミリューの往還 

SRP では，問い Q0からその問いの回答 A♥に

至るまでに，メディアとミリュー3 ) との相互作

用によって学習が進むと考える．この探究の仕

組みは「メディア・ミリューの往還  (media-

milieu dialectic)」と呼ばれる．SRP の最大の特徴

は文献やインターネットなどからなるメディ

アの利用を前提としている点である．メディア

を利用することは，研究者や一般社会において

はごく当たり前のことだが，学校教育，とりわ

け通常の数学の授業においては，認められてい

ないことが多いだろう．SRP における探究は，

既に触れたが，学習者はメディアから情報を収

集し，収集したものからなるミリューと相互作

用（試行錯誤等）する．それに行き詰ると再度

メディアにアクセスし，さらなる情報を収集

し，ミリューを新たなものとし再度相互作用を

する．こういった探究の仕組みがメディア・ミ

リューの往還である． 

本研究では，インターネットから得られたデ

ータ D と既存の回答 A◊を生徒がどのように捉

え，どのように試行錯誤するのかに焦点をあて

る．「メディア・ミリューの往還」は，生徒が

自らの回答 A をいかに導き出すのか，どのよう

な探究が行われ，いかに最終的な A♥にたどり着

いたのかを示す． 

(3) プラクセオロジー 

ATD では，数学的な知識や活動，その体系

を「プラクセオロジー（praxeologie）」の概念

でモデル化する．プラクセオロジーは，人間

の行為の背景となる知が実践的な側面（praxis）
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と理論的な側面（logos）をもつことに注目し，

以下の構成要素からなるとするものである

（宮川, 2011, p. 53）．  

T：タスクタイプ（タスク t∈T） 

ある対象の解決に関わる問いの種類．

タスクタイプを構成する 1 つ 1 つの問

いをタスクという． 

τ：テクニック 

タスクを成し遂げる解決方法． 

θ：テクノロジー 

テクニックを正当化する，説明し理解

する，生成する理論的なもの． 

Θ：セオリー 

テクノロジーをさらに正当化，説明，

生成するもの． 

タスクタイプとテクニックが実践面を記述

し，テクノロジーとセオリーが理論面を記述

する．ATD では，あらゆる学習や指導，また

は学習に関わらず生活の中のあらゆる行為ま

で，プラクセオロジーを用いてモデル化でき

るとする．すなわち，教科横断型の授業にお

いては，数学に関する活動や知識のみならず，

他教科に関するものもプラクセオロジーの概

念により記述できるのである． 

したがって本研究では，中学校関数領域に

おけるデザイン・実践された授業においてど

のような数学的なプラクセオロジー，そして

その他のプラクセオロジーが生じたのか明ら

かにし，教科横断型授業の成果を検討する． 

 

４．授業デザイン 

(1) 問いの設定 

SRP の授業で，主体的な探究を生じさせるた

めには，問い Q0が重要となる．先述のように，

SRP では，問い Q0 は生徒にとって自然な問い

であり，そこから多くの問いが生まれるもので

あることが求められる．本研究では，中学校関

数領域に関する教科横断型の問いであり，新た

な数学的な内容を必要に応じて学習する必要

が生じる問いを用いたい．これは，換言すれば，

(1) 数学の核心をつくもの，(2) 学校を超え，社

会と関連するもの, (3) 学問的関心に基づく新

たな探究に導くもの（濵中ほか，2016），とい

った Q0 が満たすべき条件として指摘される 3

つの条件を備えた問いである 4 ) ． 

そこで今回は次の Q0 を最初の問いとして設

定することとした．この問いは，2016 年 10 月

に大阪で開催されたシュバラール氏とボスク

氏による ATD のワークショップで紹介され

たものである． 

Q0：「1900 年までの世界人口の総和と 1900

年以降の世界人口の総和が同じになるの

は何年か？」 

今回この問いを採用した理由は，まず，「世

界人口」という言葉は生徒には壮大な印象を与

えるかもしれないが，社会・生活と関連した問

いであること，そして自らは問うたことはない

かもしれないが，言われてみればどうなのだろ

うと中学生も疑問に思いそうな自然な問いで

あることである．さらに，この問いには必ずし

も明確な回答がないため，様々な探究が可能で

あり，回答を見つける過程では，関数や，その

グラフ，表，関数で囲まれた面積など，関数領

域の数学学習に関わる知識・技能が必要とな

る．したがって，この問いは，先述した SRP の

Q0が満たすべき条件を満たしているのである．

また，数学的な活動に加え，社会科等他教科の

知識を融合した学習が見込める点，すなわち教

科横断型の授業が期待される点も，この Q0 の

設定が適切であると判断した理由である． 

今回の授業のねらいは，以下の二つである． 

①世の中における素朴な疑問に答えるために，

自分のもっている全ての知識を総動員し，

さらに必要なものは必要に応じて調べかつ

学習するという探究者の態度を養う． 

②「数学及び教科横断的な探究」，「様々な資

料を活用した情報収集」，「探究の成果発

表」を通して，数学的な思考力・判断力・表

現力を身に付ける． 

①は「探究者の態度を養う」という SRP の
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本性に関わるねらいである．②は，今回の授

業が数学科の中でなされることから，この探

究活動を通して期待される数学的な力をねら

いに設定した． 

(2) 授業の設計 

授業は，中学校 2 年生を対象とし関数領域

に関わる「課題学習」に位置づける．全 4 時

間程度の授業を想定している．授業展開は至

ってシンプルであり，以下のとおりである． 

第 1 時：授業の説明と問いの提示，グループ

活動 

第 2 時：グループ活動 

第 3 時：グループ活動 

第 4 時：発表・まとめ 

また，授業の導入では，豊かな主体的な探究

が生じるように工夫する．具体的には，この授

業が通常の授業と異なり研究者による探究を

行うことを説明し，そのため，インターネット

等の必要なものは何を使ってもよいこと，グル

ープで協力して探究を進めること，教師も回答

を知らないこと，最終回の発表では，みんなを

納得させることができる自分たちのオリジナ

ルな素晴らしい研究成果を示すこと，などの指

示を教師から与える．また，問い Q0の提示にお

いては，Q0が生徒らの素朴な問いとなるような

工夫も必要である． 

第 1時から第 3時の生徒らの探究活動におけ

る教師の役割は，探究において前向きに回答を

導き出す気持ちを維持させること，探究につい

てアドバイスを与えること，数学的な探究に進

むように生徒らを励ますことなどである．とり

わけ，この最後の点が SRP において非常に大事

になる．世界探究パラダイムの目指すところは，

自らが得意でない数学に出会っても，それを避

けるのではなく，何とか理解し回答を作り上げ

ようとする意志や態度を育成することである．

今回の授業においても，数学の苦手な生徒は，

数学を避けようとする可能性がある．そこに打

ち勝てるような補助が教師に必要となる． 

また発表に際しては，各グループ 5 分程度の

発表を予定している．自分たちの作成したレポ

ートを発表するだけでなく，数学的な根拠を示

し，周りを納得させる発表となるよう促す．先

述したように，最終的な回答には正解はなく，

教師も回答を知らない．「できなかった」，「分

からなかった」と探究を放棄することがないよ

う，自分たちの作り上げた回答に責任をもち，

最後まで自信をもって説明させたい．研究者の

前向きな態度が表現できるような発表を期待

する． 

 

５．アプリオリ分析 

ここでは，上に示した授業によりいかなる

探究活動が可能となるのか，理論的に検討し，

SRP の視点を取り入れた教科横断型の数学授

業の可能性を示す． 

(1) 生徒の探究過程 

まず，問い Q0に答えを見つけるために，最

初から多くの疑問が生じると期待される．ま

ず生じる問いは，「Q1：1900 年までの世界人口

の総和は何人なのか」，「Q2：1900 年以降の総

和は何人なのか」，そもそも「Q3：現在の世界

人口は何人なのか」などといった疑問であろ

う．これらの新たな問いに答えるために，イ

ンターネットを用いてメディアから既存の回

答 A◊を探すことになる．生徒たちは何らかの

回答 A◊を得ることは難しくないであろう．こ

れは，インターネットからの情報を頼りに世

界人口についての情報を探るだけの調べ学習

の段階である．しかし，インターネット上で

は多くの情報であふれているため，何が正し

いのか，誰からの発信なのか，根拠は何なの

か，という疑問をもつであろう．次に考えら

れる探究の方向性は，「Q4：人類の起源はいつ

なのか」や「人間とは何か」といった疑問で

あろう この疑問に関する回答は様々な説が

ある．約 500 万年前のアウストラロピテクス

の存在やそれから進化したネアンデルタール

人の存在等がインターネットの情報から得ら

れる．約 10 万年前のホモ・サピエンスが人類

−100−



の起源であるという節がやや支配的である．

そこで，「Q4-1：ホモ・サピエンスとは何か」

や「Q4-2：ホモ・サピエンスはどこで生まれた

のか」，つまり，「人類は地球上のどこで誕生

したのか」といった疑問を抱くであろう．こ

れらの疑問の回答を得る探究は数学科の学習

というよりも，社会科の探究である．この段

階の探究では，多くの問いが発生し，それら

の問いに対し，メディアから様々な既存の回

答 A◊を得てきてミリューを構成する．Q0に対

する自らの回答 A♥はまだまだ先である． 

次に生じると予想される主な探究は，「世界

人口の総和」に目を向けながら，人類の起源

や世界人口について，必要なデータをメディ

アから収集することであろう． 

世界人口の総和に関しては，まず「人口の

総和」が何を意味するのかといった問いが大

きな問いとして生じるであろう．世界人口の

各年の数値の総和を求める（世界人口の単な

る和）だけでは，重複して数値を足してしま

うため，正確な回答に至らない（しかし，そ

のような探究を進めることも一つの選択であ

り，いろいろな方向性があることを認めるこ

ととする）．「世界人口の和」を計算すること

は可能であるが，数十億人という大きい数値

の和を計算することは面倒な処理となる．そ

こで，概数や有効数字の概念を用いて表した

り，人口の単位を千人や万人にしたりする数

学的な知識が使われるであろう．さらに，「世

界人口の総和」を求める上で，その他の要素

が必要となってくる．それは，「平均寿命」や

「出生率」等である．つまり，「世界人口の総

和」を求めることは，「世界人口の和」を「平

均寿命」で割ることや，「出生率」をかけると

いう計算処理が行われることによって得られ

る．以上のことから，生徒の探究が数学的に

進むかどうかの分岐点は，「Q5：人口総和を求

める方法は何か」という疑問であると考えら

れる．さらに，世界人口のデータを表で表し

たり（図 2），グラフで表したり（図 3），人口

増加の傾向を関数式で表したりする数学的な

学習も起きると考えられる．これらの関数（特

に一次関数）の活用は，探究を有意義に進め

るものである．さらに，「世界人口の総和」の

データをグラフで表し，グラフで囲まれた部

分の面積を求める（三角形や台形の面積を求

める）という積分に関する数学的な活動が考

えられる．また，関数式で表すことができた

ら，Q0 の回答を求めるために，x 年に総人口

が等しくなるとして，方程式を作ることも考

えられる．数学的な探究の広がりがより説得

のある A♥へと導くのである． 

今回の授業では教師は正解をもっていない

ため，通常の数学の授業でよく見られるよう

な解答を導くための絶対に正しい使えるヒン

トは存在しない．しかし，SRP の探究活動が

スムーズに進むための道筋を示すために，補

助発問を用意しておく必要がある．ATDでは，

この補助発問を“control question”と呼ぶ．こ

れは，大学や大学院での研究指導において，

あまりにも脱線してしまわないようにアドバ

イスするようなものである．今回の SRPでは，

“control question” により，数学的な探究に進

むように仕向ける．例えば，あまりにも社会

科の探究に進んでいるグループには，「世界

 

図２ 世界人口推移・予測知（表） 

 

図３ 世界人口推移・予測知（グラフ） 
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人口の総和をどのように求めたらよいのだろ

うか」等のデータや数学的な処理を促すもの

が考えられる． 

生徒の探究活動は，多くの問いが生まれる

ことで活発に行われる．問いは，生徒が抱く

些細な疑問もあり，必ずしも数学の内容に限

ったものではない．探究の方向も間違った方

向に進むこともあり得る．しかし，全ての疑

問に答えようとする探究態度は，本時の授業

のねらいとするところである．SRP では，学

習者が前向きに探究する態度を前提としてい

るため，教師による授業の概要説明や探究活

動の説明は，生徒の探究心をかき立てる上で

重要である。また授業中の教師の役割は，グ

ループ活動の支援と“control question”を効果

的に取り入れることである．このような教師

の関わりは，生徒の探究活動が促進される鍵

となるであろう． 

(2) 樹形構造及びメディア・ミリューの往還 

 生徒の探究は，多方向へ広がると予想でき

る．Q0から Q1や Q2に進み，すぐに回答が得

られないと，Q3や Q4のような数学以外の探究

へ向かい，インターネットから得られるデー

タ D や既存の回答 A◊は膨大なものである．A◊

は正しいのか，データ D が何を表しているの

か，を試行錯誤する．次にどのような問い Q

が必要なのか，その回答 A は何なのか．自分の

回答 A を導き出しながら，新たな探究を行う

ことになる．これらの一連の探究活動はおお

よそ図 4 の樹形構造のように表すことができ

る．この図の詳細には触れないが，特に Q1や

Q2は数学的な探究となるので，メディアとミリ

ューとの相互作用が活発に行われるところで

ある．Q1-1 や Q2-1 として，「人口の和の求め方

はどうすればよいか」という問いが生まれ，そ

れに答えるためにデータ D から得られた数値

を表で表したり，グラフで表したりしながら，

人口の和を求めることになる．つまり，インタ

ーネットで得られたデータ D や既存の回答 A◊

だけでは最終的な回答 A♥にたどり着かない．

A1-1 や A2-1 を得るためには，四則演算や関数領

域の学習が頻繁に行われる．生徒の探究が関数

領域の学習へ発展する可能性は十分にあり，関

数と結びつけて考えることが回答 A♥を得るの

に重要であると考えられる． 

 授業実践で見られた生徒たちの探究活動を

こうした樹形構造で示すことにより，グルー

プの探究の広がりや深まりを示すとともに，

他のグループの探究との比較も容易になると

考える． 

 

図４ SRP 探究活動の樹形構造の例 

(3) プラクセオロジー 

 生徒の探究活動では，どのような知識・技能

が用いられ，学習されるのだろうか．本研究で

は，それをプラクセオロジーの概念を用いて記

述する．上で予想した探究活動におけるタスク

タイプを特定し，どのような知識・技能が関連

しているのか明確にする． 

今回の探究活動のタスクタイプの代表的なも

のは以下であろう． 

T1：人口を求める 

T2：人口の総和を求める 

T3：人類の起源を明らかにする 

T4：平均寿命を求める 

T5：出生率を求める 

これらのタスクタイプは基本的に社会科のタ

スクタイプである．しかしながら，ここには数

学のタスクタイプが混じっている．例えば，

「T1：人口を求める」タスクタイプに対し，イ

ンターネットで年代別の人口を調べ，データを

収集し，表を作成するという行為（テクニック）
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を考える．このテクニックは，社会科もしくは

統計のプラクセオロジーの一部である．一方，

「T2：人口の総和を求める」というタスクタイ

プは，上の表が既にある場合，表の数値を合計

するというテクニックにより解決される．この

際，このテクニックは，T2 に対するものである

とともに，「数列の和を求める」という数学のタ

スクタイプに対するテクニックでもある．さら

に，もし T2 を解決するにあたって，データより

関数のグラフを作成し，それにより囲まれる面

積を計算するというテクニックを用いたとすれ

ば，そこには，「表からグラフを作成する」，「グ

ラフで囲まれる図形の面積を求める」という数

学のタスクタイプに取り組んでいるといえよう． 

そこで，T1 から T5 に取り組むにあたって，

生じる数学のタスクタイプを抽出すると「四則

演算を行う」，「関数の変化の様子を捉える」，「デ

ータを表で表す」，「表からグラフを作成する」，

「グラフから関数式を求める」，「グラフで囲ま

れる図形の面積を求める」などが考えられる．

このように，今回の授業では社会科の学習と数

学の学習が混在していることが分かる．一つの

タスクタイプもそこで行われる探究は社会科の

タスクタイプと数学科のタスクタイプに分けら

れる．このように一連の探究活動は数学的な探

究を実行する上で数学的なテクニックも沢山存

在している．最終的な回答 A♥に向かう核心的な

探究は数学的活動が必要であるが，まだ検討段

階であるため，全てのタスクタイプを網羅して

いるわけではなく，ほんの一例に過ぎない． 

授業での生徒の探究活動でどのような学習が

生じたのかについて，タスクタイプとテクニッ

クをもって実践部分（praxis）をまとめることが

できる．今回はタスクタイプのみを検討したが，

一つ一つのタスクタイプについて，テクニック

があり，それらも社会科のテクニックと数学科

のテクニックとに別けられる．また，実際の授

業では，データより特定したタスクとテクニッ

クより，プラクセオロジーの理論部分であるテ

クノロジーとセオリーを特定する予定である．

これにより，生徒の探究活動がどのような方向

へ進んだのか，また，社会科の学習と数学科の

学習とがどのように関連し合ったのかを明確に

する． 

 

６．おわりに 

 本稿の目的は，中学校関数領域における世界

探究パラダイムに基づいた授業デザインを検

討し，SRP を拠り所とする教科横断型授業の可

能性を検討することである．本稿では，今後実

践予定である中学校での SRPの授業を視野に

入れて，数学的な広がりや教科横断型の授業

の可能性を検討した．まだ，検討段階である

ため，授業中の生徒の探究活動において，ど

のような学習が生じたのか，どのような探究

活動の深まりが見られるのかは未知数である．

宮川ほか（2016）や濵中ほか（2016）による

と，SRP の論証活動では，学習者が「なぜ？」

の回答を求める探究を行い，自ら回答を見出

すことができる論証活動が生じやすいという

こと結論が得られている．中学校で SRP の授

業を行うことに様々な制約があるが，実現の

可能性は十分にあると考える．特に，教科横

断的な学習の充実は，次期学習指導要領改訂

でも議論されており，注目すべきことである．

今後の課題は，関数学習のプラクセオロジー

の構築と他教科のプラクセオロジーとの関わ

りを分析することである．そして，中学校数

学科の授業において，生徒が教師の期待を探る

ようなことなく，純粋に回答を求める真の探究

の実現を目指し，教科横断型の思考力・判断力・

表現力を重視する数学授業の研究を進めてい

きたい． 

 

註 

1 ) シュバラール（2016）によると，未回答の

問いや未解決の問題に対する理解ある態

度を，「ヘルバルト的（Herbartian）」と呼

ぶ（p. 78）．また，前向きに知ることを，

「前進認知的（procognitive）」と呼ぶ（p. 
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78）．また，いつまでも学習し続ける人を，

「開かれた人（exoteric）」（p. 82）と呼ぶ． 

2 ) 教授システム(didactic system)とは，S(X;Y;

♥ )で表されるものであり，「教授争点

(didactic stake)」と呼ばれる．また，♥は何

らかの問や数学的な作品・仕事，プラクセ

オロジーなどである (宮川ほか , 2016, p. 

29)．教授システムについては，Bosch & 

Gascon(2014)が指摘している． 

3 ) メディア（media）とは，媒体や媒質，伝

達手段と訳されるが，一般的な知識や情報

を伝えるシステムであり，雑誌や新聞や論

文等を指す（宮川ほか, 2016, p. 29）． 

ミリュー（milieu）とは，「環境」と訳さ

れる．ブルソーによって構築された「教授

学的状況理論」（TDS）で用いられる，数

学の「知」に関する理論的構成物である（宮

川, 2011, p. 45）． 

4 ) 濵中ほか（2016, p. 63）では，SRP の問い Q0

が満たすべき３つの条件を，「数学的合法

性」，「社会的合法性」，「機能的合法性」

と述べている．これは，Garcia ほか（2006），

Garcia ほか（2013）が指摘している． 
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教授学的転置の 25年 
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本稿は次の論文の全訳である．

Bosch, M. & Gascón, J. (2006). Twenty-five 
years of the didactic transposition. ICMI Bulletin, 
58, 51-65. 

小説で一番たいせつなのは，誰が

現実を思い描き，そして誰がそれ

を他者に与えるのか，といった視

点を解決することである．

M. B. モンタルバン

2005 年 10 月，教授人間学理論について研

究していたり，この理論の発展に関心をもっ

ていたりする研究者のグループが，中世の町

並みを残す南スペインの町バエサで開かれた

会議に集まった．参加者らは，「数学教授学

(didactics of mathematics)」と呼ばれる数学教

育における新しいパラダイムに「教授学的転

置 (didactic transposition)」という語が導入さ

れて以来，25 年間にわたって進められてきた

研究を共有し確認した．われわれはいま，研

究領域としての数学教育の進展において，教

授学転置理論が主に貢献したと理解される 3
点を紹介するための，十分な全体像を把握し

ている．

目次

1. 「教授学的転置」理論の普及

2. 「数学教授学」領域内の教授学的転置

3. 貢献 1：実証的な分析単位の拡大

4. 貢献 2：数学的活動と教授活動の記述

5. 貢献 3：様々な決定水準における制約

1. 「教授学的転置」理論の普及
しばしばアイデアの時間というのは，人々

の時間よりもずいぶんとゆっくりと流れてい

く．25 年ほど前，シャンルースにおける「第

1 回数学教授学夏期講習会」の際に（フラン

ス，1980 年 7 月 7–19 日），イブ・シュバラー

ルは教授学的転置についての最初の講義を行

なった． 1970 年代に教授学的状況理論 
(Brousseau, 1997a) とともギ・ブルソーが築い

た新しいパラダイムの初期段階にあった．

 教授学的転置という概念は，このパラダイ

ムに最初の形を与えた次のような概念の集ま

りに急速に統合されていった．教授システム，

教授学的状況・亜教授学的状況，教授学的契

約，概念スキーム，道具・対象の往還，教授

工学などである．教授学的転置の概念ととも

に，数学教育学が研究しようと企てる社会的

現実の新しい「シーン」を名付ける—すなわ

ち生み出す—他の新しい用語が現れてきた．

知識の総体 (body)，「ノースフェール」（ある

いは教育について考える人々の領域），プロト

数学的知識とパラ数学的知識，そして，方法

論的なものでは，絶え間ない「認識論的警戒」

によって研究者が克服しなければならない教

育的現実の「自明性の錯覚」である．

ときとともに，「教授学的転置理論」と呼ば
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れ始めていたものが，国や言語コミュニティ，

研究者グループの科学的あるいは文化的な親

和性に依りながら，多種多様な方法で広まり

始めた．『教授学的転置：学問知から教育知へ』

(Chevallard, 1985a) の第 1 版は，フランス語

圏コミュニティに影響を与えた．それは，少

なくともフランス語圏コミュニティにおいて

は，新たな研究領域を開拓しているようであ

った数学教授学や実験科学における数多くの

研究に引き継がれていった．ジルベール・ア

ルザックは，教授学的転置の出発地点から

1990 年代までの変遷を正確に描写している 
(Arsac, 1992)． 
 スペイン語圏コミュニティにおいては，す

ぐにディルマ・フレゴーナの手による「灰色」

の訳本が現れた．数年後，アルゼンチンの出

版社 Aique が第 2 の訳本を出し，この本の登

場によって転置理論は数学教育領域の外にま

で広く普及することになる．言語，実験科学，

哲学，体育，テクノロジー，社会科学，音楽，

なんとチェスまで！ 国際的な英語圏コミュ

ニティにおける普及は，ジェレミー・キルパ

トリックのような著名な研究者がすぐにこの

新しいアプローチを実践に移す方法に精通し

たのにもかかわらず（例えば，ワン・カンの

学位論文，Kang (1990)，Kang & Kilpatrick 
(1992) においてのように），ずっと遅かった．

彼の後に続くものはほとんどいなかった．

Google で少し調べてみると，フランス語表記 
‘transposition didactique’ が 27000 件以上，ス

ペイン 語表 記  ‘transposición didáctica’ が

11000 件以上ヒットする一方，英語表記では

500 件にみたない（‘didactic transposition’ と 
‘didactical transposition’ の両方を含めて）． 
 教授学的転置は何から構成されるのか，そ

してその理論はどのような新しい要素を数学

教育研究へ与えるのだろうか．特筆すべきこ

とは，学校で教えられているもの（「内容」あ

るいは「知識」）が，ある意味で外因性を有す

る産物，すなわち教育や普及に関する社会の

ニーズによって学校にもちこまれた—「転置

された」—学校外で生み出されたものである，

ということを考察する必要性を指摘したこと

である．このため，学校で教えられているも

のは，学校が与える新しい環境の中で「生き

る」ことができるように一連の適応のための

変換を通過する必要がある．学校で教えられ

るべきいくつかの知識については，学校のた

めにつくられたわけではないものを学校の中

で再構築されうるものへと変容させるために，

転置作業  (transpositive work) が施される必

要があるのである． 
 教授学的転置の過程は，伝達されなければ

ならない知識の総体の選択という，学校から

遠く離れた場所から始まる．それから，単な

る「移転」や適合，単純化ではない，明らか

に創造的な作業，つまり知識の様々な要素を

解体し再構成する過程が続く．この作業はそ

の知識の力や機能的特徴を保ちながらそれを

「指導可能」にするというねらいを伴う．転

置作業は，政治家，数学者（「学者」），指導シ

ステムのメンバー（特に教師）を含む多くの

仲介者（ノースフェール）によって，そして

いつでも容易には見極められない歴史的条件

や制度的条件の下で行なわれる．それは指導

を可能にするが，学校でできることやできな

いことに多くの制限を課す．転置の過程の後

に，学校は教えられるべき知識の存在理由，

すなわちこの知識の創造の動機付けとなった

問いを失うことがよく生じる．例えば，なぜ

三角形はそんなに重要なのか，関数の極限は

何のためにつくられたのか，なぜわれわれは

多項式を必要とするのか．ここに，Chevallard 
(2004) が「記念碑主義的 (monumentalistic)」
な教育と呼ぶものがみられる．記念碑主義的

な教育では，生徒は，時間とともにその存在

理由が消滅してしまった知識の総体について

思いを巡らすことを求められるのである． 
 25 年前，数学教育の研究は学習の心理学的

見地に非常に影響を受けていた．転置過程の
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存在を明らかにすることは，生徒によって進

められる数学的活動を越えて，そして教室の

中で教師によって行なわれる取り組みを越え

て研究領域を切り開くことを意味した．教授

学的転置を考慮に入れることは，さらに転置

過程の具体的な道筋，それを制限する制約の

種類，ある特定の転置が行なわれて他の転置

が行なわれない理由を説明するメカニズムを

問うことをも意味した．要するに，教育にか

かわる制度訳注１に伴う制約を検討することは，

数学を指導し研究し学習する際に教師と生徒

が行なっていることを，より包括的な仕方で

説明する手助けとなる．その意味で，教授学

的転置理論は，それまで名前もなく，したが

って考察もされてこなかった教育的現実の一

つの側面を生じさせることにより，数学教育

研究の研究対象の拡大に寄与した． 
 しかしそれだけではなかった．以下でみて

いくように，考察される実証的な現実の拡大

に伴い，数学教育の問題を定式化しそれに取

り組むための新たな方法が出現した．それが，

「人間学的アプローチ」や「教授人間学理論」

と呼ばれるものである  (Chevallard, 1992, 
1999; Chevallard, Bosch & Gascón, 1997)．した

がって，この新しいアプローチの萌芽と今日

みなされる教授学的転置の概念が，数学教育

研究者の取り組みを通して，異なったペース

で様々な方法で広まってきたことは驚くべき

ことではない．転置現象を追うその取り組み

は，今度は学問としての数学教授学それ自体

に影響を与える．一部の者にとって数学教育

における「古典的な用語」とみえるもの，す

なわちいつもそばにあったものは，そのコミ

ュニティの他のメンバーにとっては，現在で

あっても発見すべき概念でありうるのである． 
 
2. 「数学教授学」領域内の教授学的転置 
 教授学的転置理論の意味や適切性は，それ

に価値を与えるもともとのプロジェクトから

はじめない限り理解されえない．それは，教

授学的状況理論 (TDS)とともにギ・ブルソー

によって開始された数学教育研究の新しいプ

ログラムである．実際，TDS は，数学の指導

と学習にかかわる問題を研究する方法に劇的

な変化をもたらした．この革命は，学習と指

導の過程を研究するために用いられる概念に

おいてのみならず，教育の現実を問う特殊な

方法においても変化をもたらした．TDS は，

問題を変え，用いられるモデルを変え，そし

て教育にかかわる制度において暗黙裡に前提

とされている数学的知識を問うというところ

から始める方法論を通して，研究されるべき

システムを変えたのである．数学的知識を問

うとは，幾何とは何か，統計とは何か，小数

とは何か，数え上げとは何か，代数とは何か，

などといったことである．そして TDS は，数

学的概念を特定すると同時に教室の中でそれ

を構成する方法として用いられる，数学的知

識の固有認識論モデル—状況や「ミリューと

のゲーム」—を提案する．これに関してブル

ソーは次のように述べている． 

《状況は，その中で人が自分自身や，自分

とミリューをつなぐ関係をみつけるよう

な環境の集合である．したがって，知識の

総体の普及や学習を統括する環境を研究

対象に据えるということは，それらの状況

を研究することにわれわれを導く．》

(Brousseau, 1997b, p. 2) 

《状況は，ある決められた影響をミリュー

に及ぼすために主体がミリューとの間に

つくりあげる固有の関係の中に，そうした

知識がどのように介入してくるかを「説明

する」最小のモデルである．》(Brousseau, 
2000, p. 2) 

《数学教授学において，これらの「モデル」

は，教授現象の分析と説明の一貫性を示す

ための手段として，つまり研究の道具とし

て基本的に使用される．たとえ教授工学を

−107−



 

構築するために使用されるときでさえ，そ

れらは，再生産すべき「事例」としても，

教師の判断を導びいたり，未来の教師を養

成したりするために直接的に使用される

べき原理としても，決して提示されてこな

かった．対照的に，社会／教師／子どもの

システムの複雑性と，これらのモデルの有

効範囲やメタファーの誤用を無視した即

席の拡大適用の危険性を［それらは示して

いる］．》(Brousseau, 2005, p. 56) 

 社会的な制度における数学の生成と普及の

過程における意図されざる規則性として現れ，

対応する認知現象や社会現象，言語現象には

還元されえない，教授現象の存在を最初に仮

定したのは，ブルソーである．このことは，

数学の「指導」と「学習」が検討される認識

論モデルの基本用語によって定義されうるた

め，それらはもはや一次的な研究対象ではな

く二次的な対象になる（重要でないというこ

とを意味しているのではない！），ということ

をも意味する．指導と学習の研究と改善のた

めに，一般に受け入れられている自生的な 
(spontaneous) 認識論モデルに疑問を感じ訳注２，

われわれ自身のモデルを作り上げる必要性が

「認識論的プログラム」(Gascón, 2003)と名付

けられたものの出現を求める．1 
 「認識論的探究」を実行する必要性を強調

することにより，教授学的転置理論は TDS の

計画をよりはっきりとしたものにした．その

計画は，既に明確で最良の指導法が存在する

一つしかない数学的知識，という幻想を打ち

                                                 
1 この表現は，後に「数学教授学」として洗

礼を受けるものを，ブルソーが当初「実験的

認識論」と呼んでいたという事実からきてい

る．それは，知識を問うことの重要性を強調

し，地理や言語に言及するような他のより専

有的な命名を避けている（認識論的プログラ

ムのすべての研究がフランスでなされている

わけではないし，すべてのフランス教授学が

そこに入るわけでもない）． 

砕くことに貢献するものである．知識の総体

は，いくつかの特殊なニーズへの回答として

学校外で構成され，いくつかのかなり固有な

条件に応じて定式化される．複数の当事者と

異なった時間性を伴う社会的構成の過程が存

在し，これを通して知識の総体のいくつかが

教室に届くまでに選択され，限定され，再組

織され，よって再定義されるのである．この

過程の研究は，教室でなされていることの理

解へ向けた重要なステップである．それは，

たとえ指導行為自体がこの過程（つまりこれ

ら全ての再定義という現実）の存在を否定し，

指導を社会的に正当なものとする知識が一つ

しかないという幻想を保たなければならない

としてもである． 

《教授学者 (didactician) にとって，［教授

学的転置の概念］は，一歩下がり，証拠を

疑い，単純な考えを取り除き，研究対象と

の油断ならない親密さを免れることを可

能にするツールである．それは，教授学が

独自の領域として自身を確立するために

行なわなければならない切断の道具の一

つである．教授学の問題の中へ「知識を通

して入ること」が可能態から現実態に移行

するのはこのためである．なぜならば，「知

識」はそれを通して問題性 (problematic) を
もち，今後，問題（新しいものや再定式化

されたもの）の定式化とそれらの解決にお

ける用語として現れうるからである．》

(Chevallard, 1985a, p. 15) 

 TDSによって提唱された教授学という一科

学のプロジェクトの大胆さは，このように，

その実証的な分析単位が大幅に拡張され始め

たそのときに，より強められた．数学は社会

的な制度の中で生成され，指導され，学習さ

れ，実践され，普及されるため，どの数学が

学校で扱われるのかを理解するためには，そ

の指導を動機付け正当化する数学を知ること

に加え，この数学が様々な指導の制度におい
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ていかに解釈されているのかをも知る必要が

ある． 
 
3. 貢献 1：実証的な分析単位の拡大 
 教授学的転置理論の第 1 の貢献の一つは，

数学の学校的再構成に関連する現象を考慮す

ることなしには学校数学を適切に解釈するこ

とができず，学校的再構成の起源が数学的知

識を生み出す制度の中にあることを明確にし

たことである．ここで一つの区別が導入され

る．それは，数学者などの生産者によって生

み出される「もともとの」あるいは「学術的

な」数学的知識，カリキュラムによって公式

に設計される「教えられるべき」数学的知識，

教室において教師によって実際に教えられた

数学的知識，生徒によって実際に学ばれ，教

授過程の終着地点であり新たな出発地点とも

考えられうる数学的知識である．図 1 は教授

学的転置過程の各ステップを描写している． 
 教授学的転置過程は，知識の制度的な相対

性を強調し，教授学的問題を制度のレベルに，

つまり考察対象の制度に属する個人の特徴を

越えたところに位置付ける．その主たる帰結

は，どんな教授学的問題においても最小の分

析のまとまりが教授学的転置過程のすべての

ステップを含まなければならない，というこ

とである．これらの制度各々から得られるデ

ータを実証的基盤として取り扱うことが重要

となる． 
 最初のステップは，ノースフェールの生産

を通した「教えられるべき知識」を指定する

「指導テキスト」（公式プログラム，教科書，

教師への推奨，教材など）の形成の研究に対

応し，「教えられるべき知識」が構成され，ゆ

くゆく変化する（あるいはそのままにされる）

ための条件と制約を浮き彫りにする．したが

って，指導する領域の教授学的転置（領域そ

れ自体の画定と選定を含む）の分析は，数学

教科書の検討には還元されえない．それは，

たとえ数学教科書が研究者にとって特別な実

証の材料であるとしてもである．重要なのは

問われる問いの種類であり（なぜこれを教え

るのか，なぜこの構成においてなのか，それ

はどこから来たのか），教科書が示す（あるい

は隠す）現象の種類である． 
 「学術」という語は，指導過程を保証し社

会的に正当なものとする知識を特徴付けるた

めに—かなり皮肉に—用いられている．Kang 
& Kilpatrick (1992, p. 2)は次のように述べて

いる．《学術的な知識の総体は，新しい知識を

生み出したり，新しく生み出された知識を一

貫した理論的な集まりへと組織化したりする

ために使用される知識以上の何物でもない》．

「学術的知識」という表現の受け入れ難さは，

教えられるべき知識（スタンダードや公式プ

ログラムによって提供されているもの）や実

際に学校で教えられた知識と同じレベルでそ

れを考える難しさを示している．どのような

知識の総体が選ばれるのか，それらはどのよ

うに名付けられるのか，なぜそれらなのか，

なぜこの種の構成なのか，それらの選択の理

由は何か，など．「教えられるべき知識」や「教

えられた知識」を研究するだけではもはや十

分ではない．教育にかかわる制度において自

明のものと思われている「学術的知識」の自

生的モデルを分析する—細かく検討し分解す

る—ことも必要となる．このため，「学術的知

識」はどんな場合においても，「基本知識 
(reference knowledge) 」（ Astolfi & Develay 
(1989)によって呼ばれたような）にはなりえ

ない．それは確かに教育にかかわる制度の基

準点ではあるが，研究対象としてそれらの制 

 
図 1. 教授学的転置過程 
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度を考察する研究者の基準点ではないのであ

る． 
 ここで，教室内での取り組みの際に教師や

生徒に委ねられる自由度を制限するような転

置過程の他のステップに言及することはしな

い．それらのステップは指導過程が通常位置

付けられている場所に対応するため，これま

でたくさん研究されてきた．強調したいのは，

転置過程を新しい研究対象とみなすことは，

われわれが属する教育にかかわる制度によっ

て暗黙裡に押しつけられている自生的な認識

論的モデルからの数学教育研究者の開放を可

能にする，ということである．学術的数学か

ら教え学ばれる数学へのすべてのステップを

含むこの新しい実証的対象をみる際に，対応

する数学的知識の総体の，われわれ自身の「基

本」モデルを作り上げる必要がある．したが

って，図 1 は「基本認識論知識」(Bosch & Gasón, 
2005) と呼ばれるものによって補完されうる

（図 2）．この知識は，研究者のための基礎的

な理論的モデルを構成し，数学コミュニティ，

教育システム，教室という 3 つの対応する制

度についての実証的データから作り上げられ

るのである． 
 教授学における研究は，観察される様々な

制度，特に「有力な」制度に支配されること

を避けられるように，それ自身の基本モデル

を入念に作り上げる必要がある．教授学的転

置過程の各ステップの様々な知識の総体を分

析するために特権的に参照されるシステムは

存在しない．基本モデルは，研究コミュニテ

ィによって絶え間なく発展させられ，事実に

より検証され続ける必要がある．これが教授

学における「認識論的分析」に込められる意

味である． 

《「学術的知識」が転置過程にふさわしい

場所をあてがわれると，教授学的転置の分

析が厳密な意味での認識論的分析と不当

に置き換わるどころか，まさに教授学的転

置の概念が，認識論的分析を教授学的分析

に繋げ，そしてそれ以後は教授学における

認識論の適切な利用の案内役となりうる，

ということが判明する．》(Chevallard, 1985a, 
p. 20) 

 検討される教授学的問題が何であれ，研究

はそこに含まれる数学的実践について特定の

「視点」を採用する必要がある．例えば，学

部レベルで教えられる「関数の極限」は何か，

あるいは，どのような「証明」や「問題解決」

を考えているのか，それは「学術的数学」の

中に存在するものなのか，どのような方法で，

それは教えられるべき知識として存在してい

るのか，いつからか，どのようなことばで，

どのような制限が教師の実践に課されている

のか，生徒の実践についてはどうか，などで

ある．この視点からすれば，TDS は基本認識

論モデルを生み出す「機械」である．状況は，

教室の中に数学的知識を植え付け（教授工学），

学ばれ教えられた知識に関連する現象を分析 

 
図 2. 研究者の「外的」立場 
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するためのツールと古くから考えられてきた．

しかしそれらは，例えばブルソーの十進数指

導についての予備的研究  (Brousseau, 1980) 
におけるように，学術的知識を記述し，教え

られるべき知識の変化を記述するための道具

としての適切さをも示してきた． 
 25 年の間に，「教えられるべき数学」のい

くつかの主要な分野の教授学的転置の過程が

分析されてきた．例えば，中等学校の指導に

関連するものでは，以下のようなものがある．

初等代数  (Chevallard, 1985b; Kang, 1990; 
Coulange, 2001)，比例と量 (Bolea et al., 2001; 
Comin, 2002; Hersant, 2005)，幾何 (Tavignon, 
1991; Chevallard & Jullien, 1991; Matheron, 
1993; Bolea, 1995)，「非十進数」と無理数 
(Assude, 1992; Bronner, 1997)，関数と解析 
(Artigue, 1993, 1998, 2000; Ruiz Higueras, 1994, 
1998; Chauvat, 1999; Amra, 2004; Barbé et al., 
2005)，線形代数 (Ahmed & Arsac, 1998; Dorier, 
2000; Gueudet, 2000)，算術 (Ravel, 2002)，論

証  (Arsac, 1989; Cabassut, 2004)，モデル化 
(García, 2005)，統計 (Wozniak, 2005)，数学と

経済 (Artaud, 1993, 1995)，数学と科学 (Arsac 
et al., 1994)． 
 これらの研究は，数学指導に関連するほと

んどの現象が，主要構成要素として教授学的

転置という特殊な現象を含むということを示

している．その意味で，教授学的転置という

現象はあらゆる教授学的問題のまさに核心に

ある，ということができる．それと同時に，

これらの現象は数学の生産，使用，普及に関

連する現象と切り離すことができない．した

がって，学校の数学的活動は，次の数学教授

学のより一般的な定義へとわれわれを導く，

制度における数学的活動というより大きな問

題と不可分に統合されるのである．「人々や人

間の制度にとって役に立つ数学的な知識の総

体に固有な（課されている）普及の条件につ

いての科学」(Brousseau, 1994)．この定義は，

教育にかかわる制度を越えて，どんな種類の

ものであれ数学的活動が生じるすべての制度

を含むべく，教授学の領域を拡大する． 
 ギ・ブルソーは，教授学における認識論的

分析の中心的役割から，数学教育が数学コミ

ュニティに近いところに位置することの重要

性を常に強調してきた．しかしながら，教授

学の広げられた研究領域の中で発展していく

ためには，研究者は「教師」や「数学者」と

いった伝統的な考えの守護者の立場と縁を切

らなければならない．新しい立場が必要なの

である．「人間学的教授学」(Chevallard, 1992) 
という手段に訴えることは，この立場を構成

する取り組みの必要性を浮き彫りにするであ

ろう． 
 
4. 貢献 2：数学的活動と教授活動の記述 
 1980 年から 1995 年までの間で，教授学的

転置という現象の研究は，知識対象の制度的

生態というより広い枠組みの中で，知識の対

象や対象との関係という観点から策定された 
(Chevallard, 1992; Artaud, 1993, 1995)．物質的

な次元を含めた数学的実践と，この実践と不

可分なものとしての数学的な知識の総体をモ

デル化するための，よりきめ細かいツールの

探求は，「教授人間学理論  (Anthropological 
Theory of the Didactic)」の枠の中で，数学プ

ラクセオロジー(mathematical praxeology) や
数学構成 (mathematical organization) という

概念を生み出した  (Chevallard, 1999, 2002a, 
2002b)．この理論は，数学的活動が他の形式

の活動とともに通常の人間活動として解釈さ

れねばならない，という主張を基盤にしてお

り，そのため活動の理論的（知識）側面と実

践的（ノウハウ）側面を等しく重要視し関連

付ける，人間活動の一般的なモデル（プラク

セオロジー）を提案する．Chevallard (2006)
は以下のように述べる． 

《一つのプラクセオロジーは，何らかの方

法で，人間行為一般を分析することを可能
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にする基本単位である．［...］一つのプラク

セオロジーとは一体何か．ここでわれわれ

を案内してくれる語源に頼ろう．どんな人

間の行ないも 2 つの主要な相互に関連する

構成要素に分解することができる．一方は

プラクシスつまり実践部分であり，もう一

方はロゴスである．「ロゴス」は，人間の

思考や推論—特に宇宙に関するもの—へ言

及するために，前ソクラテス期より絶え間

なく使用されてきたギリシャ語である．［...］
ATD—教授人間学理論—の一つの基本原理

に従えば，人間行為は，少なくとも部分的

に「説明されたり」，「明確」化されたり，

「正当化されたり」，「解説されたり」する

ことなく存在しえない．それは，そうした

説明や正当化がどのようなスタイルの「推

論」でなされてもである．したがって，プ

ラクシスはロゴスを必然的に伴い，そして

ロゴスは今度はプラクシスをバックアッ

プするのである．長い目でみれば，人間の

行ないに問題にされないままでいるもの

はないために，プラクシスには支援が必要

となる．勿論，プラクセオロジーには，「プ

ラクシス」部分が非効率的なテクニック—
「テクニック」はここでは「やり方」を意

味する公式用語である—からつくられてい

たり，ロゴス部分がほとんどでたらめであ

ったりするような—少なくともプラクセオ

ロジー主義者の視点からすれば！—悪いも

のもあるだろう．》 

 制度的な教授過程を分析するより精密なツ

ールを得るために，Chevallard (1999) は複雑

さが徐々に増大する配列に数学プラクセオロ

ジーを分類した．1 種類の問題の周りに作り

上げられる複数の「より単純な」プラクセオ

ロジー—点的数学構成—は，その理論的背景

に応じてお互いに結び付けられうる．理論的

背景は，数学の主題，区域，領域をそれぞれ

覆う局所的プラクセオロジー，域的プラクセ

オロジー，大局的プラクセオロジーを生み出

す．プラクセオロジーの観点からのモデル化

は教授学的転置過程のすべてのステップを記

述するために使用されうるので，教授学的転

置過程の分析は新しい機能性を獲得する．す

なわち，数学の専門書にでてくるような「公

式の」学術的な知識の総体や，研究者によっ

て日常業務の中で「活性化される」より非形

式的な知識の総体から，教室で明示的に教え

られている内容や，生徒のグループによって

学ばれる，つまりそのグループにとって利用

可能な，あまり明示的でない数学的知識まで

を記述できる．それは特に，「教えられるべき

プラクセオロジー」がもたらす，教師と生徒

の実践に影響を与える厳しい制約を研究者が

見出すことに導く基本認識論モデルを明確化

するための，かなり便利なツールとなる． 
 例えばボレアは，モデル化のツールとして

の代数の指導に作用する教授学的制約を記述

しうる初等代数の独自の具体的なモデルを与

えている (Bolea et al., 2004)．García (2005)は，

代数的モデル化と関数的モデル化の間の繋が

りに達するまでこのモデルを拡張し，スペイ

ンのカリキュラムにおいて比例が孤立してい

ることを示した (García & Ruiz, 2006)．二面

性をもつプラクセオロジーの観点からのかな

りシンプルなモデルにより，スペインの高校

教師が関数の極限を教える際に自ら判断して

行動できる余地は極めて狭い，ということが

示された (Barbé et al., 2005)．プラクセオロジ

ーの観点からの教授学的転置過程のその他の

分析は，次のような最近の博士論文の中にみ

られる．Cabassut (2004) は数学的そして社会

的知識としての証明の指導における「ダブル

転置」と彼が呼ぶものを分析している．

Hersant (2005) は，フランスにおける比例指

導の変遷を描き出し，量の学習に僅かな場所

しか充てられていないことから比例指導を疑

問視する．Ravel (2004) は，フランスの高校

レベルでの算術の再導入が難しいことを研究
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している．Amra (2004) は関数指導について，

Rodríguez (2005) は問題解決とメタ認知技能

の指導について，Wozniak (2005) は統計につ

いて研究している． 
 数学的知識がプラクセオロジーという語を

用いて記述されうると述べてきた．では，数

学の指導と学習，つまり教授過程それ自体に

ついてはどうだろうか．実際，知識が決して

確定的な構成物でないことと同様に，数学プ

ラクセオロジーも突然現れたり，確定した形

式を得たりしない．それらは複雑なダイナミ

クスを伴う複合的で進行中の活動の結果であ

り，今度はそれがモデル化されなければなら

ない．数学的活動と密接に関連する 2 つの側

面があるようである．それは，数学的構成の

過程—学習 (study) の過程—と，この構成の

結果—数学プラクセオロジー—である．改め

て，人間活動としてのこの学習の過程もまた，

プラクセオロジーの観点からモデル化される

ことになる．それは教授プラクセオロジーと

呼ばれる (Chevallard, 1999)．したがって，学

習という概念は，異なる制度（生産制度，普

及制度，使用制度，指導制度）において数学

プラクセオロジーを組み立てることを目的と

する教授プラクセオロジーを記述するための

まとまった領域を提供する． 
 ここでこれ以上述べないが，次のことだけ

は述べておきたい．数学教授学の新しい構想

では，教授学が「学習する」ことと「学習を

助ける」ことに関連しうるどんなものをも含

むということである． 

《数学教授学は数学の学習と数学の学習

の支援についての科学である．そのねらい

は，数学を学習したり数学を学習する他者

を援助したりする人々（生徒，教師，保護

者，専門家など）が抱える困難性に対して，

説明と確かな回答を与えるために，学習過

程（あるいは教授過程）を記述し特徴付け

る こ と で あ る ．》 (Chevallard, Bosch & 

Gascón, 1997) 

《プラクセオロジーという概念は，教授学

の対象を完全に定式化することを可能に

する．教授学は，人間のグループの中でプ

ラクセオロジーが誕生，移住，変容，作用，

死亡，消滅，再誕などをする際の条件と制

約の研究に捧げられる．必然的に，教授学

研究のフィールドはかなり拡大される．教

授がいつあろうともどんな形態を採って

いようとも，教授学は教授を研究するので

ある訳注３．独自の対象を与えることで，教

授学は，学校で確立されている教科領域に

より支配されている状態から，徐々に逃れ

ることを望めよう．》(Chevallard, 2005) 

 「条件と制約」を「生態」に置き換えるな

ら，教授学の研究は，制度における数学プラ

クセオロジーと教授プラクセオロジーの生態

の研究である，とより簡潔に述べることがで

きる．Artaud (1993, 1995)によって数年前に示

されたように，教授学的転置は，制度的転置

の特殊な一形態，すなわち数学的知識の社会

的普及の特殊な一形態として現れるのである． 
 
5. 貢献 3：様々な決定水準における制約 
 数学プラクセオロジーと教授プラクセオロ

ジーの生態の研究は次のことを指摘する．教

師と生徒が教えられるべき知識の周りで出会

う際に起りうることは，教室の中で直ちに同

定できるもの—教師と生徒の知識，利用可能

な教具，ソフトウェア，一時的構成など—へ

は還元されえない条件と制約によって主に決

定されている，ということである．たとえこ

れらの条件と制約が重要な役割を果たすにし

ても，シュバラールは近年，教室という狭い

空間とその中で研究されるべき主体を越えた

ところにある条件を研究者が同定する助けと

なろう「決定水準」の階級（図３）を提案し

た(Chevallard, 2002b, 2004)． 
 なぜ理論的枠組みを複雑にし，そのように
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研究対象を新たに広げる必要があるのか．答

えはいつも同じである．つまり，研究者が疑

うことなしに前提にしかねない数学的知識の

自生的な考えから自由になるためである．「点

的」プラクセオロジー，「局所的」プラクセオ

ロジー，「域的」プラクセオロジー，「大局的」

プラクセオロジーは，題材，主題，区域，領

域といった低い決定レベルに対応する．おそ

らく「教師の問題」（最も単純なものは次であ

る．「生徒のグループへ教えられるべき数学的

内容が与えられたとき，どのように教えるの

がベストな方法なのか」）に近づきすぎていた

ために，研究者は，学術の制度や教育の制度

によって与えられる特定の内容区分を，当然

のものとしばしばみなしていた．なぜ数学的

内容があれこれの特定の塊に分けられている

のか．何がこの分割の規準で，それは教師と

生徒の具体的な活動に対してどのような制約

をもたらすのか． 

 数学という教科において，推論と証明の指

導のために幾何へ与えられている高い価値，

初等代数の軽視，そしてヨーロッパのいくつ

かの国々において「通常の」内容ブロックと

しての統計の指導を導入する困難性は，より

高い決定レベル（学校，社会，文明）に起源

をもつ現象である．数学がそれ自体で完結し

ていることや数学と他の教科の難しい関係は

いうまでもないだろう．明らかにこれらは，

非数学的対象の混じった数学プラクセオロジ

ーの構成を必要とする，モデル化や統計，そ

の他の実践の学習に抵抗する強い制約である

（更なる論の展開は Wozniak (2005)を参照さ

れたい）． 
 主たる問題は，どのような水準に由来する

どのような制約が数学プラクセオロジーの生

態にとって決定的になっているのか，を知る

ことである．本稿の冒頭で，数学的知識の記

念碑化の過程について述べた．今日それは，

数学教育を越えて，学校で教えられているほ

とんどすべての種類のプラクセオロジーに影

響を与える本質的な転置現象としてまさに現

れてくる．シュバラールのもっとも最近の取

り組みでは (Chevallard, 2004, 2005, 2006)，知

識の総体の存在理由と機能性を学習の核心に

位置付ける新しい学校認識論の構築が提唱さ

れている． 

《従来の数学をある意味で責任ある数学

へと変えるようなアップデート［が必要で

ある］．それは，若い世代に対し，学校は

自分たちを見捨てるのではなく，反対に，

自分たちの周りの世界について考え，知識

と理性を備えてその世界へ踏み入れるた

めに必要なツールを与えることに大いに

関心がある，ということをはっきりと示す

ような数学である．》(Chevallard, 2004) 

 決定水準の階級は，理論の最初の定式化の

発端となった教授現象についての研究領域に

新たな地平を拓く．25 年前，シュバラールの

 

図 3. 決定水準の階級 
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仕事は，教授学的転置の過程とこの過程が学

校の数学的内容を構成する具体的な方法に由

来する制約を考慮に入れるよう促した．すな

わち，教科や内容のブロックへの分割から，

決定レベルの下層にあたる一連の題材までの

制約をである．いま，学校を通して社会が教

科の学習を組織する方法に由来する制約を考

察するという，更なるステップが必要のよう

である．それは，より一般的にわれわれの社

会が教科や「学習活動」に割り当てる地位や

機能にかかわる．この最後の発展は，教育と

学習についての共通認識の再検討を可能にし，

Kang & Kilpatrick (1992, p. 2) が初期の転置理

論の中で主張しえた「もう一つの認識論」の

確立を可能にするように思う． 

《もし学校数学におけるほとんどの知識

が，われわれの価値観や教育目的，数学的

技能などとあわさった，観察に適合する知

識の合成物であるとすれば，もう一つの認

識論が必要であろう．［...］構成主義の立場

を犯すことなしに，少なくとも，認識主体

の外側に独立して知識が存在している「か

のように」知識を扱うことを可能にする認

識論を，われわれは構築することができる

だろうか．肯定的な回答を与えてくれる一

つの認識論モデルが，シュバラールの教授

学的転置理論にみいだされうる．》 
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訳注とそれにかかわる参考文献 

訳注１）原語は‘institution’である．ここでは

「制度」と訳したが，ATD では，‘institution’ 
は，図 2 に見られる数学コミュニティや教

育システム，教室を始め，ノースフェール，

家族など，知識に対し特定の関係がみられ

る共同体のようなものを意味し，知識は 
‘institution’ なく存在しえないとする．宮川 
(2011) は「知的集合体」と訳出している． 

訳注２）ここでは，「自生的」は「科学的」の

対義語として用いられている． 
訳注３）原文では  ‘the didactics studies the 

didactic’ であり，2 つの ‘the’ が強調され

ている．ここでの定冠詞の使い方はいずれ

も総称用法であり，教授学という学問領域

はより広く，その研究対象はより多い，と

いうことを強調している． 
宮川健 (2011)．「フランスを起源とする数学

教授学の『学』としての性格：わが国にお

ける『学』としての数学教育研究をめざし

て」．日本数学教育学会誌『数学教育学論

究』，94，37-68． 
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後記 

 

「上越数学教育研究」第 32 号の発行に臨み，多くの方々より御協力を賜りました．

心から感謝を申し上げます． 

今年度は，2 名の教員の研究論文，8 名の院生と研究論文とともに，マリアンナ・ボ

スク先生及びジュゼップ・ガスコン先生による ICMI Bulletin に掲載された教授人間学

理論 (ATD) の概要についての論文の翻訳を掲載しております．ボスク先生及びガスコ

ン先生には，翻訳の掲載に快諾いただき大変感謝しております． 

第 32 号掲載論文はインターネット上でも公開しますので，そちらも是非ご覧くださ

い．http://www.juen.ac.jp/math/journal.html 

（2017.2.22 宮川健） 
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