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数学=パターンの科学の考えに基づく授業デザイン
－中学校１年「⽐例と反⽐例」の場合－

布川 和彦       ⻘柳 潤  
上越教育⼤学 上越教育⼤学附属中学校 

１．はじめに
  中学⽣の関数についての理解が⼗分でない

との指摘がなされて久しい。例えば、平成 30

年度全国学⼒・学習状況調査の数学 A 問題 9

では、⽐例 y=5x について述べた 4 つの⽂から

正しいものを１つ選ぶ問題であったが、正答

である「x の値が 0 でないとき、y の値を x の

値でわった商は、いつでも 5 である」を選ぶ

ことができた⽣徒は 66.4%であった。平成 21

年度の調査では⽐例 y=3x について同様の問題

が出され、その正答率は 54.9%であったので、

報告書でも「改善の傾向がみられる」としな

がらも、「引き続き課題がある」とされてい

る。また同じ問題 9 では、反⽐例 y=6/x のグ

ラフだけが提⽰され、４つの表の中からグラ

フに対応する表を選ぶ問題も出されており、

その正答率は 53.3%であった。これについて

は、平成 26 年度に反⽐例 y=6/x のグラフにつ

いて同様の問題が出されており、その正答率

が 46.4%であったことから、やはり報告書は

「改善の傾向がみられる」が「引き続き課題

がある」としている。さらに問題 11 の１次

関数 y=2x+6 のグラフを 5 つの選択肢から選

ぶ問題(正答率 57.0%)については、平成 19 年

度の y=3x+2 についての類題(正答率 60.4%)

よりも正答率が下がっている。

 ところで、⼩学校算数と中学校数学を⽐較

したときに、どちらでも⽐例と反⽐例の学習

をするという類似性がありながら、他⽅で、

数学をパターンの科学とする⽴場(布川, 2013)

からは、その扱い⽅に⼤きな違いがあるとの

指摘もある。つまり、前者では「場⾯中の量

に⾒られるパターンの記述に重点がある」の

に対し、後者では「そのパターンを探求の対

象とし，パターンの持つ性質を調べようと」

する(布川, 2016a)。しかも、両者の違いが中

学⽣の反応に影響を与えることを⽰唆する報

告もなされている(林, 2001; 布川, 2018)。

 中学校での学習のためには後者への移⾏が

重要となるにも関わらず、現⾏の教科書では

その移⾏が必ずしも意図的に⾏われていない

可能性もある(布川, 2019)。この中学校数学へ

の移⾏を視野に⼊れた場合、上述の現状を改

善するための１つの⽅向性として、必要とさ

れる移⾏を明確にするとともに、パターンを

探究するという移⾏後のディスコース (Sfard,

2008)と学習活動との整合性を図ることが考え

られる。

 そこで本稿は、パターンの科学の観点から

の中学校数学への移⾏を意識的に採り⼊れ、

また移⾏後のパターンの探究という⽴場をで

きるだけ維持するように中学校１年の⽐例・

反⽐例の学習を構成した場合にどのようにな

るのか、その１つの可能性を提⽰することを

⽬的とする。

２．授業デザインの背景
 まずは、場⾯中のパターンを記述すること

からパターンを対象として探究することへの

移⾏という観点から、現⾏の指導を概観して
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みる。

 ⼩学校 6 年における⽐例・反⽐例の学習で

は、基本的に⽇常の変化を伴った場⾯や図形

の辺の⻑さなどが変化する場⾯が提⽰され、

そこに含まれる 2 つの量について表に整理す

るなどして探究する。そして、それらの変化

の仕⽅や両者の関係に⾒られるパターンを⾒

出し、その特徴を⽐例や反⽐例として記述す

る。y=決まった数×x と書けることやグラフが

直線になることも、具体的場⾯中の数量間の

関係を記述するものとなっている。

 中学校 1 年では 1)、最初に関数について学

習するが、その際には算数と同様、具体的場

⾯が提⽰され、そこに含まれる 2 量を探究す

る中で、⼀⽅の値が決まるとそれに対応して

他⽅の値が決まるという関係に着⽬していき、

それを基に関数が定義される。またその後の

問題では、いくつかの具体的場⾯に含まれる

2 量が指定され、⼀⽅が他⽅の関数と⾔える

かを判断することが基本的に⾏われる。つま

り、具体的場⾯の 2 量間に⾒られるある種の

特徴を関数として記述している。

 ⽐例の学習においても 1 社を除いては、最

初に具体的場⾯が提⽰され、そこに含まれる

2 量の変化の仕⽅やそれらの関係についての

特徴を⾒出した上で、そのうちの１つの特徴

を⽤いて⽐例が定義される。その後の問題で

⽐例かどうかを判断する際にも具体的場⾯に

含まれる２量が取り上げられることがほとん

どであり、また x の変域が負の数の範囲に拡

張される際にも具体的場⾯をもとに拡張が説

明される。この段階までは、中学校数学で

あっても場⾯中のパターンを記述する活動が

主として⾏われている。

 続く⽐例の⽐例定数を負の数に拡張する段

階になって、4 社の教科書では具体的場⾯が

提⽰されず、式だけから表を作成して、その

特徴を考えるようになっている。しかし他の

3 社では⽔が減る、あるいは電⾞が逆⽅向に

⾛るといった場⾯を提⽰し、その変化を記述

することから⽐例定数が負になることを説明

している。この後、5 社は 1 組の x, y の値か

ら⽐例の式を求める学習をし、さらに⽐例の

グラフに進むが、ここまで来ると具体的場⾯

を伴わずに新たな内容が導⼊される。ただし

問題では具体的場⾯を扱うものが 5 社中 2 社

ある。これら 5 社以外の 2 社はグラフの学習

を先にし、その後、式を求める学習をするが、

グラフの学習では場⾯を伴わないものの、式

を求める学習では、1 社は具体的場⾯を伴っ

て導⼊がなされ、もう 1 社は場⾯なしで導⼊

した後に、問題で⾃動⾞の燃費を扱っている。

 反⽐例の学習では、⼩単元冒頭で反⽐例を

導⼊する際には、⾯積⼀定の⻑⽅形の縦の⻑

さ x cm と横の⻑さ y cm のような場⾯が提⽰

されるが、変域の負の数への拡張、⽐例定数

の負の数への拡張、反⽐例のグラフは、具体

的場⾯は提⽰されずに導⼊される 2)。なお 1

組の x, y の値から反⽐例の式を求める学習で

は、1 社が⾯積 6 cm2 の⻑⽅形という場⾯を最

初に提⽰し、その後に y=6/x を取り上げてい

る。また 2 社は場⾯を伴わずに導⼊をした後

の問題で、⽔を⼊れる速さや時速とかかる時

間の関係を取り上げている。

 以上より、中学校 1 年の関数単元において

は、関数および⽐例の定義、⽐例の x の変域

の拡張までは具体的場⾯を伴って導⼊され、

その後、負の⽐例定数については場⾯を伴わ

ずに導⼊する教科書が現れ、⽐例の式を求め

る学習とグラフの学習では基本的に場⾯を伴

わずに導⼊が⾏われる。反⽐例の学習では、

定義は具体的場⾯を伴って導⼊が⾏われるが、

x の変域を拡張する学習以降は、基本的に場

⾯を伴わずにそれぞれ導⼊される。反⽐例の

冒頭で場⾯が⼀時的に⽤いられるものの、⽐

例の⽐例定数の拡張から式を求める学習のあ

たりで、場⾯を対象とし、そのパターンを記

述するディスコースから、パターンを対象と

したディスコースへの移⾏が期待されている

と⾒ることができる。
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 ただしその移⾏部分を⾒てみると、特にそ

うした移⾏を⽰唆する説明はなく、ある時点

で場⾯を伴わずに式だけを提⽰して⽐例を考

えさせるようになる。また場⾯を伴わずに⽐

例を導⼊していた 1 社が、次の x の変域の拡

張では⼈が⾛る場⾯を⽤いて導⼊をしたり、

式を求める学習よりも⽐例のグラフを先に学

習する教科書でも、式を求める学習の際に⽔

槽に⽔を⼊れる場⾯から学習を始めるものが

あったりと、全⾯的には移⾏しない展開の仕

⽅も⾒られる。こうした展開の仕⽅は、上述

したディスコースの移⾏を曖昧にすることに

つながるとも考えられる。

３．移⾏の明⽰化
 前節で⾒てきた現⾏の教科書における展開

の特徴を考慮した場合、パターンの科学とい

う視点からの授業デザインで必要な点として、

ディスコースの移⾏を⽣徒にも明確にするこ

とが考えられる。これは、これまで対象とし

ていなかったものを新たに対象とすることは

意図的に⾏われる必要があるとの指摘がなさ

れていることによるものである。

 Dörfler (2002)は数学の指導において、探求

の対象についての移⾏が⽣じても、それが暗

黙的にしか⽰されないことが多いとし，次の

ように述べている：「学習者はある段階で、

何かを対象⾃体として考えると決定しなけれ

ばならないこと、そしてあたかも１つの統合

された全体であるかのようにその何かを扱い、

⽤い、考えるという意図を持たねばならな

い」(p. 340)。そしてそうした視点を採⽤する

という意思決定が必要であり、教師は「この

意思決定が理に適っていて、[⽣徒にとって]

もっともらしく⾒えるようにする」ことも重

要である(p. 346)としている。

 こうした指摘に基づいて移⾏を明確化する

ことを考えると、⽐例について１組の x, y の

値から⽐例の式を求める学習やグラフの学習

を始める以前に、⽐例の学習における対象が、

算数の時のような具体的場⾯から、式で規定

される変数間のパターンへと移⾏したことを、

明確に⽣徒に説明をする必要が出てくる。さ

らに、その移⾏が「もっともらしく⾒えるよ

うにする」ことも必要となる。

 この観点から数学での⽐例の定義を⾒直し

てみると、算数での⽐例の定義が共変性の特

徴に基づくものであったのに対し、数学での

⽐例の定義は関数的関係の特徴に基づくもの

となっている。そこで、数学で⾏われる移⾏

の妥当性を、⽐例を関数として捉え直すこと、

つまり x の値に対して対応する y の値がどの

ように決まるかに着⽬して捉えることに求め

ることが考えられる 3)。すると今度は、算数

でのともなって変わる量という視点から、数

学の関数という視点への移⾏の「もっともら

しさ」が必要となる。これについては、例え

ば、定数関数や階段関数のように、ともなっ

て変わるとは限らない場合を含む 2 量の関係

も、併せて扱うことができることがあろう。

0 を数に含めることで何もない場合も数を⽤

いて表すことができるようになるのと似てい

る。また、適当な対応のルールにより⾃由に

関数を構成できる点も、関数の利点とも⾔え

る。ともなって変わる量の場合には、その変

化を体現する具体的場⾯がないと、「とも

なって」いることが明確でなく、規定がしに

くいが、2 変数の対応のきまりであれば、具

体的場⾯を必要とせず、適当なきまりを設定

して⾃由に規定することがしやすい。

 以上の点を考慮すると、単元最初の関数の

学習の段階で、まずともなって変わる量の視

点から関数の視点に移⾏することを意図的に

⾏い、それを利⽤して、⽐例については関数

として捉え直すことを意図的に⾏う中で、y= 

ax という式により⽐例を定義すること、そし

てこの式で規定される 2 変数間のパターンを

対象とすることを説明し、今後はそれを「扱

い、⽤い、考える」という意思決定を学習の

⼀環として⾏うことが、パターンを対象とす
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るディスコースへの移⾏を明確化する、１つ

の⽅策と考えられる。

 なお 2 社の教科書では、⽐例を導⼊する直

前の部分で、具体的場⾯を考えた後に、具体

的場⾯を伴わずに y=3x や y=5x の式だけを提

⽰して表を完成させている。また 1 社は⽐例

の学習の最初で、場⾯を伴わずに 2 変数の表

だけを提⽰し、その関係を y=3x の式で表し、

⽐例の定義を⾏っている。これらの教科書で

の扱い⽅を⾒ると、⽐例を導⼊する段階でも、

式により規定されるパターンを探究すること

への移⾏が可能であることが⽰唆される。

 この段階で移⾏を明⽰化することは、⽐例

の定義に⾒られる差異とも整合する。算数で

の定義は共変性に基づくだけでなく、それは

「ともなって変わる 2 つの量 x と y」につい

て述べられている。これに対し、中学校 1 年

で⽐例と反⽐例を定義する際には、「変数 x, 

y の間」の関係として述べられる。量が通常、

現象、物体または物質の属性とされるとすれ

ば、算数での⽐例や反⽐例は現象、物体、物

質のある量の変化の仕⽅を記述したものとな

る。これに対し、変数は「いろいろな値をと

る⽂字」であるから、⽐例や反⽐例はいろい

ろな値をとる⽂字と⽂字の間の関係というこ

とになり、2 ⽂字のそれぞれがとる値の間の

関係となる。その関係が場⾯等で規定されて

いない場合には、その関係は y=ax や y=a/x の

式により規定されると考えられよう。このよ

うに定義の中の差異も、量に⾒られるパター

ンの記述から、式により規定される２変数間

のパターンを対象とすることへの移⾏を含ん

でおり、この段階で移⾏を試みることと整合

することになる。

４．⽐例・反⽐例の性質のパターンの性質と
しての扱い

 パターンの科学という視点から必要なこと

の⼆つ⽬として、新たな対象について探究す

るというディスコースを⽣徒にも明確化する

ことが考えられる。そのためには、学習内容

をできるだけ、式により規定される変数間の

パターンを対象とした探究として扱うことが

必要となる。これにより、パターンを対象と

したディスコースのルーチンやナラティブが

⽣徒にとって明確化され、このディスコース

への⽣徒の参加を促すことで、学習のパラド

クス(布川, 2016b)を解消することにつながる

と期待される。

 ⽐例と反⽐例の学習では⽐例と反⽐例の諸

性質が扱われる。式により規定される変数間

のパターンを対象とするディスコースにおい

て考えるならば、それらの性質はこのパター

ンの性質として扱われなければならない。し

たがって、それらの性質が成り⽴つことは、

パターンを規定する y=ax と y=a/x という式か

ら説明される⽅が適切であると考えられる。

 教科書では⽐例の関係にある 2 量を含む具

体的場⾯を提⽰し、2 量についての表を作っ

た上で、それぞれの対応する x と y の値につ

いて y/x の値を調べることを通して、y/x の値

が⼀定になることを⾒出させている。これは

場⾯中の数量関係の特徴として、⽐例の 1 つ

の性質を⾒出していることになる。これに対

し、式だけが提⽰された時に、この式から表

を作り、その表で今の性質を確認した場合に

は、この性質は式で規定されたパターンの持

つ性質として⾒えやすくなる。したがって、

表が式で規定されたパターンの表現であるこ

とを⽣徒に対して明確にする⽅が、パターン

を対象としたディスコースとしての⼀貫性が

⽣徒に感じられやすくなると考えられる。

 パターンの性質であることをさらに直接的

に扱うとすれば、⽐例という変数間のパター

ンを規定する式である y=ax から今の性質を⽰

すことが考えられる。すなわち、x≠0 のとき

にこの式の両辺を x で割ることにより y/x=a

となるので、ここから y/x の値が⼀定である

ことを⽰すというやり⽅である。これにより、

今の性質がパターンの持つ性質であることが、
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より明確になる。

 ⽐例の定義が y=ax の式により述べられるよ

うになったことから、算数における⽐例の定

義であった「x の値が 2 倍、3 倍、…になると

y の値も 2 倍、3 倍、…になる」は、中学校 1

年の学習においては⽐例の性質として扱われ

ていると考えられる。教科書ではやはり具体

的場⾯に関わり作った表において値の対応を

調べることを通して、この性質が成り⽴つこ

とを確認している。この場合も、表を式から

作り、変数間のパターンの表現であることを

明確にすることが、今の性質がやはりパター

ンの持つ性質であることを明確にする 1 つの

⽅策となる。

 さらにパターンという対象の持つ性質とし

てこの性質を扱うことを考えると、パターン

を規定する式である y=ax からこの性質を⽰す

ことになろう。例えば x の値が k 倍になるこ

とを kx と表し、このときの y の値を計算する

と、a(kx)=k(ax)となる。これは kx に対応する

y の値が x に対応する y の値 ax の k 倍である

ことを⽰しており、上の性質がパターンを規

定する式から導出されたことになる 4)。

 ただ、a(kx)=k(ax)という式の解釈が中学校

１年⽣には困難であるとも考えられる。その

場合には、算数で学習した⼤きさの等しい分

数やわり算のきまりを⽤いて⽰すこともでき

る。つまり、⽐例では y/x=a (⼀定) あるいは

y÷x=a (⼀定) となることが既に⽰されている

とすると、x の値が k 倍になった際に分数 y/x

の値や商 y÷x が⼀定となることから、y の値

も k 倍になるはずであるとわかる。パターン

を規定する式 y=ax から導出された y/x=a (⼀

定) や y÷x=a (⼀定) を経由する形にはなるが、

今の性質をパターンの性質として扱うことが

可能になる。

 なお教科書ではとりあげられないが、⽐例

において x の値が 1 増えると y の値が⽐例定

数分だけ増えるという性質も、a(x+1)=ax+a

によりパターンを規定する式から⽰すことが

考えられる。

 反⽐例については第２節で⾒たように、そ

の導⼊以外では具体的場⾯を伴わずに学習内

容が導⼊されるが、反⽐例についての同様の

性質は反⽐例の導⼊部で⼀緒に扱われるので、

⽐例と同様の扱いとなっている。したがって、

上で⽐例について述べたことは、反⽐例につ

いても同様に考えることができる。

 このように、具体的場⾯における⽐例や反

⽐例の関係にある量について調べる中で⽐例

と反⽐例の性質を⾒出すのではなく、⽐例と

反⽐例というパターンを規定する式から性質

を導くことにより、パターンを探究の対象と

することが維持され、またその性質をパター

ンに基いて説明することが受容されるナラ

ティブであるようなディスコースが維持され

る。これにより、⽐例や反⽐例の学習がその

ディスコースにおける活動として捉えやすく

なるものと期待される。

５．変域および⽐例定数の拡張
 パターンを対象として探究するというディ

スコースを明確化するという点からは、x の

変域および⽐例定数を負の数へ拡張する場合

にも、パターンを規定する式を基本とし、そ

の拡張の試みと捉える⽅が、ディスコースと

しての⼀貫性を保つことができる。

 上でも述べたように、反⽐例の学習におい

ては、変域を負の数の範囲に拡張する場合も、

⽐例定数を負の数へ拡張する場合も、具体的

場⾯は提⽰されず、式だけが⽰された上でそ

こから表を作り、反⽐例の性質が正の数の場

合と同様に成り⽴つことを確認するように

なっている。こうした導⼊になっているのは、

変数 y が変数 x に反⽐例し、しかも x の値が

負になるような具体的場⾯や、⽐例定数が負

になる具体的場⾯として適切なものが⾒つけ

にくいこともあるであろうが、結果として、

y=a/x という式で規定されるパターンについ

て、x や a の値を形式的に負の範囲に拡張し
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た場合にどのようなことが起こるかを探究す

る活動になっている。したがって、反⽐例の

x の変域および⽐例定数を拡張することの学

習については、現⾏の教科書の扱い⽅をその

まま援⽤できる。

 また⽐例についても⽐例定数を負の数に拡

張することの学習では、第２節で⾒たように

4 社の教科書では具体的場⾯を提⽰せずに、

反⽐例の場合と同様、形式的に⽐例定数が負

の場合を導⼊している。したがって、これら

の教科書の扱い⽅を援⽤することで、式によ

り規定される変数間のパターンを対象とする

ディスコースと整合した形で、⽐例定数を負

の数に拡張できる。

 これに対し⽐例の x の変域を負の数の範囲

に拡張することの学習では、すべての教科書

で具体的場⾯を提⽰し、x で表される数量が

負の値になる場合を考える中で、x の値が負

になることを導⼊している。ただし、3 社は

⽐例⾃体を導⼊する際に x の値が負になるこ

とを⼀緒に扱っている。これに対し他の 4 社

では、x の値が正である場合だけを扱って⽐

例を導⼊し、その後、改めて x の値が負にな

る場合を探求する展開になっている。

 この後者の展開を採⽤し、なおかつ第３節

で論じてきたように、⽐例の導⼊時に式で規

定されるパターンを対象とするディスコース

への移⾏を明⽰するとすれば、これ以降に⾏

われる学習は、新たなディスコースと整合的

であることが望ましいので、反⽐例の場合と

同様の扱いをして、x の変域を負の数の範囲

に拡張することになろう。これは、次のよう

な啓林館昭和 43 年版の説明と同様の⽅針と

なる：「⽐例して変わる数 x, y は、実際の量

では、ふつう正の値をとるが、y=ax という式

では、負の値も考えることができる。そこで、

これからは、x, y が負の値をとる場合もふく

めて、y=ax の関係があるとき、y は x に⽐例

するということにする」(2 年 p. 79)。この教

科書の場合、直前では x が正の値だけになる

具体的場⾯を⽤いて⽐例の式を提⽰し、次に

x が 3 の時 y が 8 である x と y の関係を式で書

かせ、それから上の説明がなされている。

 この説明は、量の記述では正の値に制限さ

れるのに対し、式だけを⾒れば負の数も⾃由

に考えることができるとしており、式で規定

されるパターンを対象としたディスコースの

中で負の数へ拡張することを、⽣徒にも明確

に宣⾔したものと⾔える。

 以上のことから、パターンを対象とする

ディスコースとしての整合性を考慮した場合

には、具体的場⾯の探求から⽐例の式を⾒出

し、それをもとに式で規定される 2 変数間の

パターンとして⽐例を定義した後は、x の変

域および⽐例定数の負の数への拡張は、形式

的に⾏うという⽅法の⽅が、整合性は保たれ

やすいと考えられる。

６．具体的場⾯を代替する事象としての提⽰
  式で規定されるパターンを対象とするディ

スコースとしての整合性を重視した結果とし

て、第３節から第５節で述べた展開の仕⽅で

は、式に基づく形式的な扱いが多くなってし

まっている。特に関数的関係を表現した式に

基づくことにより、具体的場⾯を⽤いた際に

は 2 量の連動した変化として⾃然に現れてい

たともなって変わるという共変性が、⽣徒に

⾒えにくくなるという危険性が考えられる。

 この点を補うために、式で規定されるパ

ターンを動的 5)に提⽰することで、パターン

の持つ変化の側⾯や共変性を⽣徒が捉えやす

くすることが、1 つの⽀援のあり⽅となる。

例えば図 1 は⽐例を定義し、また定義の式で

規定されるパターンを対象とすることを⽣徒

に説明した後で使うことを想定した動的教材

であり、GeoGebra で作成されている。

 ここでは下段の点 A を数直線上に沿って動

かすと x の値が変わり、それに伴って y の値

や点 B の位置が式に基づいて変わる。具体的

場⾯を伴わないものの、ある種の「現象」ら
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しく⽣徒に提⽰する試みである。これにより

y=ax という式の持つ変化の側⾯を⾒えやすく

し、対応や関数的関係による⽐例の規定と、

そこから派⽣する変化や共変性の側⾯が、統

合された形 (布川, 2010) で扱われることにな

る。また右の「条件」スライダーにより⽐例

定数を変えることができ、それにより y の値

や点 B の位置の決まり⽅も変わることで、⽐

例定数 a がパターンの特性を決める因⼦であ

ること、a の値に応じて異なるパターンが得

られることを感得しやすくすると期待される。

 また図 1 にあるように、数直線上で点 A を

動かして x の値を制御すると、正負の数の学

習との関連で、数直線は負の数の範囲も含む

ものとなり、点 A を動かす中で⾃然に負の数

についても扱われることになる。つまり、x

の変域を負の数に拡張することが、式で規定

されるパターンの感じをつかむ活動の中で、

⾃然に⽣じることになる。

 さらに⽐例定数を決めるスライダーに負の

数も含めた場合には、⽐例定数を負の範囲に

拡張することも同様に扱うことができる。そ

の場合、⽐例定数が正の値の場合と負の値の

場合の点 B の位置の決まり⽅を観察すること

で、⽐例定数の影響を感じることができると

ともに、そもそも⽐例定数が負の値になって

も 2 変数間のパターンを同様に考えていくこ

とができるとの理解を⽀えることになると考

えられる。

 なお、図１では 2 本の数直線を上下に平⾏

に並べているが、⼩学校 6 年での学習を前提

とするならば、この時点で 2 本の数直線を直

交するように提⽰することも考えられる(図

2)。座標の学習の前であっても、平⾯上の 1

点により x と y の対応を表すことまでは含め

ず、それぞれの数直線上の点により x と y の

値を表すと想定すれば、そこに現れる「現

象」を図 1 と同様に解釈することはこの段階

の⽣徒にも可能であると考えられる。

 ⽐例の性質についても同様に、動的側⾯を

採り⼊れることで、式との関係を表を媒介せ

ずに提⽰することもできる。例えば図 3 は

「x の値が 2 倍、3 倍、…になると y の値も 2

倍、3 倍、…になる」の性質について、第４

節で述べた a(kx)=k(ax)の関係をもとにした式

による説明を、動的側⾯を採り⼊れ、数を擬

変数として捉えやすくした数式により⽰す教

材である。スライダーにより⽐例定数、倍、

x の値を変更することができるが、倍の値を

固定して x の値を変えたときのようすを観察

することで、x の値によらずに同様の関係が

成り⽴つことが理解しやすくなる。逆に x の

値を固定して倍の値を変えることで、倍の値

が異なっても同様の関係が成り⽴つことを確

認しやすくなる。これらの観察を通して、式

によりこの性質を⽰す際に最も重要となる

a(kx)=k(ax)という関係についての理解を⽀援

図 1: 式が規定するパターンの提⽰

図 2: 数直線を垂直に配置した提⽰
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することを意図したものである。

 このように、パターンを対象とすることを

明確にするために式をもとにして考える場合、

新しい内容を導⼊する際に具体的場⾯をでき

るだけ⽤いないことによる問題点を緩和する

⼀つの⼿⽴てとして、動的提⽰により、式に

潜在的に含まれる変化や共変性に関わる側⾯

を明⽰化することが考えられる。

７．パターンの表現としてのグラフ
 現⾏の教科書において⽐例のグラフが導⼊

される際には、まず y=2x といった式が提⽰さ

れ、その式から表を作り、表の対応する x, y

の値をそれぞれ x 座標、y 座標とする点を座

標軸のはいった平⾯上にとることで、グラフ

を作成している。具体的場⾯を伴わずに式だ

けをもとに表、グラフを作成しており、式に

より規定されるパターンを対象とするディス

コースにおける活動と⾒ることができる。ま

た、提⽰されたグラフから⽐例の式を求める

学習は、グラフから⽐例の式が復元できるこ

とを確認することにもなっている。

 パターンを対象とするディスコースの観点

から考えた場合、グラフは対象であるパター

ンの表現である。そして、グラフをかく⽬的

はこのパターンを探究することになろう。し

たがって、グラフをかくというルーチンを経

て⾒出すことのできた⽐例や反⽐例というパ

ターンの特徴について語ることは、パターン

を対象とするディスコースにおけるナラティ

ブと⾔える。その点では、グラフの特徴につ

いて語ることと、グラフから⾒出される⽐例

や反⽐例の特徴について語ることとは、表現

についての語りと対象について語りとして区

別されるべきであろう。その上で、グラフの

特徴から⾒出される⽐例や反⽐例の特徴につ

いて語ることが重視される必要がある。

 グラフがパターンを表現していることから、

グラフが与えられればそれによりパターンも

規定されることになる。上述したグラフから

式を求めることは、このパターンを求めるこ

とにもなる。しかしグラフ上の点が x の値と

y の値の対応を表現していることから、直線

が１本引かれたり、双曲線が１組引かれたと

きに、単に⽐例定数を求めることができると

いうだけでなく、すべての x の値についてそ

の対応する y の値が確定したこと、つまり２

変数間のパターンが規定されたと考えること

は、グラフがパターンの表現であることをよ

り明確にした考え⽅と⾔える。

 グラフが直線や双曲線になることは、現⾏

の教科書では点のとり⽅を徐々に密にするこ

とで⽰し、その後、x の値が増加したときの

y の値の増減についてグラフ上で考えさせて

いる。しかし、変化の仕⽅もパターンの特徴

であるとするならば、パターンを規定する式

に潜在的に含まれていた変化の仕⽅をグラフ

により顕在化できることを強調した提⽰をす

ることが、パターンを対象とするディスコー

スには適した提⽰と⾔えよう。

 例えば図 3 の教材では、x 軸上の点 P を正

の⽅向に移動させると、対応する y 軸上の点

Q とそこから派⽣する平⾯上の点 R とが伴っ

て移動する。ここで点 R の残像が残るように

設定しているので、点 R が移動するにつれて

半直線が画⾯上に現れる。このように直線が

画⾯の左から右に向かって徐々に現れていく

という仕⽅で、変化を強調するように動的に

図 3: ⽐例の式と性質の関係の提⽰
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グラフを提⽰するものである。図 2 により 2

変数の対応を観察した経験は、図 3 の理解を

⽀える可能性がある。また点 P と点 Q も併せ

て提⽰することは、グラフと x, y の値の変化

とを関連づけて観察する機会も提供する。

 このような提⽰は関数のグラフをスキャン

する⼿続き (procedures of scanning, Sfard, 2008,

p. 134) を⽰唆することにもなる。利⽤される

視覚的媒介物についてのスキャンする⼿続き

もディスコースの要素であるならば、この⼿

続きを⽰唆するグラフの提⽰の仕⽅の⽅が、

本稿で考えているディスコースとの整合性と

いう意味では、好ましいと考えられる。

 なお⽐例のグラフが直線になるといったグ

ラフの特徴も、パターンの性質から⽣じたも

のとして説明できる⽅が、パターンを対象と

するディスコースと整合する。これについて

⽐例や反⽐例の性質のときと同様に考えるな

らば、グラフの特徴もパターンを規定する式

から説明することが、今のディスコースとの

整合性が⾒えやすい。例えば、⽐例の式から

⽐例のグラフが直線になることを説明する

(布川, 2015, p. 9)6)ようなナラティブである。

しかしそうした式からの説明が⽣徒にとって

困難であれば、グラフをかくために作る表が

式から作られたことを意識させ続けたり、式

への値の代⼊から直接、グラフに点をプロッ

トしたりすることで、点の集合により作られ

た線が式により規定されたパターンの表現で

あり、その形状の特徴も式に依拠するもので

あると理解しやすくすることが考えられる。

８．関数の活⽤の問題
 関数単元の活⽤の学習は、⽅程式の学習に

⽐べて、数学的モデル化の過程が捉えにくい

場合が多い (布川, 2014)。こうした過程を明

確にし、数学的モデル化過程における関数の

役割が⽣徒に⾒えやすくするためには、場⾯

と関数とを区別することが必要とも考えられ

る (布川, 2014; 布川(2011)の図 6 も参照)。

 式で規定されるパターンを対象とし、それ

を探究するようなディスコースと関数の学習

との整合性を図ることは、この具体的場⾯と

の区別を促す試みとなっている。

 活⽤より以前の学習は、パターンを対象と

するディスコースという意味で、パターンを

探究し、その性質を⾒出したり、それに関わ

るルーチンを確⽴することとして特徴づけら

れる。このパターンに関する知識や⼿法は、

数学的モデル化過程の数学的処理の部分を担

い、数学的モデルに関わる新たな情報を⽣成

することを可能とし、結果として数学的モデ

ルで記述される場⾯についての情報を得るこ

とにつながる。つまり、⽐例や反⽐例の学習

を、式で規定されるパターンを探究する活動

として位置づけることは、それらの活⽤と⽭

盾しないだけでなく、むしろ活⽤の際の数学

的モデル化過程を明確化し、関数の役割を⽣

徒に⾒えやすくすることになる。具体的場⾯

の利⽤を意図的に控えることが、結果として

⽐例や反⽐例を具体的場⾯に適⽤するようす

を⾒えやすくするのだとも⾔えよう。

９．変数の対象レベル化
 第６節では具体的場⾯を代替するものとし

て、動的な提⽰によりパターンの変化の側⾯

を⽣徒に⾒えやすくすることを提案した。式

図 4: ⽐例のグラフの動的な提⽰

− 9 −



をこうした動的イメージと関連させる際には

⽐例や反⽐例の変数 x にいろいろな値が順に

代⼊されていくことを、⽣徒が⼗分理解して

いる必要がある。また、第４節で述べたよう

な、⽐例や反⽐例の性質をパターンを規定す

る式から説明しようとする際、式変形だけの

説明が⽣徒にとって理解しにくい場合は、式

から表を作成し、そこで性質を⾒出したり確

認したりする必要があるが、その際、式で規

定されるパターンを対象としていることが維

持されるためには、表を作成することが式中

の変数 x にいろいろな値を代⼊し、対応する

y の値を求めていることとして、⽣徒に意識

されている必要がある。

 このように、パターンを対象とし、それを

規定する式を中⼼に考える場合、特にその変

化や共変性の特徴を探究する場合には、⽣徒

が変数 x にいろいろな値が代⼊されるという

イメージを持つことは重要であり、いろいろ

な値を代⼊する⾏為は式で規定されるパター

ンを対象とするディスコースでのルーチンと

考えられる。変数を表す⽂字 x が、その背後

に常に想定されるべき数の集合(真野, 2011)を

反映せず、表記を⾒てもその特徴が現れてい

な い と い う 意 味 で 暗 黙 的 シ ン ボ ル  (tacit

symbol, Harel & Kaput,  1991) として⽤いられ

るとすれば、背後の数の集合を想定し、その

要素が次々に代⼊されるという変数の特徴は

利⽤者によって補完されねばならない。利⽤

者が「区間に属する任意の数値を与えようと

欲する」(⾼⽊, 1938/1980, p. 17) 必要がある。

 具体的場⾯を探究し、そこで⾒出されたパ

ターンを記述する学習では、場⾯中の変化に

伴い、ある量のいろいろな状態が⽣じ、そこ

からその量の値として変数のいろいろな値も

派⽣する。しかし、パターンを対象とした学

習では、変数⾃体も代⼊という操作の対象と

なる対象レベル(object-level, Oldenburg, 2015)

で扱われることになる (布川 , 2019)。した

がって、⽐例や反⽐例の学習がパターンを対

象としたディスコースで成⽴することは、変

数の理解との係わりで検討される必要がある。

 なお、式中の変数 x にいろいろな値を代⼊

し、それに対応する y の値を求めることは、

⼆重性の観点からは、操作的な捉え⽅に当た

る(Sfard, 1992)。また⼆重性の議論では、関数

についても構造的な捉え⽅への移⾏が問題に

されることが多い(Slavit, 1997)。しかし Sfard

(1992)も指摘するように、数学的対象が操作

的な起源を持つとするならば、関数を学習し

始めた初学者に対しては、操作的捉え⽅の状

態で関数について⼗分に経験することが重要

と考えられる。パターンを対象としたディス

コースの中で、変数にいろいろな値を代⼊す

ることは、操作的な捉え⽅のレベルで関数に

ついて経験する機会を提供することになり、

したがって、後の構造的な捉え⽅への移⾏の

ための素地になりうる。その際、第６節で述

べた動的な提⽰は、代⼊による計算⼿続きの

圧縮化ともなっており、構造的な捉え⽅への

移⾏を促す可能性も考えられよう。

10．おわりに
 布川 (2015) は関数が思考の対象として成⽴

しやすくなることを⽬指した教科書試案を提

案しており、その際、関数について次のよう

な定義をしている：「『変数 x の値を決める

と変数 y の値が 1 つ決まる』と考えていると

き、『y は x の関数 (function)である』といい

ます。つまりここでは、別の変数 x により決

まる変数 y を関数と呼びます」(p. 4)。本稿で

述べてきたことは、この変数 x により決まる

変数 y が、y=ax や y=a/x というパターンによ

り決まる場合、あるいは変数 y がそうしたパ

ターンを内的構造として持つ場合と⾔え、そ

こで必要とされた、関数の性質を「式に戻っ

て考えて」(p. 8)みることや、グラフの特徴を

式と関連づけて扱うことになっていた。

 こうした扱い⽅は Nachlieli & Tabach (2012)

の提案する低いレベルのディスコース (lower-
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level discourses)から関数のディスコース (the

discourse on functions)への移⾏を促すという展

開とは異なる。そこでの低いレベルのディス

コースは関数の式やグラフ、表が対象には

なっても関数が対象になっていないような活

動を指している。しかし本稿で述べてきたこ

とは、式やグラフが関数の表現であることを

より明確にして⽣徒に提⽰することであり、

表現される対象としての関数を想定すること

になっていた。

 この点で本稿の提案はむしろ、⽐例や反⽐

例に関わり model-of のレベルから model-for

のレベルへの移⾏ (Gravemeijer, 1997) を意図

したものと⾒ることができる。すなわち、具

体的場⾯のモデルとして⽐例や反⽐例を扱う

算数での model-of の経験を⽣かし、中学校で

はそのモデルが独⽴した存在となり、数学的

推論のためのモデルとなるような model-for

のレベルに移⾏し、後のよりフォーマルな扱

いに備えるのである。

 ただし、そうした扱い⽅をする場合、パ

ターンが式により規定されている以上、どう

しても式を重視した展開になる。本稿ではそ

れを補うために、作図ツールを利⽤した動的

な提⽰をできるだけ⽤いることを併せて提案

した。しかしそれにより、実際に中学校 1 年

⽣が活動することができるかについては、今

後、検討していく必要がある。

謝辞：model-of/model-for の議論との類似性に

ついては、お茶の⽔⼥⼦⼤学附属中学校の

藤原⼤樹先⽣よりご⽰唆を頂きました。こ

こに記してお礼申し上げます。本研究は科

学研究費助成事業・基盤研究(C)(課題番

号：16K00954）の助成を受けている。
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中等教育におけるユークリッド幾何学の受容 

－明治前期の代表的な幾何学教科書に着目して－ 

 

      伊達文治  

上越教育大学  

 

１．はじめに 

本研究は，日本の数学教育が形をなす時代

の数学および数学教育の様態を，中等教育の

数学内容に関わる西洋数学受容に焦点を当て

て，明らかにしようとする取組の一環である。

本稿は，明治前期の代表的な幾何学教科書に

着目して，中等教育におけるユークリッド幾

何学受容をその内実にまで掘り下げようとす

るものである。そのために，まず『幾何原本』

が幾何学受容にどの様な影響を与えたかを確

認する。次に，明治前期において幾何学教科

書がどのように編纂されていったか，その系

譜を捉えて幾何学受容の様態と経緯を整理し

ていく。翻訳ではなく日本人によって日本語

で書かれた最初の幾何学教科書である『初等

幾何学教科書』（菊池，1888）の完成をもって，

中等教育におけるユークリッド幾何学受容と

みなすことができるが，その書の基にされた

『平面幾何学教授条目』（菊池訳，1987）を中

心に内容的検討を加え，その書の完成を可能

にした背景と要因を浮き彫りにしていく。本

稿は，『初等幾何学教科書』の内容の研究に本

格的に取り掛かるための基盤を培うことを一

つのねらいとして取り組んだものである。 

わが国に定着している「幾何」という語は，

『幾何原本』前六巻(1607)という中国の書物

の名に由来する。『幾何原本』前六巻(1607)

は，マテオ・リッチの口訳と徐光啓の筆受に

よってユークリッド『原論』の漢訳本として

生まれ，中国においては「幾何(いくばく)？」

という問いに答えるための量の技術の基礎理

論として受け入れられた。その後，『数理精蘊』

(1723)本の『幾何原本』と『幾何原本』後九

巻(1857)を加えた全十五巻が編纂されたが，

幾何学とは量の技術であるという中国人の捉

え方は変わらず，中国は清末に至ってもユー

クリッド幾何学を真に受容することはできな

かったと考えられる。江戸時代の日本の数学

（和算）も中国の数学と同様，量の技術即ち

算術であった。当時の日本人や中国人に決定

的に欠如していたのは，演繹的思考であり，

論証の精神であった。これらの日本人の思考

様式が，ユークリッド幾何学の理解を妨げた

大きな要因として考えられる。日本の数学者

がユークリッド幾何学に接したとき，彼らに

とって論証の幾何学としてのその意味を理解

することは大きな困難であった。それ故，『幾

何原本』は数回に亘る輸入にも拘わらず幕末

に至るまで日本に影響を及ぼすことは少なか

った。西洋数学の導入が盛んになる幕末から

明治初期にかけ，西洋の幾何学を受容してい

く過程において『幾何原本』は強く影響を及

ぼし，大きな役割を担うことになる。ユーク

リッド幾何学受容の初期様相をよく表すとみ

られる『測地略』「幾何学」の部には，命題を

一般的に記述することとそうすることによる

体系化における意義の理解，ユークリッド幾

何学の体系化の根幹に関わる「公準（要請）」

や「作図題」の認識の困難性及び命題の流れ

に対する理解等に，ユークリッド幾何学受容
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の困難性が認められる。『幾何原本』は，特に

西洋数学の導入が盛んになる幕末から明治初

期にかけ，西洋の幾何学を受容していく過程

において強く影響を及ぼし，大きな役割を担

った。しかし，その際，日本が『幾何原本』

から受け入れたものは，主には幾何学用語と

幾何図形の名称（用語），そして論理体系を逐

うという記述形式等，言わば西洋の幾何学の

表面的な部分であった。西洋の幾何学（ユー

クリッド幾何学）を，その真髄（演繹法や論

証の方法としての幾何学とその精神）を理解

して受容するというまでには至らなかった。

この後，本格的な（中国の洋算書ではない）

西洋数学書の翻訳の段階を経て，日本は真の

幾何学受容に至るが，『幾何原本』は，本格的

な西洋数学書の翻訳活動の準備段階において

大きな役割を果たしていたと言えよう。その

後，本格的な（中国の洋算書ではない）西洋

数学書の翻訳の段階を経て漸く，ユークリッ

ド幾何学の真髄（演繹法や論証の方法として

の幾何学とその精神）を理解して，受容に至

ることになる。次の節において，本格的な西

洋数学書の翻訳の段階を精査していく。（この

節は，安(2007)をはじめとする本稿末の「引

用･参考文献」及び「参考古典籍資料」を参考

に総合的に検討し記述した。） 

 

２．明治前期の代表的な幾何学教科書の底本 

後述する代表的な幾何学教科書の底本

（参考にされた原著）について，公田

(2006)「明治前期の日本において教えられ，

学ばれた幾何」（pp.188-189）を基に次に

整理しておく。 

イギリスでは，長い間，幾何はユークリ

ッド『原論』を教科書として学ばれてきた。

Robert Simson 編のユークリッド『原論』

(1756)を底本として編纂された教科書が

多かった。Isaac Todhunter の“Elements 

of Euclid”は 19 世紀半ばの代表的な教科

書の一つで，底本は Simson であるが，若

干の修正が加えられ，註や練習問題が付け

加えられている。しかし，中等教育でユー

クリッド『原論』を教科書として幾何を教

授することには問題があり，19 世紀の中

頃から徐々に，ユークリッド『原論』その

ままではなく，イギリスの中等教育に適し

た形で幾何が教授されるようになった。

Wilson や Wright などは，そのような立

場で，Legendre や Rouché-Comberouse な

どのフランスの幾何学書を参考に教科書

を編纂した。1871 年に幾何教授を改良の

目 的 と し て Association for the 

Improvement Geometrical Teaching（英国

幾何学教授法改良協会）が設立され，1875

年にはこの協会により“Syllabus of Plane 

Geometry (corresponding to Euclid, 

Books Ⅰ -Ⅳ )”が作成された。この 

Syllabus の第 4 版(1885)は後に菊池大麓

によって邦訳され明治 20 年(1887 年)に

『平面幾何学教授条目』として出版された。

以下，Association for the Improvement 

Geometrical Teaching を AIGT, 

“ Syllabus of Plane Geometry 

(corresponding to Euclid, Books Ⅰ-Ⅵ)”

を『シラバス（AIGT）』と略記することと

する。 

フランスでは，かつては幾何はユークリ

ッド『原論』を教科書として学ばれたが，

後には A.M.Legendre の  “Éléménts de 

Géométrie”  や，これに範を取って編纂

された教科書が用いられるようになった。

Legendre の “Éléménts de Géométrie” は，

元来はユークリッド『原論』に代わる幾何

の本を意図したもので，初版は 1794 年で

あるが，版を重ねるごとに加筆・訂正が加

えられ，1833 年に Legendre が亡くなるま

でに 12 版まで刊行された。その後も

Legendreの学生であった M.A.B1anchetが

補訂したものが版を重ね， Legendre の 

“Éléménts de Géométrie” は 18 世紀末
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の初版以来約一世紀にわたり，フランスは

もとより，欧米諸国に多大の影響を与えた。

Legendre の幾何学書では，ユークリッド

の『原論』とは異なり，冒頭に公理を列挙

するというスタイルを取らないものが多

い。わが国に影響を及ぼしたフランス書と

しては Amiot と Rouché-Comberouse が

ある。いずれも邦訳がある。 

アメリカでは,初期には幾何はユークリ

ッ ド の 『 原 論 』 ( Simson あ る い は 

Playfair )または Legendre（の英訳）に

よって教えられたが，後には，Legendre

を基盤とするが，ユークリッドの『原論』

を考慮に入れ，米国の学校使用に適するよ

うに編纂された教科書によって教えられ

るようになった。例えば Charles Davies

の幾何は，初版は 1830 年代で，Legendre

の英訳に米国の学校の教科書用として手

を加えたものであったが，版を重ね，1851

年には増補修正版が発行された。Loomis 

の幾何は幾何の教科書の編纂に『原論』と

Legendre の両方の長所を取り入れようと

したものであるが，章の構成や順序は

Legendre の影響を受けている。Robinson 

の幾何も多年に亘り版を重ねたものであ

るが，当時の米国の学校教育の実状を考慮

して，生徒には難しいと思われる内容を除

き，展開の順序や証明を改め，証明には代

数的方法も用いている。応用面を重視し，

長さ，面積，体積等の計算問題が多い。こ

のため，Robinson の幾何は『原論』や

Legendre とは趣が異なる。Chauvenet は

Rouché-Comberouseを参考に編纂された書

物でフランス系の幾何である（公田，2006，

pp.188-189 を参考）。 

ところで，藤澤（1900）は，幾何学の流

派として，第一は「いうくりっど流又ハ英

國流」，第二は「佛蘭西流」，第三は「獨逸

最新流」と，３つがあると紹介している

（p.364）。第二の「佛蘭西流」の代表に挙

げられているのが Rouché-Comberouse で

あり，ルジャンドル（Legendre）を範とし

たものである。第一の「いうくりっど流又

ハ英國流」はユークリッド流，第二の「佛

蘭西流」はルジャンドル流と言ってよいで

あろう。第三の「獨逸最新流」の代表に挙

げ ら れ て い る の が ， J.Henrici 及 び 

P.Treutlein であり，これらが日本に広ま

ってきたのは大正時代である。明治前期に

おける幾何学の流派は大きく，ユークリッ

ド流とルジャンドル流の２つであったと

言ってよい。ユークリッド流は概して，ユ

ークリッド『原論』を模範として，代数記

号を一切使用せず，全てを言葉で記述する

体裁をとる。一方，公田(2006)によると，

Legendre などのフランスの幾何学書では, 

ユークリッドの『原論』 とは異なり, 冒

頭 に公理を列挙するというスタイルを取

らないものが多く, また, 時に代数を利

用している。 立体幾何は重視され, 作図

については, 伝統的な定規とコンパスに

よる作図だけではなく, 実用的な作図に

ついてもふれている（公田，2006，p.188

を参考）。 

底本からみた幾何学教科書の系統を，イ

ギリスの系統，フランスの系統，アメリカ

の系統とすると，概してイギリスの系統は

ユークリッド流に，フランスの系統とアメ

リカの系統はルジャンドル流に位置づけ

られよう。 

 

３．明治前期の代表的な幾何学教科書の系統 

この節では，学制が施行された明治 5 年

(1872年)から，菊池大麓『初等幾何学教科書 

平面幾何学』が出版される明治 21年(1888年)

までの，日本における代表的な幾何学教科書

を年代順に挙げ整理していきたい。ここで主

に使用する引用・参考文献とその略記は，次

頁の表 1の通りである。 

明治前期の日本における代表的教科書を，
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先に底本からみた幾何学教科書の系統に沿っ

て，時系列で配置すると次頁の表 2のように

なる。その書の概要の説明については， 紙面

の都合上省略したが，編著者，書名の次に，

引用･参考文献の略記とその引用･参考箇所の

頁番号を＜略記○○-○○＞のように記して

いる。編著者名の先頭の列がその書の所属す

る系統を示すものとする。 

 

４. ユークリッド幾何学受容の系譜 

 明治初年の幾何学教科書は，「幾何」を実用

的見地から量のカテゴリーで捉えているもの

がほとんどである。その後もユークリッドの

精神を理解することが難しい状況は続いた。

明治 12 年(1879 年)の『幾何学通書 巻之一』

等をみれば，当時の日本において，論証幾何

学がそれまでに学ばれていた数学（和算はも

とより，代数や三角法などの洋算）と「異質」

なものであり，論証幾何学を学び，内容を理

解することは相当困難であったと考えられる

（公田，2006，p.194）。これまでみてきたよ

うに，日本は，Simson，Todhunter，Wilson，

AIGT というイギリスの系統，ユークリッド流

を主とし，ルジャンドル流（アメリカの系統，

フランスの系統）がそれに影響を及ぼしてい

くという展開を示した幾何学書翻訳の段階を

経て，日本は中等教育においてユークリッド

幾何学の受容へと向かっていった。日本が中

等教育において最終的に受容したのは，英国

幾何学教授法改良協会（AIGT）の『平面幾何

学教授条目』（『シラバス（AIGT）』）にほぼ沿

うものであるが，イギリスの教科書の翻訳で

はない独自の工夫がなされた，日本人による

日本語の幾何学教科書，菊池(1888)『初等幾

何学教科書 平面幾何学』（以下，『初等幾何学

教科書』と略記する）に具現されたものであ

る。松原(1987)は『初等幾何学教科書』につ

いて，簡潔に次のように紹介している。 

「後に国内の幾何学の教科書を風靡すること

になるこの書は，明治 21年に文部省から出版

された。その 3年前の明治 18年(1885年)に，

英国において「平面幾何学教授条目」が出さ

れ大きな指針が示された。2年後の明治 20年

に，菊池はこれを訳出している。「平面幾何学

教授条目」によって書かれた英国の教科書の

翻訳はかなりあるが，菊池の教科書は英国の

条目にほぼ沿うてはいるが，英国の教科書の

翻訳ではない。条目では平行線論と三角形論

とが１つになって入り交じっているが，菊池

の書は，平行線を述べる節を先にし，三角形

についてはそれに続く節で述べている。これ

はドイツの教科書を参考にしたものらしいの

であるが，窪田忠彦は「菊池大麓先生と天野

一之丞先生」（科学，第 18巻第 1号，1948年）

の中で，英国幾何学改良協会で書いた教科書

（日本ではアッソシエーションの幾何といっ

た）や，この協会の条目によって書かれたウ

ヰルソンの幾何学教科書よりも菊池の教科書

ははるかに論理の筋道が整然としていて，ほ

とんどの中学校が長期にわたって，この本を

採用していたのもうなずけると述べている。」

（松原，1987，pp.117-118）。 

小倉(1932)は『初等幾何学教科書』を次のよ

うに評価している。 

「この書はその厳密の度において，その洗練

の度において，‘アッソシエーション’に優る

ところの，当時における世界有数の初等教科

書たるを失はない。」(小倉，1932，p.338)。 

 

表 1：表 2で使用の略記 

引用・参考文献 略記 

松原元一(1982) ＭⅠ 

松原元一(1983) ＭⅡ 

松原元一(1985) ＭⅢ 

松原元一(1987) ＭⅣ 

公田藏(1998) ＫⅠ 

公田藏(2006) ＫⅡ 
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表 2：明治前期の日本における代表的教科書を，底本からみた幾何学教科書の系統に沿って，時系列で配置した年表 

明治 西暦 イギリスの系統 アメリカの系統 フランスの系統 その他 

5 1872    瓜生寅編『測地略』<MⅠ87-88，KⅡ189-190> 

山田昌邦訳『幾何学（全三巻）』<KⅡ191-192>  

6 1873  中村六三郎訳『小学幾何用法』<MⅠ88-91> 

柴田清亮『幾何学（第一編）』<MⅢ234-243> 

榎本長裕『筆算幾何全書』<MⅢ243> 

7 1874  杉原正市『小学幾何のちか径 上,下』<MⅠ203> 

8 1875 荒川重平・中川將行訳『幾何問題』<KⅡ192-193> 

山本正至・川北朝鄰訳『幾何学原礎』< KⅡ193-194> 

 

9 1876  宮川保全『幾何新論』<MⅠ455>  

10 1877  堀田維祺『幾何学』<MⅢ253>  

 教導団教官第三課編『平面幾何教授書』<MⅢ247-253，KⅡ195-196> 

11 1878  柴田清亮『幾何学』<MⅠ454-455>  

 陸軍士官学校編『算学講本』第三編・第四編< KⅡ194-195> 

12 1879   仏国李珍大氏原著・東京大村邦秀訳『幾何学通書 巻之一』< KⅡ194> 

 田辺善則『幾何学階梯』<MⅢ253-255> 

13 1880   横須賀造船所『平面幾何学』<KⅡ196> 

14 1881     

15 1882 田中矢徳『幾何教科書』<MⅢ417-425>   

  中村精男校閲・赤木周行抄訳『常用曲線』<KⅡ193-194> 

16 1883 田中矢徳『幾何教科書』<MⅠ460-462>   

 岡本則録閲 中條澄清訳『幾何学教授書』<MⅢ425-432> 

  村垣素行『幾何例題』<MⅢ432> 

尾関正求『代数三千題 巻之下』<MⅢ442-448> 

17 1884 長沢亀之助訳『宥克立』< KⅡ194> 

曽禰達蔵訳『突氏幾何学』<KⅡ194> 

原弥一郎訳『幾何学』<MⅢ434-436> 

  

 

18 1885 田中矢徳『幾何教科書』<国立国会図書館デジタル化資料>  

19 1886     

20 1887 ウヰルソン原著・村田雷三郎訳『幾何学』 

ウィルソン原著・河村錝松訳『幾何学初歩』<MⅢ436-440> 

三木清二『幾何学大意』<MⅢ440-442> 

21 1888 菊池大麓『初等幾何学教科書 平面幾何学』<MⅣ117-120，KⅠ76-78> 
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松原(1987)，小倉(1932)両者ともに『初等

幾何学教科書』を非常に高く評価している。

菊池の教科書(1888･1889)は，わが国の中等教

育の幾何学の内容を決めたのである。そして， 

この教科書の様式（左起き横書き）は，後の

数学教科書のモデルになった。 

 

５.『平面幾何学教授条目』（菊池訳，1887） 

 『平面幾何学教授条目』の｢序｣には，平面

幾何学は中等以上の教育においては必修の学

科であることは言うまでもなく，西洋諸国に

おいては太古より常にこれを修めるためユー

クリッド『原論』を用いてきたとした上で次

のように記されている。 

「二千年ノ久シキ此書ヲ尊テ完全無缼ノ書ト

為シユークリッドヲ敬フヿ恰モ神ノ如クナリ

キ然ルニ漸ク近時ニ至リテ其不完全ニシテ現

今ノ時勢ニ適セサルヿヲ説ク者頗ル多ク其論

大ニ勢力ヲ得現今ニ於テハ最守舊ノ數學者ト

雖モユークリッドノ幾何原本ヲ其マ﹅ニ用#

ルヿヲ主張スルモノハ殆ト之レ無キニ至レリ 

此大改革ニ與リテ大ナル効力ヲ有スルモノハ

（但シ主トシテ英國ニ就テ之ヲ云フ）

Association for the Improvement 

Geometrical Teaching 即幾何學教授法改良

協會ナリ此協會ハ一千八百七十一年ニ設立セ

ルモノニシテ其會員ハ英國ニ於テ數學ノ教授

ニ従事セル諸氏ナリ其事業ノ第一着トシテ 

Syllabus of Plane Geometry (corresponding 

to Euclid, Books Ⅰ-Ⅵ) 即チ平面幾何學ノ

表（ユークリッド幾何原本第一巻ヨリ第六巻

マテニ對ス）ヲ編纂シタリ本書ハ是其四版（一

千八百八十五年出版）を譯シタルモノナリ」

（菊池訳，1887,p.2）。 

 上の引用には，ユークリッド『原論』が二

千年の長い間完全無欠のものとされ神のよう

に敬われてきたが，漸く近時になってそれが

不完全であり時勢に適さないとの説が多く起

こり，最保守の数学者でさえユークリッド『原

論』をそのまま用いることを主張するものは

いないこと，等が述べられている。更に，次

のように続けている。 

「余ハ未タ此表ヲ以テ充分満足シタリト言フ

能ハス之ヲ編纂シタル會員ト雖モ決シテ之ヲ

完全ナルモノトハ認メサリシナル可シト信ス

然レドモ學識經驗共ニ備ハレル諸大學者ノ協

議ニ成レルモノナレハ苟モ幾何學ノ教授ニ從

事スル者ハ必ス參考セ サル可カラサルヿ明

ナリ又此學科ヲ修ムル者ハ之ヲ見テ大ニ得ル

所有ル可シ本邦ニ於テハユークリッド妄尊ノ

夢未タ全ク覺メサル者有リ然ノミナラス不幸

ニシテロビンソンノ如キ書盛ニ行ハル﹅ヿ實

ニ識者ノ歎スル所ナリ故ニ本書ヲ譯シテ之ヲ

世ニ公ニスルハ最有益ナル事ナリト信ス」（菊

池訳，1887,p.3）。 

 上の引用には，次の事が述べられている。

『シラバス（AIGT）』を編纂した会員でもある

が，会員と雖もこれを完全なものとは認めら

れない。しかし，この『シラバス（AIGT）』は

学識・経験共に備わった大学者の協議によっ

てなされたものであるから，幾何学を教授す

る者は必ず参考にしなければならない。また，

幾何学を修めようとする者はこれを見て大い

に得るところがあるに違いない。わが国にお

いては（明治 20年当時）未だユークリッドを

絶対視するような者がいるだけではなく，ロ

ビンソンのような書が盛んになっているのは

嘆かわしく不幸な事である。『シラバス（AIGT）』

を訳して世に公にすることは最も有益な事で

ある。 

以上みてきたように，「平面幾何学教授条目

序」には，わが国の中等教育へのユークリッ

ド幾何学の導入は，ルジャンドル流のもの（ロ

ビンソン等）ではなく，ユークリッド流のも

のを『原論』そのままにではなく，『シラバス

（AIGT）』を基になされなければならないとい

う，菊池の強い考えが記されている。『シラバ

ス（AIGT）』の不完全さについては，『平面幾

何学教授条目』には載せられていないが，後

に『シラバス（AIGT）』を基に AIGTにより編 
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纂され出版された幾何学書の邦訳

『あっそしえーしょん 初等平面

幾何学 上巻』の「原序」にみるこ

とができる。次のように記されて

いる。 

「本書ハ完全ヲ目的トシタルモノ

ニ非ザレバ書外ノ例解説明及ヒ敷

演ヲ要スル所ハ基ヨリ教師各自ノ

意見ニ任スルモノナリ」（上野校

閲・三木訳述，1892，pp.3-4）。 

 明治 20年当時の菊池には，この

書自身が認める『シラバス（AIGT）』

の不完全さと菊池自身が捉えてい

た『シラバス（AIGT）』の不完全さ

を克服して，わが国の中等教育に

ユークリッドの精神に基づく最適

な初等幾何学の教科書を編纂しな

ければという明確で強い意志があ

ったことを，「平面幾何学教授条目

序」から読み取ることができよう。 

 次に，『平面幾何学教授条目』と

『初等幾何学教科書』の内容構成

をみよう。夫々の目録を比較対照

した表が，右の表 3である。 

編・節のタイトルは，順序は異

なるがほぼ同一であるとみること

ができ，『初等幾何学教科書』は『平

面幾何学教授条目』を基に編纂さ

れていることが確認される。では

『平面幾何学教授条目』にはどの

ような改善がみられるのか。『平面

幾何学教授条目』には，公理，定

義，定理は漏れなく記述されてい

るが，第一編から第三編までは証

明部分は省かれていてその記載は

ない。その証明部分については『あ

っそしえーしょん 初等平面幾何

学 上巻・下巻』を参照しなければ

ならない。『平面幾何学教授条目』

がユークリッド『原論』を中等教

表 3：平面幾何學教授條目と初等幾何學教科書の目録の対照表 

平面幾何學教授條目 初等幾何學教科書 

目録 

 

目録 

 幾何學作圖條目 

平面幾何学 

巻の壹 

平面幾何學條目 

予 

緒論 

豫説 第壹編 直線 

第一編 直線 定義 

 定義，公理，ポスツラート 第一節 一ッノ點ニ於テノ角 

第一節 一點ニ於テノ角 

第一節  

第二節 平行 直線 

第二節 三角形 第三節 三角形 

第三節 平行線及平行四邊形 第四節 平行四邊形 

第四節 作圖題 第五節 軌跡 

第五節 軌跡 問題 

第二編 面積ノ相等シキヿ 第貮編 圓 

第一節 定理 第一節 本原ノ性質 

 第二節 作圖題 第二節 中心ニ於テノ角 

第三編 圓 第三節 弦 

第一節 原質 

 

第四節 弓形ニ於テノ角 

第二節 弦 第五節 切線 

第三節 弓形ノ内ノ角 第六節 二ッノ圓 

第四節甲 切線（直接法） 第七節 内接形及外接形 

第四節乙 切線（極限法）  第八節 作圖題 

第五節 二圓  問題 

第六節 作圖題 第参編 面積 

 第七節 圓及面積 第一節 定理 

第四編 比例ノ基本命題 第二節 作圖題 

第一節 比及比例  問題 

 

第四編 比 及 比例 

第二節 基本ノ幾何学的命題 
（これ以降「巻の貮」の項目になると

考えられるが記載がないので，次は第

四巻と第五巻の本文から復元した。） 

第五編 比例 

豫説 

第一節 相似形 

第二節 面積 第四編 比 及 比例 

第三節 軌跡及び作圖題 第一節 定義 及 緒論 

 第二節 定理 

 問題 

 第五編 比 及 比例ノ鷹用 

 第一節 基本ノ定理 

 第二節 相似形 

 第三節 面積 

 第四節 軌跡及び作圖題 

 問題 
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科書用に改良した点として，次の大きく三つ

が挙げられる。 

一つ目は，『平面幾何学教授条目』は，ユー

クリッド『原論』には現れなかった「作図」

を前面に出し，作図題を積極的に設けている

ことである。「幾何學作圖之條目」の冒頭に次

が記されている。 

「作圖ニハ定規ト兩脚規ノミヲ使用スルモノ

トス定規ハ直線ヲ引キ及ヒ之を延長スル為メ

ニ，両脚規ハ圓ヲ畫キ及ヒ距離ヲ徙ス爲メニ

用ユルナリ」（菊池訳，1887, 幾何學作圖之條

目 p.1）。 

 更に，作図題の前後で，ユークリッド『原

論』にはなかった「軌跡」についても取り扱

っている。このように，『シラバス(AIGT)』全

体を通して，論証幾何学の学習の中に，作図

を中心とする活動的な要素を積極的に取り入

れることにより，中等教育の幾何学教科書用

として適したものにしようとする内容構成上

の工夫が確認できる。 

 二つ目は，ユークリッド『原論』では説明

もなく使われていた「公理」や「定理」など

の用語について丁寧な説明を加えている点で

ある。『平面幾何學教授條目』には次のような

記述がある。 

「一､證明ヲ要セスシテ許諾スル命題ヲ公理

(ｱｸｼｵﾑ)ト稱ス（略）三 定理(ｾｵﾚﾑ)トハ己知

ノ命題ニ由リテ證明ス可キ命題ナリ己知ノ命

題ハ或ハ公理或ハ定理タルヲ得 四 定理ハ二

部分ヨリ成ル第一､假設(ﾊｲﾎﾟｾｼｽ)即假ニ然ナ

リトスル所ノ事第二､斷言(ｺﾝｸﾘｭｰｼｮﾝ)即假設

ヨリ起リ來ル可シト主張スル事」（菊池訳，

1887, 平面幾何學教授條目 pp.6-7）。 

 他に「転換法」や「同一法」等の証明法の

説明もなされている。上の引用は一例であっ

て，『シラバス(AIGT)』全体を通して，論証幾

何学の体系に関わる基本的な用語を丁寧に説

明することにより，中等教育の幾何学教科書

用として適したものにしようとする記述上の

工夫が確認できる。 

 三つめは，論証幾何学の根幹ともいえる公

準・公理の再構成及び命題配列の再構成を行

っていることである。まず，公準・公理につ

いてである。ユークリッド『原論』の第 1公

準から第 3公準の「直線を引くこと・延長す

ること」と「円をかくこと」は，前頁に引用

した「幾何學作圖之條目」の冒頭での定規・

コンパスを使用することの説明に置き換えら

れている。第 4公準「総ての直角は互いに等

しい」は，公準ではなく「定理１」に位置付

けられている。公準に当たるものを定理に位

置付けるに当たって，幾何学公理として新た

に次の公理を設けている。 

「公理二 同一ノ二點ヲ有スル二直線ハ全ク

一直線ヲ為ス」（菊池訳，1887，p.20）。 

 第 5 公準「1 直線が 2 直線に交わり同側内

角の和が 2直角より小さいならば，この 2直

線は限りなく延長されると 2直角より小さい

角のある側において交わる」は他のものに比

べて複雑であり，長年に亘りこれは公準では

なく定理ではないかと考えられ証明が試みら

れてきたもので，非ユークリッド幾何学の発

見の契機にもなったものである．この第 5公

準は，『平面幾何学教授条目』にはない．第 5

公準に代わり，次の公理が設けられている． 

「公理三 同點ヲ過リ一與直線ニ平行ナル直

線一ッヨリ多クヲ引ク能ハス」（菊池訳，1887，

p.20）。 

このように，ユークリッド『原論』の角に

関する公準から直線や二直線の関係に関する

定理へという道筋ではなく，その逆の直線や

二直線の関係に関する公理から角に関する定

理へという道筋をとるものにしようとする公

理設定の工夫が確認できる。その工夫と相ま

って，命題構成にも工夫がみられる。ユーク

リッド『原論』のように円をかくことを伴う

三角形の作図の定理から始めるのではなく，

直角や平面角に関する定理から始めるものと

したことで，初学者の学習の取掛りとしては

平易で自然なものになっている。その後の命
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題構成も学習者に配慮し平易で自然な流れを

心掛けることにより，中等教育の幾何学教科

書用として適したものにしようとする命題構

成の工夫も確認できる。この書は未完成であ

り更なる改良の基となるものであるが，当時

の幾何学教育を前進させた有意義な書である

ことは間違いないであろう。 

 

６．『初等幾何学教科書』（菊池，1888） 

『初等幾何学教科書』の「凡例」において，

本書が『シラバス（AIGT）』及びそれを基に

AIGT によって編纂され出版された幾何学書

（邦訳『あっそしえーしょん 初等平面幾何

学』）（以下『AIGT幾何学書』と略記する）に

拠るものである事が述べられている。『初等幾

何学教科書』は『シラバス（AIGT）』，『AIGT

幾何学書』を大いに参考にしているが単なる

翻訳ではない。菊池は自身の教育観に基づき，

これら AIGTの書に改良を加えると共に，独自

の工夫によって執筆をしている。菊池の教科

書(1888･1889)の解説書である『幾何学講義 

第一巻』の「第一章 総論」には，幾何学教

科書編纂の目的として，延いては普通教育中

における幾何教育の目的として，実質的な面

と形式的な面の二つが強く語られている。実

質的な面は，ユークリッド幾何学に基づく厳

密な論証体系，延いては西洋の学問としての

数学の性格を教授しようというものである。

形式的な面は，その教授を通して正確な思考

を養い推理力を錬磨することをねらいとする

ものである。この二つは，菊池にとって幾何

教育における大きな柱であり，相互に作用し

あい進められていくものであった。菊池はこ

の目標の実現のために，次のような具体的な

主張と取り組みを行っている。その主なもの

は，後の数学教科書の様式となる横書きの実

施，代数と幾何を分離しての言文一致体の創

造，厳密な論証体系の学習を通しての日本人

の思考様式の改革等である。 

『初等幾何学教科書』に次の記述がみられ

る。 

「幾何學ニ於テ，吾々ハ吾々ノ經験ニ由リテ

眞ナリト認メタル若干ノ事項ヲ基礎トシ夫ヨ

リ唯推理ニ據リテ以テ他ノ眞理ヲ得ルナリ。」

（菊池，1888，pp.ⅶ-ⅷ）。 

 上の引用は，推理力錬磨の重視の一端を伺

わせる記述であり，量の技術であるという幾

何学の捉え方は消え，演繹体系である論証幾

何学という幾何学の捉え方が獲得されている。

菊池は，「作図」を前面に出すなど中等教育の

幾何学教科書用として適したものにと編纂さ

れた『シラバス（AIGT）』，『AIGT 幾何学書』

を基に，わが国の数学教育のために洗練され

た論理の道筋を整然とさせることにより，数

学教育の意義として「推理力の錬磨」という

付加価値を正式に付ける改良を行ったものと

考えられる。 

 

７. おわりに 

明治 21（1888）年，単なる「翻訳」ではな

い，西洋数学の意義を捉えた，日本人独自の

日本語の「幾何学教科書」の初めてのもの，

『初等幾何学教科書』が完成した。（その少し

前のイギリスの系統にある日本語の「幾何学

教科書」である，明治 18（1885）年の田中矢

徳『幾何教科書』（国立国会図書館デジタル化

資料）をみても，その構成はユークリッド『原

論』にほぼ沿うものであり，翻訳的傾向を脱

しているものではないことがわかる。）この

『初等幾何学教科書』の完成の背景にある，

その完成を可能にした大きな要因として，次

の 3つを挙げることができる。 

① わが国の中等教育にユークリッドの精神 

に基づく最適な初等幾何学の教科書を編纂し

なければという明確で強い意志が菊池にあっ

たこと。 

② 本格的な（中国の洋算書ではない）西洋 

数学書の翻訳の段階において，訳語の統一が

進んだことと翻訳書が充実してきたこと。 

③ 英国幾何学教授法改良協会（AIGT）の『平 
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面幾何学教授条目』（『シラバス（AIGT）』）が

作成され世に出されたこと。 

これらの要因を背景として，実質的・形式

的両面のねらいの実現に向け，菊池自身の行

った改良・工夫により，『初等幾何学教科書』

の完成に至ったと言えよう。本稿に述べたこ

とは菊池の改良・工夫のほんの一点にしか過

ぎない。ユークリッド幾何学の受容における

菊池の貢献は多大であり，菊池の教育観の検

討や『初等幾何学教科書』の内容的検討を加

えていかなければならない。今後の課題とし

て取り組んでいきたい。 
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三角比の定義がもたらす概念理解 

～記号論的表現の視点から～ 

 
宮	 川	 	 健 
上越教育大学 

 
1. はじめに 

高等学校における指導内容の一つである

三角比の重要性は，解析や代数，幾何を学

習する上で言うまでもないであろう．しか

しながら，その学習は，定義や定理の暗記

に頼ることが少なくない．正弦は sin の頭
文字の筆記体の S, 余弦は cos の c, 正接は
tan の t と，まったく数学とは関連のない暗
記法（暗記には有効かもしれないが）が，

しばしば利用され，教科書の教師用指導書

にまで紹介されている（大島ほか , 2003, pp. 
164, 167；松澤ほか , 2003, pp. 121, 124）．  
一方，三角比は，高校生に十分には理解

されていないようである．三角比・三角関

数の学習困難性が報告されている（cf. 長
岡 , 2003）のみならず，平成 14 年度高等学
校教育課程実施状況調査においても，三角

比に関する問題の通過率は 24%と低かった
（国立教育政策研究所 , 2004）．三角比学習
の困難性と暗記法との関連は定かでないが，

暗記は一般に概念の十分な理解へは導かな

い．暗記されたものは，多くの場合その概

念の特定の側面もしくは特定の表現でしか

なく，本来備えられるべき他の側面や他概

念とのつながりが薄い．  
では，三角比の学習はなぜ暗記に頼るこ

とが多いのか．暗記に頼るしかないのであ

ろうか．そもそも教科書は三角比のいかな

る概念理解をもたらしているのか．教師用

指導書にまで暗記法が紹介されていること

からすると，暗記に頼る要因は，生徒個人

にではなく，学校数学における概念の扱わ

れ方にあるのではないだろうか．  
これらの問いに答えるため，本稿では，

今日の教科書 [1]がもたらす三角比の概念理

解の様相を明らかにすることを試みる．ま

た，三角比と言ってもその領域は広いこと

から，三角比領域において最初に暗記に依

存することが少なくない三角比の導入部，

つまり定義に焦点を当てる．数学学習にお

いて，定義は前提であり暗記するものであ

る，と考えるのであれば，本稿は意味をな

さない．しかしながら，次章でより詳細に

述べるが，数学一般において，定義は所与

ではなく徐々に構成され変化すること，定

義が与える“意味”，つまり可能となる概念

理解が変化することを考慮すれば [2 ]，今日，

教科書で与えられている定義がもたらしう

る概念理解を明らかにすることは，十分意

義のあることと考える．  
なお，本研究の位置づけは，教授学的転

置理論  (Chevallard, 1991; 1992) の視点か
らすれば，教科書に見られる知識，教科書

が生徒に学習可能としている知識である

「教えるべき数学」としての三角比の本性

の一部を探ることである．転置理論の枠組
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みでは，「教えるべき数学」の他概念との繋

がりやその存在条件など「知識の生態  
(écologie de savoir)」を探ることが多いが，
本稿では，概念理解という，より認知的な

側面を探る．  
さて，概念理解の分析には様々なアプロ

ーチが考えられる．本稿では，その中でも，

認知的側面から概念理解をモデル化する

「記号論的表現のレジスター」 (Duval, 
1995; 2006; 2017) を分析ツールとして採用
する．暗記という活動が個人の認知的な活

動であるとすれば，この分析枠組みを用い

て今日の教科書の三角比の定義が生徒にも

たらす概念理解を明らかにすることにより，

三角比学習を暗記に導く要因も明らかにな

ると期待する．分析の主たるデータは教科

書である．だが，本稿ではさらに，レジス

ターの視点から別の概念理解をもたらすと

判断されるものを比較対象として提示する．

この別の概念理解は，19 世紀の教科書を分
析し導き出す．教科書の定義がもたらす概

念理解の他に，別の概念理解の可能性を例

示することは，今日の教科書がもたらす概

念理解の追究に対する助けとなる．同時に，

実際面を検討する上でも有用であろう．し

かしながら，本稿は，三角比指導の現状の

批判や，より優れたと思われるカリキュラ

ムや指導法を提案・主張することを目的と

するわけではない．現状の批判より，むし

ろ現状の把握を目的とする．その現状に対

し，何らかの対策をとる必要は喚起するか

もしれないが，ある特定の指導法を提案・

主張するわけではない．なぜならば，指導

法の提案・主張には，その実現可能性など，

本稿で扱わない，より実際的な側面を考慮

する必要があると考えるからである．本稿

は，あくまで基礎的な研究報告であり，実

際面は別の機会に検討したい．  
本稿の目的と方法をまとめると，次のと

おりである．  

教科書における三角比の定義がもたらす概

念理解を明らかにすることを目的とする．

そのために，今日の教科書をレジスターの

枠組みを用いて分析するとともに，19 世紀
の教科書から導かれる別の概念理解を提示

する．これらを通して，三角比の学習が暗

記中心になっている要因を明らかにする．  

本稿は 7 章からなる．第 2 章では，定義
に焦点を当てることが数学教育学の研究と

していかなる意味をもつのか示す．第 3 章
では，本研究の分析ツールとなる記号論的

表現のレジスターを概説するとともに，記

号論的表現を通していかに数学の活動や思

考を認知的な側面から分析できるか述べる．

第 4 章では，今日の教科書に用いられてい
るレジスターとその機能を特定する．つま

りこの章はデータ（教科書）の分析である．

さらに第 5 章では，データの分析結果をも
とに，それがもたらす概念理解について考

察する．第 6 章では，古い教科書に見られ
るレジスターとその性質を考察し，別の概

念理解の可能性を示す．そして，第 7 章を
終章とする．  
 
2. 定義について 

公理的にきれいに体系立てられ整理され

た数学は，長きにわたる数学的な活動の所

産であり，脱文脈化の結果である  (cf. 
Brousseau, 1997, pp. 21-22)．実際，このよ
うな数学では，その数学体系に含まれるあ

る概念が発生した際の文脈が削除され，あ

たかもある重要な定理を導くためにその概

念が必要となったかのように記述されるこ

とが多い．ラカトシュの言葉を援用すれば，
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「演繹主義的スタイル」で記述されること

が多いのである  (1980, pp. 172-174)．例え
ば，ユークリッドの『原論』第 1 巻（cf. 中
村幸四郎他訳 , 1971/1996）は，平面幾何学
の数学体系を非常に公理的に記述している．

その体系の提示の仕方は，当たり前のこと

だが，より基礎的なものから，より複雑な

ものへと配列されている．そして，最初の

方に出てくる公理（及び公準）・定義・命題

は，その多くが，後々の命題の証明に必要

となる．第 1 巻では，三平方の定理（の逆）
はあくまで最後の命題であり，最初の方で

は扱われないのである．こうした数学体系

は，あたかもこの公理的な体系や順序に基

づいて数学概念が発生してきたかのような

印象さえ与える．しかし，数学概念の発生

は，この公理体系のように順序立ててなさ

れるわけではない．それは，後世には消え

てしまったかもしれない何らかの文脈にお

ける必要に応じて発生してくる．そして多

くの場合，数学における厳密性という要請

に応えるために，後にその概念の定義が公

理等とともにより明確にされ，数学体系が

整備されるのである．つまり，概念の定義

はその文脈に応じて変化しているのである．

これらのことは，近代のヒルベルトによる

平面幾何学の公理化において，様々な概念

が再定義されていることからもよくわかる．

『原論』では「点は部分をもたないもの」

であり（ idem., p. 1），ヒルベルトの公理化
においては「三種類の物の集まり」の「第

一の集まり」が「点」である（ヒルベルト ,  
2005, p. 15）．この例はやや極端かもしれな
いが，ラカトシュ  (1980) では，より厳密
な証明の要請に応えるために，多面体等の

概念が拡張されることが数学史上の例とと

もに示されており，概念形成の過程におけ

る定義の変化が容易に見て取れる．  
一方，定義の変化は，それが与える“意

味”の変化でもある．ある概念が扱われ始

めた頃に，その定義から知ることができる

意味と，整理され無味乾燥になった数学体

系における定義から知ることができる意味

とは異なる．先の「点」の例においても，

それぞれから考えられる意味は大きく異な

るだろう．ヒルベルトの定義からは，通常

考えられる図形の“点”のイメージは浮か

ばない．実際，どんな“物”でも“点”に

なりうる．したがって，公理化され整理さ

れた数学の定義は，脱文脈化の結果であり，

定義からうかがい知ることのできる意味や

個人にもたらす概念理解は，その過程で変

化するのである．  
そこで本稿は，今日の学校数学で扱われ

る三角比の定義が与えうる意味を探ろうと

するものである．数学教育学における定義

の研究は，定義の役割や本性，定義する活

動など，これまで様々な側面を扱ってきた  
(e.g., Vinner, 1991; Borasi, 1992; De Villiers, 
1998; 清水 , 2000; Ouvrier-Buffet, 2006)．本
稿は，こうした定義という概念そのものの

性質を研究対象とするのではなく，三角比

の場合の定義がもたらしうる意味，つまり

学習者にもたらしうる概念理解の様相を研

究の対象とする．そして，さらに三角比の

定義が暗記に依存する要因を探りたいと思

うのである．  
 
3. 数学の活動・思考における記号論的表現 

数学教育学における記号論  (Semiotics) 
に関する研究は少なくない．数学的な対象

（関係を含む）の筆記された表現のみなら

ず，ジェスチャーなど人間の動きをひとつ

の表現と捉え，学習者による数学的な意味
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の構築における表現の役割なども議論され

ている（cf. Edwards, et al (Eds.), 2009）．記
号論は，言語学の領域で扱われることが多

いため，数学教育学研究においても，言語

学の用語がしばしば援用される．しかし，

数学では数学特有の記号が用いられること

から，本稿では，数学（数学教育ではなく）

における記号論的表現に焦点を当てた数学

教育学（厳密にはフランスを起源とする数

学教授学）の理論を用いる．Duval (1995; 
2006; 2017) の認知記号論である．  
(1) 記号論的表現 

表現が，数学において重要であることは

言うまでもない．わが国においても，数学

教育における様々な表現の重要さが指摘さ

れてきた  (中原 , 1995)．今日の学習指導要
領における数学的な表現の強調も，その重

要さ故と考えられる．しかし，本稿で記号

論的表現に焦点を当てる理由は，数学教育

におけるその重要性にあるのではなく，数

学の活動や思考を認知的な側面から記述す

るために記号論的表現の分析が非常に適し

ていることにある．つまり，記号論的表現

が，数学的な活動と思考の認知モデルにな

りうると考えるのである．  
ここで言う「記号論的表現  (semiotic 

representation)」とは，Duval に従い，「記号  
(signes) を利用することによって作られた
もの」  (1995, p. 2) とする．日常言語，数
字，式，グラフ，図など，あくまで記号に

よる表現を想定しており，内的な表現（つ

まり内的表象）は想定していない．  
ところで，わが国の先行研究には，「記号

的表現  (symbolic representation)」という概
念が存在する  (中原 , 1995, pp. 251-271)．こ
れは，一見，Duval の「記号論的表現」に
近いように思える．だが，両者は必ずしも

一致しない．Duval のものは，数学的対象
を表現する記号として図なども「記号論的

表現」に含め，「記号的表現」より広く捉え

たものである．むしろ，「記号論的表現」は

中原  (1995, p. 194) で「表現」と呼ばれて
いるものに近い．両者とも“表現”を扱う

ため共通する点はいくつか見られるものの，

表現に対するアプローチの仕方や焦点の当

て方は異なる．実際，Duval は，数学教育
における表現ではなく，数学における記号

論的表現に，そしてさらに記号論的表現の

中でも本章 3 節で扱うレジスターという記
号体系にのみ焦点を当てる．それにより，

数学的な活動や思考の認知モデルの構築を

試みるのである．そこでは，教育学でしば

しば考慮される規範性は見られない．  
二つの枠組みにはこれら以外にも様々な

相違があるであろう．理論枠組みの詳細な

比較はそれだけで一つの研究課題となるた

め別の機会にゆずり，本研究では，三角比

の概念理解をより詳細に分析できると思わ

れる Duval の記号論的表現についての枠
組みを分析ツールとして採用する．  
(2) 数学における記号論的表現の役割 

数学における記号論的表現の役割は，主

に二つ考えられる．一つは，数学的対象を

表現し伝達することである．数学的対象は，

抽象的な存在であり，それを直接知覚する

ことはできない．記号論的表現を通しての

み，人間はそれに触れることができる．先

にあげた平面幾何学における「点」を例に

考えてみよう．「点」は「部分をもたないも

のである」が，そのようなものは物理的に

は存在しない．紙に描いた点も，顕微鏡で

拡大すれば，幅があり部分がある．紙に描

いた点は，あくまでも数学的対象としての

点を物理的に表現したものである．抽象的
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な点を表現できるものは紙に描いた点に限

らないが，表現を通してのみ，数学的対象

としての点を知覚し伝達できるのである．  
一方，記号論的表現の役割は数学的対象

の表現・伝達のみではない．記号論的表現

は，われわれが数学的対象を扱い，数学的

な活動を行なうことを可能にする．これが

もう一つの記号論的表現の役割であり，

Duval が強調する機能である  (1995, pp. 
1-14; 2006, pp. 106-107)．ここで言う数学的
な活動とは，問題への解答や新たな数学的

対象を生み出したり，妥当性を判断したり

することである．数学においては，表現を

通してのみ数学的対象を扱うことができる

ため，数学的な活動や思考，さらにその発

展は表現に大きく依存する．  
Duval の前提は「sémiosis なしに noésis

はない」(1995, p. 4) である．前者の sémiosis
は，記号論的表現を捉え作り出すこと（つ

まり記号の操作）を指し，後者の noésis は，
ある対象を概念的に把握することや他の対

象との違いを区別すること，ある推理を理

解することなどの認知的な行為とその結果

を指す  (idem., p. 4)．ここで，人間は記号
論的表現を通してのみ数学的な活動や思考

をなすことができるとし，sémiosis と noésis
は切り離せないとするのである．  
このことは，数学史からもよくわかる．

代数記号を例に考えれば，16 世紀のカルダ
ノらの時代と現代の代数記号を用いる時代

では，可能な数学的思考が大きく異なる．

カルダノらは，方程式を解くために図と日

常言語を駆使した（cf. 『カジョリ初等数
学史』  (1997, p. 319)）．しかし，現代では
代数記号の計算のみで比較的容易に解ける

のである．  
この Duval の前提を認めるのであれば，

研究者は，記号論的表現の分析を通して，

学習者の考えや知識獲得の過程を明らかに

でき，困難性の根源を発見できる  (Duval, 
2006)．逆に言えば，記号論的表現を通さな
い思考の分析は，知識獲得の過程や困難性

の根源の解明には不十分なのである．  
(3) 記号体系と記号論的表現のレジスター 

記号論的表現もしくは記号の同種の集ま

りは，特有な規則とともに一つの体系を作

り上げる（「記号体系」と呼ぶ）．例えば， “1, 
2, 3 …” という数字の記号と  “+, –, =, …” 
の演算記号の集まりは，一つの記号体系を

構成する．ここで，数学における異なる記

号体系を考慮することが，Duval の認知記
号論で鍵となる．実際，数学教育学の研究

において，数学における記号論的表現の全

体を一つの記号体系として捉え，異なる記

号体系は必要ない，とする主張もある  (cf. 
Ernest, 2008a)．しかしこの後者の立場は，
数学や数学教育の特徴を統一的に説明しよ

うとする立場であり，学習者の数学的な活

動や思考とその発展を認知的側面から解明

しようとする Duval の立場とは目的が異な
ると考える．  
さて，Duval は数学における主な記号体

系を「記号論的表現のレジスター  (register 
of semiotic representation)」と呼ぶ（以下で
は，簡潔に「レジスター」とする）．ここで

「主な」としたが，これはすべての記号体

系が人間の知的活動や思考を可能にするわ

けではないからである．記号体系の中で，

次の三つの基本的な機能を備えるものが

「レジスター」である  (Duval, 1995)．  
「ある決まった体系において，何らかの

表現として特定可能である知覚的な形跡

もしくはその集まりを構成すること．次

に，体系に特有な規則のみにより，もと

− 27 −



 
 

の表現と比べてある知的貢献ができる別

の表現が得られるような仕方で，表現を

変換すること．最後に，ある体系におい

て作られた表現を，別の体系の表現に転

換すること．この際，後者の表現は表現

さ れ て い る も の に 関 わ る 別 の 意 義  
(signification) を明らかにする」 (p.21)[3] 
それぞれの意味するところを例とともに

見ていこう．第一の機能は，与えられた記

号が何らかの対象を表現し，同じ体系にお

いて別の対象の記号とは区別されることで

ある．例えば，代数記号体系の  ab2 と  (ab)2 
は，体系の規則に従い，異なる数学的対象

を示している．第二の機能は，体系内にお

いてある表現から別の表現に変換できる，

つまり別の表現を作り出せることである．

本稿では，この機能を Duval にならい「処
理  (treatment)」(2006, p. 111) と呼ぶ．例え
ば，演算記号を含んだ数記号体系では，2 + 
3 という記号が 5 という記号に変換・処理
できるところに，この機能が見られる．第

三の機能は，ある記号体系の表現から別の

記号体系の表現へ翻訳できる，つまり別の

記号体系の表現を作り出せることである．

本稿では，この機能を「転換  (conversion)」
(Duval, 2006, p. 112) もしくは「翻訳」と呼
ぶ．例えば，小数記号体系における 0.5 と
いう記号と，分数記号体系の 1/2 という記
号は，同じ数学的対象を表現しているため，

一方の記号体系から他方へ翻訳可能である． 
記号体系のこれらの三つの機能は，乱雑

な考えの整理や情報の探求などを可能にす

る．数学であれば，様々な推論や計算を進

めることが可能となる．一方，上の三つの

機能をもたない，つまりレジスターでない

記号体系も存在する．Duval (1995, p. 21) は，
体系内での処理をほとんど可能にしない交

通標識の記号体系やモールス信号を例とし

てあげている．また，先に触れたジェスチ

ャーなども，記号体系内での処理機能を備

えていないことや記号体系の規則が曖昧な

ことなどから，Duval の意味ではレジスタ
ーではない．  
なお，「レジスター」の語は，Duval の理論

に限らず，言語学でも利用される．Halliday

が中心となって構築した「機能言語学  

(Systemic Functional Linguistics)」と呼ばれる

言 語 学 の 一 領 域 が そ の 例 で あ る  (cf. 
Halliday and Matthiessen, 2004)．この領域の

枠組みは数学教育学研究でも近年援用され

るものだが  (cf. Ernest, 2008a; 2008b)，そこ
でも「レジスター」の語が登場し，言語が使

用される領域や場を意味するものとして用

いられている．わが国では「言語使用域」

と訳されるようである．しかし，この語は

Duval のものと大きく異なり，関連はない．  
(4) レジスター分析のもたらすもの 

本稿では，レジスターの「処理」と「転

換」の機能に焦点を当て，教科書に用いら

れている記号論的表現を分析する．換言す

れば，記号論的表現の処理と転換の視点か

ら三角比の概念理解を追求しようとするの

である．一見，記号論的表現の操作のみに

焦点を当てると，主体の認知的な活動の表

層しか捉えていないように思える．しかし，

用いられるレジスターを同定し，その処理

と転換の仕方を明らかにすることは，認知

的な活動について多くの情報を提供する．

簡潔に処理と転換において明らかにできる

ことを見ておこう．  
レジスターの処理においては，個々のレ

ジスターに固有な処理規則が存在し，レジ

スターによって，その規則が異なる．その

ため，用いられたレジスターを同定するこ
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とにより，可能となる処理操作や，操作に

伴う考えが明らかにできる．例えば，小数

と分数それぞれのレジスターを考えると，

0.05 + 0.75 と 1/20 + 3/4 という記号はそれ
ぞれ同じ数学的対象を表現している．しか

し，計算結果の 0.8 と 4/5 を生み出す処理
操作はそれぞれ大きく異なり，その処理に

伴う考え（例えば，繰り上がり，通分など）

も異なれば，経済性も異なるのである．  
一方，レジスターの転換・翻訳の視点か

らすれば，相互に翻訳可能なレジスターに

おいては，記号レベルで対応関係がある（例

えば 0.5 と 1/2）．数学の問題を解決する過
程では，あるレジスターから別のレジスタ

ーへこの対応関係を通して転換することに

より別のレジスターで処理を施すことが可

能となる．しかし，レジスター間の対応関

係は必ずしも一対一とは限らない．対応関

係をもつ記号もあれば，対応関係をもたな

い記号も存在する．そして，この対応関係

つまり翻訳可能性は，ある程度事前に決定

されているのである．さらに，たとえ対応

関係があったとしても，相互に対応する記

号 そ れ ぞ れ が 形 成 す る 「 意 義  
(signification)」も「意味  (référence)」も一
致しない．言語学のソシュールの言葉を用

いれば，記号体系における「記号表現  
(signifiant)」が異なれば，たとえ数学的対
象（指示対象：référent もしくは  objet）が
同じであっても，主体がもつ「記号内容  
(signifié)」は異なり，形成される「意義」
や「意味」も異なるのである．ここで「意

義」と「意味」は，フレーゲに倣って用い

ており，前者は「記号表現 (signifiant)」と
「記号内容」との関係，後者は「指示対象」

と「意義」との関係として捉えられる  
(Duval, 1995, pp. 62-64)．したがって，レジ

スターの対応関係を明らかにすることによ

り，可能となる数学的な活動や思考，さら

には子どもが形成可能な「意義」や「意味」

が明らかになってくるのである．  
 
4. 今日の教科書における三角比の定義 

本章では，教科書における三角比の領域

がいかなる数学的な活動・思考を可能とし

ているか探るため，教科書に用いられてい

る記号論的表現のレジスターとその本性を

分析する．ここでは三角比の導入部（定義），

特に鋭角の三角比に焦点を当てる．分析に

は，川中ほか  (2006), 飯高ほか  (2007), 岡
本ほか  (2007), 3 社の教科書を用いた．  
(1) 三角比の導入 

三角比は高等学校の数学 I で最初に登場
する．いずれの教科書も，相似から直角三

角形の辺の比が一定であることに注目し，

三角比を定義する．川中ほか  (2006)の教科
書では，図 1 のような相似の直角三角形を
もとに，直角三角形の底辺と高さの比が一

定であることを確認したのち，「PQ/OQ を
角 qの正接またはタンジェント  (tangent) 
といい，tan qで表す」 (p. 108) と正接を定
義している．  

 
図 1	 川中ほか  (2006, p. 108) 

その後さらに，図 2 のように，新たな直
角三角形の図とともに定義がまとめられて

いる．正弦と余弦の定義は，正接を定義し

たのち，ほぼ同様の文言と図で与えられる．

3 つの概念が類似の導入方法を採っている
ため，以下では正接を中心に分析を進める． 
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図 2	 川中ほか  (2006, p. 109) 
(2) 教科書に用いられている記号体系 

いずれの教科書でも，図表現，数表現，

代数表現，日本語表現の記号体系が混用さ

れていた．なお，本稿では，「図的な記号体

系」「数的な記号体系」「代数記号体系」「日

本語の記号体系」をそれぞれ簡潔に「図表

現」「数表現」「代数表現」「日本語表現」と

呼ぶことにする．  
図表現は，相似の関係を示す際，定義を

与える際に，例・例題などに用いられてい

る．その記号は，図 1 と図 2 で見られるよ
うに，直角三角形とその部分（辺となる線

分や角など），直角三角形に付随する図的な

記号（直角の印と角の印など）が中心であ

る．このレジスターでは，線分の長さや角

度などを視覚的に捉え（例えば，どちらが

長い，大きい，直角），処理することが可能

になる．三角比については，特に代数表現

における記号間の関係（例えば，角 A の対
辺の長さが a）を視覚的に捉えること（こ
の場合，代数表現と図表現間の翻訳がなさ

れている）が可能になる．  
数表現は，三角比の導入にはほとんど用

いられていないが，例や練習問題で，辺の

長さや角度，三角比の値を表現する際（例

えば， tan 45° = 1）に利用されている．こ
のレジスターは，生徒がもっともなじみ深

く，数値計算の処理が容易なことから非常

に操作的な記号体系である．しかしながら，

教科書では定義が一般的な形で与えられる

ため，次に記す代数表現が数表現の代わり

に多く用いられている．  
代数表現は，図表現と同様，頻繁に利用

されている．相似の三角形において辺の比

が一定であることが代数表現における処理

によって示され，定義の命題も代数表現の

記号で与えられている．さらに図の中にも

代数記号が用いられている．上の図に関連

したものでは，ローマ字やギリシャ文字を

用いた P, Q, PQ, OQ, P’Q’, OQ’, A, B, C, a, b, 
q, a や，分数の記号とともに少し塊となっ
た記号の PQ/OQ, tan q, a/b, さらにいくつ
かの記号を結ぶ  “=” の記号などが代数表
現の要素となっている．このレジスターは，

具体的な数値を用いずに一般形を示したり，

問題における未知数を表わしたりできる．

さらに，操作的（代数処理ができる）であ

ることは言うまでもない．  
最後に，日本語表現（もしくは日常言語

表現）は，図表現と代数表現との記号間の

対応の説明（例えば「図のように」「半直線

のなす角q」），他のレジスターにおける操

作・処理の説明（例えば「垂線を下ろす」），

三角比の名称・定義（例えば「正接という」）

などに用いられている．頻繁に用いられる

記号体系ではあるが，その操作性が代数表

現や数表現，図表現より乏しいことは否め

ない．特に，「正接」や「タンジェント」の

語は，日常では用いられない数学用語であ

り，他の用語との関連がほとんどない．少

なくとも，日本語として漢字だけを見れば，

一定の比と「正接」の語とのつながりはな

い．若干「正しく接する」などともとの語

の処理は可能だが，生成された語を正接の

定義で与えられた他の記号体系（図表現，

代数表現）へ翻訳はできない．このように

考えると，「正接」や「正弦」，「余弦」の語

は，教科書の中で日本語表現としてほとん

a

a

tan

tan

ba
b
a

=

=
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ど操作的でなく，レジスターとして捉えら

れるかどうかも疑問である．  
(3) レジスター間の対応関係 

ではこれらの異なるレジスターがお互い

にいかなる関係にあるか明らかにしたい．

ここで扱われている数学的対象は，点，線

分，角，その大きさ，正接，比の値などで

ある．これらの表現として用いられている

記号を，記号体系間の対応・翻訳の関係か

ら見ていく．  
① 基本図形単位とその大きさ 

数学的対象としての点，線分，角，その

大きさの表現をまず見ていこう（以下，点，

線分，角を「基本図形単位」と呼ぶ）．代数

表現においては，これらはすべて P, Q, PQ, 
OQ, P’Q’, OQ’, A, B, C, a, b, q, a の記号で
表現されている．図表現においても，基本

図形単位は，図 1 と図 2 のように表現され
る．点は線の交わるところ，線分はまっす

ぐな線，角は 2 本の交わる線で表現されて
いる．同じ数学的対象を代数表現の記号と

図表現の記号によってそれぞれ表現してい

るため，教科書では，基本図形単位におい

ては記号体系間の対応関係が一対一に存在

し，相互に翻訳可能と判断できる．  
一方，基本図形単位の大きさ（長さ，角

度）も，代数表現の記号のみならず，図表

現の記号として表現されている．線分の長

さは，線として図に示されており，角度は

2 本の交わる線として図に与えられている．
ここで，線分の長さと角度いずれの場合も，

図表現の記号は，ある基本図形単位とその

大きさという二つの数学的対象を表現して

いる．実際，図に描かれた線は，線分を表

現しているとも，線分の長さを表現してい

るとも解釈できる．言語学の言葉を用いれ

ば，一つの記号表現  (signifiant) が二つの

指示対象  (référent) を表現していると言え
る．一方，代数表現においては，線分と線

分の長さに異なる記号が用いられている

（例えば，BC と a）．このことから，図表
現と代数表現においては，記号体系間の対

応関係はあるものの，一対一の関係ではな

いと判断できる．しかし，大きさの代数表

現が図の中に与えられていることから，高

等学校では，これらの対応関係に対して大

きな認知的混乱は生じないであろう．  
このように，基本図形単位とその大きさ

においては，代数表現の記号と図表現の記

号との間に対応関係があり，ほぼ相互に翻

訳可能と言える [4 ]．この翻訳可能性により，

代数表現の記号を図表現上で視覚的に捉え

処理できるとともに，図表現の記号を代数

表現に翻訳し処理を施すことができるので

ある．  
② 正接と比の値 

次に正接と比の値の表現について見てい

こう．代数表現では tan a や a/b, PQ/OQ な
どの記号が与えられている．まず，a/b や
PQ/OQ は基本図形単位の大きさの記号を

分数の記号で組み合わせたものであり，こ

れらは比の値を表現したものである．ここ

で，この代数記号を比の値ではなく PQ:OQ 
のように関係（つまり，比）と見ることも

できる．しかし教科書では，「PQ/OQ の値」
や「値を求めよ」などの語が定義の前後に

利用されていることから，比の値と捉える

のが妥当であろう．  
さて，この比の値は図表現の記号として

いかに表現されているか．教科書の図表現

には，この比の値を表現する記号は見当た

らない．実際，与えられた図において「こ

の比の値  (a/b) はこの線分の長さ（もしく
は面積）です」といった情報は得られない．
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教科書では，対辺と底辺の比の値という数

学的対象は，a/b という代数表現の記号で
しか与えられていないのである．これは，

a/b として定義されている tan a について
も同様である．このことは当たり前のよう

だが，レジスターの視点からすると非常に

重要な点である．代数表現の記号である tan 
a や a/b が図表現に対応する記号をもたず，
相互に翻訳することができないとなると，

その数学的対象（比の値，正接）の図表現

での操作・処理も不可能となる．  
なお，教科書の定義では，代数表現の

PQ/OQ の比の値が一定であることが，図表
現の複数の相似直角三角形により表現され

ている（図 1）．平行線の定理に慣れ親しん
だ者や，複数の相似三角形を見れば一定の

比の値を考えることができる者であれば，

ここで，この図表現に「一定の値」といっ

た記号内容を与え，代数表現の PQ/OQ = c
や日本語表現の「一定の値」に翻訳可能で

あろう．しかし，これはあくまで値が一定

であることに対する記号論的表現であり，

正接の値の記号論的表現ではない．  
③ 等号：二項関係 

正接の定義では tan a = a/b, a = b tan a 
の記号が与えられ，等号が用いられている．

等号は，数学的対象としての二項関係もし

くは同値関係を表現した記号である．代数

表現のみならず数表現にも用いられる．こ

の数学的関係の表現を見ていこう． tan a = 
a/bについては，代数表現のみを考えれば，
代数的に表現された何かの値  (a/b) が tan 
a という別の記号に恣意的に定義として
結びつけられたものと捉えられる．ここで

は，両辺が同値だという以上の意味はない．

また，上で述べたように比の値 a/b は図表
現に対応する記号をもたないことから，こ

の等号に対応する記号が図表現に存在する

わけでもない．したがって，代数表現の tan 
a = a/b における等号を図表現へは翻訳で
きない．  
一方，a = b tan a の等号はどうであろう

か．代数表現のみを考えれば，等号は両辺

の同値関係を表現しているだけである．し

かし，教科書では示されていないが，左右

の記号の起源によっては，等号は他の記号

体系に表現をもちうる．  
例えば，a = b tan aの両辺の記号は，そ

れぞれ図表現から翻訳されたものと考えら

れる．実際，a は図表現に対応する線分 BC
をもつ．さらに，b tan a の値も線分 BC と
して表現されていると考えうる．すると，

両辺にある代数表現の記号が，それぞれ同

じ線分として表現されているから等号で結

ばれている，つまり等号は図表現における

「同じ線分」であることを代数表現に翻訳

したものと解釈できる．しかし，教科書で

「線分 BC の長さを b tan a と書き表わそ
う」としているわけでもないため，この解

釈はあくまで勝手な解釈であろう．  
また，a = b tan a が tan a = a/b から代数

表現における処理の結果生じたものである

ならば，等号は代数処理において保存され

たものであり，図表現に対応する関係や記

号は，やはりもたない．  
④ 日本語表現 

ここまで主に代数表現と図表現の対応関

係を見てきた．しかし，教科書で与えられ

た日本語表現も代数表現，図表現とそれぞ

れに対応関係をもつ．  
図表現をもたなかった代数表現の記号

a/b は，「辺の比」もしくは「正接」などの
日本語表現の記号に対応し，代数表現の等

号は「～を～と書く」といった文章に対応

− 32 −



 
 

する．教科書では必ずしも代数表現のすべ

ての記号に日本語表現の記号を与えている

わけではないが，両者の記号体系には対応

関係が多く，相互に翻訳可能である．  
一方，日本語表現と図表現の対応関係は，

代数表現と図表現の対応関係に近い．「辺の

比」や「正接」の語は図表現に対応する記

号をもたないが，基本図形単位とその大き

さを表現する「点」「線分」「角」などの語

は，図表現に対応する記号をもち，翻訳可

能である．  
(4) 分析結果のまとめ 

以上，教科書の三角比の導入部における

記号論的表現の分析結果を示した．今回は

三社の教科書のみを分析に利用したが，三

角比の導入部は高等学校数学 I の多くの教
科書で類似したものであり，他の教科書に

もあてはまる結果であろう．  
ここまでの分析結果をまとめてみると，

おおよそ図 3 のように図式化できる．図表
現と代数表現の間には，点，線分，角など

の基本図形単位において対応関係があるも

のの，正接の定義に用いられている比の値

や等号においては対応関係がほとんどない．

日本語表現においては，代数表現と多くの

対応関係が見られるものの，図表現との対

応関係は代数表現とそれとの関係と大きな

違いはなく，さらに，記号体系内で処理を

施すことが難しかった．  

 

図 3	 今日の教科書での記号体系間の対応  
 

5. 考察：今日の教科書がもたらす概念理解 

ここでは，第 4 章で得られた分析結果を
もとに，今日の教科書がもたらす三角比の

概念理解について考察してみたい．	

(1) 図表現の小さな役割の帰結 

レジスターの転換・翻訳の視点からすれ

ば，三角比の導入部において，図表現と代

数表現（さらには日本語表現）の記号体系

間の対応関係は貧困であった．定義に用い

られる基本図形単位（点，線分，角）にお

いては，相互に翻訳可能であったが，比の

値や同値関係については，代数表現にはそ

の表現をもつものの（a/b など），図表現に
はもたなかった．そのため，図表現では，

点や線分，角などの位置関係を示すことが

主となり，三角比自体の処理や操作が行な

えなかった．図表現が，記号体系として，

限られた役割しか果たしていないと言える．

このことは，代数表現のレジスターで三角

比を扱うことに導く．代数表現において三

角比に対する十分な意味を生徒に構築させ

ることができればよいが，一つのレジスタ

ーのみでは限界があろう．  
正弦の定義の概念理解を例に考えてみよ

う．ある直角三角形 ABC（角の対辺の長さ
を a, b, c とする）の正弦  sin A を考える．
ここで，教科書のように，正弦が辺の比の

値であるという考えを相似の直角三角形か

ら学習していたとする．すると，正弦が，

代数表現の記号としては m/n という形に表
現されることに容易に導かれる．では，m, n
に何を入れるのか．直角三角形は 3 つの辺
をもつ．相似の直角三角形においては，い

ずれの 2 つを取ってもその比は等しく，3
つの組み合わせが可能である．そのうちい

ずれか 1つの組み合わせが正弦の m, nに用
いられ，他の組み合わせは正弦として認め
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られない．さらに，正弦に用いる 2 辺にお
いて，その長さの比の値は，a/b と b/a の 2
つの可能性があり，どちらか一方のみが正

弦である．前者が正弦であれば，後者は正

弦ではない（実際，後者は「余割」「コセカ

ント」と呼ばれる） [5]．  
したがって，正弦を与えるためには，2

つの決定を下さなければならない（どの 2
辺，どちらを分母にするか）．しかし，教科

書の図では，正弦が表現されておらず，図

表現で，この 2 つの決定は下せないのであ
る．代数表現でそのことをうまく決定でき

ればよいが，sin A = m/n という記号のみで
は，m と n に何を入れるべきか教えてくれ
ない．すると，図表現のどの辺・どちらを

分母にするかの決定は，教科書において数

学的な根拠をもちえない．そのため，sin A 
= a/b（対辺／斜辺）の理由づけを「教科書
もしくは教師が言っているから」などとい

う権威的な根拠に頼らざるを得なくなり，

m, n に何を入れるのかは暗記に委ねられる． 
このように，今回分析した教科書では，

正弦等を図表現の記号で表現・処理できな

いために，権威と暗記に頼った正弦の概念

理解しか可能にしないのである．  
(2) 三角比の暗記法 

なお，わが国の高等学校でしばしば用い

られる三角比の暗記法（正弦・余弦・正接

に筆記体の S, c, t をあてる） [6]は，まさに

前節の問題を解消するためのものである．

この暗記法は，図表現が本来備えるべきも

の，教科書に欠けていたものを補っている，

と捉えられる．実際，この暗記法では，図

表現が，用いる 2 辺と分母・分子の位置の
2 点を同時に教えてくれる．しかし当然な
がら，暗記法で与えられた図的な意味は，

数学的な意味ではない．筆記体の S, c, t は

数学的対象の図表現の記号（例えばある線

分）ではないため，数学の他の概念との関

係をもつことや何かの処理を施すことはで

きない．つまり，この暗記法では，教科書

同様，図表現というレジスターで三角比を

扱えず，教科書以上の概念理解を可能とは

しないのである．  
(3) 実社会の文脈：三角比の実用性 

以上のように，レジスターの視点からす

れば，教科書の定義も三角比の暗記法も大

した概念理解を促さない．ところで，三角

比の領域では，測量など現実世界の文脈が

しばしば利用される．これは，生徒が数学

の意義を感得できるように，と考えられた

ものであろう．測量の文脈は，生徒の概念

理解を促進するか．  
三角比の起源は，測量や天文学の計算に

あると言われている．すると，三角比を必

要とする測量の文脈を三角比の導入に利用

することは，三角比という概念に大きな意

味を与えそうである．しかし，レジスター

の視点からすると，この文脈は必ずしも概

念理解を促進するものではない．なぜなら

ば，測量の場面は，新たなレジスターを三

角比に提供するわけではなく，新たな処理

や転換を既存のレジスターに促すわけでも

ないからである．教科書で与えられた現実

の場面はすでに紙上に表現されており，そ

れを少し一般化した紙上の三角形の図と比

べてみても，記号体系としては，さほど違

いがない．小学校の算数では，現実社会の

文脈や具体物の利用がしばしばなされるが，

これらは三角比の測量の文脈とはその本質

が大きく異なるのである．例えば，四則演

算の授業で具体物（例えば，おはじき）を

利用することは，演算において数表現とは

異なるレジスターを用いることである．実
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際，具体物には操作や配列の規則が存在し，

処理が施せるものである．一方，測量の場

面は，レジスターとして何か特別の処理を

施せるものでもない．  
なお，これらの見解は，あくまでレジス

ターの視点から測量の文脈を捉えた場合の

ものである．別の視点からすれば，別の概

念理解をもたらすとの判断も可能だろう．

例えば，概念が必要となる状況を考慮に入

れる教授学的状況理論  (Brousseau, 1997) 
の視点からすれば，測量は三角比の必要性

や発生に対して一つの文脈を与えると判断

されうる．したがって，いかなる分析枠組

みも十全ではなく，説明できる概念理解は

用いる枠組みによるのである．しかし，本

稿から，少なくともレジスターの視点が三

角比の概念理解の中心的な部分を説明して

いると言えるのではないか．  
 

6. 19 世紀の教科書における正弦・余弦等 

ここまで，今日の教科書の三角比におけ

るレジスターの特徴，特にレジスター間の

対応関係が貧困であることを示し，それが

もたらす三角比の概念理解について考察し

た．しかし，これはあくまで今日の教科書

においてのことである．数学が発展してき

た過程では，レジスターの働きが大きく異

なる．以下，異なる概念理解の可能性を示

し，今日の教科書のもたらす概念理解に対

する比較対象を提示するとともに，三角比

指導へのヒントを示したい．  
三角比は，それに相当するものが古くは

古代ギリシャ時代から異なった地で測量に

使われてきたと言われる．しかしそこまで

さかのぼらずとも，18, 19 世紀の平面三角
法や測量の教科書を見れば，そこにはレジ

スター間の対応が非常に多い，特に図表現

での処理を可能にした「三角比」の定義 [7]

が見られる．  
正弦・余弦等は，ヨーロッパの教科書を

見ても，わが国の教科書を見ても，19 世紀
頃までは円における弧（もしくは角度）に

対する線分として定義されていた [8]．例え

ば，重版を重ねたラクロワの三角法の教科

書  (Lacroix, 1807) では，正弦が「弧の正弦  
(sinus) は，その弧の一方の端点から他方の
端点を通る半径へおろした垂線である」(p. 
4) と定義されており，余弦は「任意の弧の
余 弦  (cosinus) は ， そ の 弧 の 残 り  
(complément) の正弦であり，中心と正弦の
足との間の半径の一部に等しい」 (p. 4) と
されている．線分として定義されているた

めに，フランスでは正弦・余弦等をまとめ

て「三角線  (lignes trigonométriques)」 (cf. 
Lacroix, 1807; Guilmin, 1863)と呼んでいた．
また，わが国においても，福田理軒  (1856) 
の『測量集成  四』の二編巻之一では，「八
線」の名のもとに線分の名称として，図 4
のようにある角度に対する線分として正

弦・余弦等が定義されている．ここで，正

弦は角の正面の半弦であり，余弦は余角の

正弦つまり余角の正面の半弦であり，正接

は正面の接線との交点までの線分である．  

 
図 4	 福田理軒『測量集成  四』 (1856) 
このように正弦・余弦等が図表現で線分

として定義されると，レジスターにおける
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処理と対応関係は，今日の教科書と大きく

異なる．三角比を図表現で扱うことのでき

なかった今日の教科書に対し，古い教科書

では図表現で処理することが可能になるの

である．例えば，正弦と余弦の値を比べる

こと，正弦と余弦のそれぞれの長さの自乗

の和が円の半径の自乗になること，余弦と

正弦との比が正接と半径の比に等しいこと

（図 4 のもっとも大きな直角三角形は底辺
が半径で高さが正接，その中の直角三角形

は底辺が余弦で高さが正弦），などが図表現

の処理で導かれる．さらに，図表現で定義

されているため，先に述べた正弦にどの 2
辺を用いるか，a/b か b/a かといった問題も
生じない．  
また，日本語表現においても，それぞれ

の漢字が図表現において対応する記号が存

在し，日本語表現から図表現への翻訳も容

易になる．今日の教科書では，「正接」など

の日本語表現から別の日本語表現はほとん

ど生成できない．生徒にすれば，「正接」で

なくとも他のいかなる語でも変わりはない．

しかし，上述の正弦・余弦等の定義（図 4）
では，日本語表現における処理も可能にな

り，レジスターとしての機能も備わる．例

えば，「余弦」から「余角の弦」を作り出す

ことができるとともに，日本語表現の「余

角の弦」から，さらに図表現の対応する角

や線分への翻訳も可能となる．つまり，図

表現と日本語表現の間で定義に関して，対

応関係をもつことができるのである．  
ここで示した正弦・余弦等の定義におけ

るレジスターの相互関係をまとめると，図

5 のように図式化できるだろう．三つの記
号体系間の対応・翻訳においても，さらに

それぞれの記号体系での処理が今日の教科

書以上に可能になる．つまり，これらのレ

ジスターのもたらす概念理解は，今日の教

科書より豊かなものとなるのである．  

 

図 5	 測量集成での記号体系間の対応 [9] 
 
7. おわりに 

本稿の目的は，レジスター分析により，

教科書の三角比導入部の定義が生徒にいか

なる数学的な活動や思考，また，いかなる

概念理解をもたらすかを示すことであった．

その結果として，今日の教科書が複数のレ

ジスターでの十分な処理と転換を可能とし

ないことを明らかにし，それが暗記中心の

学習に導いていること，教科書のみを用い

て三角比の概念を十分に理解することは難

しいことを示した．特に，今日の教科書で

与えられている図表現はレジスターの役割

を十分果たしていなかった．三角比領域の

学習・指導において暗記依存を望まないの

であれば，代数表現のレジスターだけでな

く，三角比自体の処理をはじめとする操作

（認知活動）を可能とする他のレジスター

が必要である．  
また第 6 章では，古い教科書から正弦・

余弦等を線分として定義する場合を取り上

げ，そこでのレジスターの機能が，今日の

教科書と大きく異なることを示した．この

定義で与えられた図表現は，レジスターと

しての機能を果たしており，三角比の操作

を可能にした．近年，三角比を線分もしく

は線分の長さとして導入することが提案さ

れている（長岡 , 2003；熊倉 , 2006; 楠田 , 
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2007）．これらの提案が三角比の概念理解を
より豊かにすることを本稿が裏付けている

と言えるのではないか．  
なお，本稿では，あくまで平面幾何にお

ける三角比についての扱いについて述べた．

これが解析領域で三角関数として拡張して

扱われる場合は，座標表現など新たなレジ

スターが用いられることもあり，その概念

理解の様相はさらに異なったものになると

思われる．その検討は今後の課題としたい． 
 
注  
[1] 本研究は少し前に実施したものであり，
分析した教科書はそのときのものである．

ただし，三角比の定義の仕方に実質的な変

化はない．  
[2] 本稿では，「概念理解」という語と「意味」
という語をほぼ同義に用いる．いずれもレ

ジスターという概念によってモデル化さ

れるものである．しかしながら，「意義 
(signification)」や「意味  (référence)」とい
う語は，言語学の概念でもあるため，その

際は明記することにする．  
[3] 筆者訳．下線は原文で斜体．  
[4] 基本図形単位とその大きさにおける対応
関係をより詳細に見ると，翻訳規則が存在

する．大文字のローマ字が点に，大文字の

ローマ字を二つ合わせたものが線分に，小

文字のローマ字が線分の長さに，ギリシャ

文字は角度に対応している．  
[5] これは比としてやや特殊である．黄金比
であれば，(Ö5 + 1)/2 としても，その逆数
である(Ö5 – 1)/2 としても，さほど問題は
ないが，三角比はそうはいかない．  

[6] フランスや米国では，この暗記法ではな
く ， SOH, CAH, TOA (O: opposite; H: 
hypotenuse; A: adjacent) の暗記法がしばし
ば用いられる．  

[7] 本節で述べるように，18, 19 世紀の教科
書では，線分の名称として「正弦」や「余

弦」の語が用いられているため，「三角比」

の語は不適切である．そこで本稿では，線

分で定義されている場合には，「三角比」

の代わりに「正弦・余弦等」の語を用いる．   
[8] 線分として正弦・余弦等を定義した場合，

線分の長さがその値となる．すると，単位

円を用いなければ，当然ながら今日の三角

比の値には対応しない．Lacroix (1807) で
は，単位円ではなく半径 R の円で定義され，
様々な公式に半径 R が出てくる．例えば，
加法定理は，sin (a + b) = (sin a cos b + cos a 
sin b) / R である  (p. 30)．また，福田理軒  
(1856) においても，半径が 10,000,000 の場
合の正弦・余弦等の長さが求められている．

一方フランスでは，19 世紀中期になると，
線分として正弦・余弦等を定義したのち，

その値を単位円における線分の長さとす

る  (Guilmin, 1863, pp. 3-5)．  
[9] この図では，「代数表現」としたが，『測
量集成  四』では，代数表現の代わりに数
表現が用いられている．  
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高等学校数学 B「ベクトル」における概念形成過程に関する研究 

 

 

佐々木 文弥 

上越教育大学大学院修士課程 3 年 

 

1. はじめに 

 昨年度末，高等学校学習指導要領が改訂さ

れた。今回の改訂の基本方針の一つとして

「主体的・対話的で深い学び」の実現に向け

た授業改善の推進が挙げられている。高等学

校学習指導要領解説数学編理数編には，「数

学に関わる事象や，日常生活や社会に関わる

事象について，数学的な見方・考え方を働か

せ，数学的活動を通して，新しい概念を形成

したり，よりよい方法を見いだしたりするな

ど，新たな知識・技能を身に付けてそれらを

統合し，思考，態度が変容する「深い学び」

を実現することが求められる。」（p．133）と

記述されている。現在，数学 B に位置づけら

れている「ベクトル」は，全く新しい概念を

学ぶことができる単元であると考える。筆者

は，ベクトルの学習は新たな概念を形成する

ことや，思考，態度が変容でき，「深い学

び」を実現できる単元の一つだと考える。し

かしながら，学習指導要領改訂に伴い，これ

まで数学 B に位置づけられていたベクトル

は，新設された数学 C へ移行となり，一部の

高校生のみが履修可能の単元となった。その

背景として，ベクトルには全く新しい概念を

学習するにあたり，様々な困難性が指摘され

ていることが考えられる。 

 ベクトルの学習について，白川（2004，2005）

は高校 3 年生を対象としたベクトルの理解に

関するアンケート調査を行っている。その結

果，学習者には内積の定義の混乱や，ベクト

ルの相等性の無理解などを明らかにしている。

佐々木（2018）は，ベクトルを学習し，数年

経過した大学生に対し次の図 1 に示したアン

ケート調査を行った。 

この問題に対し，「（2）四角形 ABCD」を誤答

（イ・ウ）する回答者が 28 人中 11 人おり，

「平行四辺形ではないから」や，「辺の長さが

異なるから」を理由として挙げていた。この

調査から，ベクトルを学習し，数年経過した

大学生には，ベクトルに対して適切な概念が

身についていない事が明らかとなっている。 

 ベクトルは，算数・数学学習において全く

新しい概念を身につけなければならず，高等

学校の数学において，理解が困難な場面が多

い単元である。山口（1995）は，ベクトルを

規定する，「大きさと向きを持つ量」という表

現が生徒にとって捉えづらいことや，位置が

異なっても大きさと向きが等しいならば同じ

ものとみなすベクトルの同等を理解すること

が，学習者にとって困難であると述べている。

図１：大学生に対するベクトルの 

アンケート（佐々木，2018） 
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実際の指導場面での「ベクトル」の学習にお

いては，「ベクトルは矢印である」というよう

な，誤った「ベクトル」概念が形成されてい

ることがよく見受けられる。「ベクトル」の適

正な概念形成のためには，現在の「ベクトル」

学習における困難性とその要因を明らかにす

る必要がある。その上で，学習者がどの様に

ベクトルの困難性を乗り越え，素朴概念を新

しい概念へと修正し，ベクトルの概念を形成

していくのか，その過程を捉えなければなら

ない。 

 本研究の目的は，心理学および数学教育学

の概念変化研究を手がかりとし，高等学校数

学 B「ベクトル」の学習において，学習者がど

の様にして「ベクトル」の適正な概念を形成

していくのか，その概念形成過程を明らかに

することである。 

 

2. 「ベクトル」の学習における困難性の要因 

 ベクトルの学習には，図など視覚的なもの

による表現を用いることが非常に多い。ここ

では，図や記号には，どのような機能を有す

るのか，Skemp（1973）の「心像」と，中原（1995）

の「図的表現の抽象性モデル」を参考にする。 

 

2.1. R.R.Skemp（1973）の「心像」（mental 

image） 

Skemp（1973）は，「心像」（mental image）

の特徴を，次のように説明している。 

 

「すでに早く 1880 年代に，ゴールトンは，

人々は極めて異なる種類の心像を持つこと

を見出している。ある人は，ゴールトンと同

様，強い視覚的心像をもっているし，全く心

像をもたず，主として言葉で考える人もある。

これは，今日も依然として通用する。そうし

てまた，どちらかを多用するにしても，両方

を使いうる人もある（しかし，どんな種類の

イメージを使うか，あるいは，実のところイ

メージを使うか使わないかさえ決定するの

は容易ではない）。」（Skemp，1973，p．83 / 

訳：藤永・銀林） 

 

 視覚的なイメージを持つか，持たないかは

学習者に依存するものであり，どの様なイメ

ージを持つのかについてもまた，学習者に依

存するものである。 

次に，Skemp（1973）は，「視覚的記号」と

いう語を用いて，次のように写真と言葉の違

いを説明している。 

 

 「写真と言葉との 2 種類の記号の主な相違

とは，一方が，その集合中の典型であるよう

に見えるのに対し，他方は，そのようには聞

こえないという点である。それゆえ，この視

覚的記号は，対応する言語記号よりも，いか

なる意味でも，その概念とより密接な結び付

きをもっている。同じことが，幾何学的記号

についてもいえる。次は幾何学的記号である。 

これは，それに対応する言語記号である。 

円 

幾何学的記号の概念への近似性は，利点と

欠点の双方をともに含んでいる。利点は，概

念の特性を忠実に喚起できる点にある。この

ことは，とくに，幾つかの概念を一緒に視覚

的に表現しようとするときによくあてはま

る。図式的表現は言語的表現にくらべてこれ

らの概念のあいだの関係をはるかに明確に

示すことができる。 

視覚的記号のもつ不利な点は，それを伝達

するためには書いて見せなければならない

図 2：Skemp（1973）による幾何学的記号の例 

図 3：Skemp（1973）による言語記号の例 
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表 1：中原（1995）による図的表現の

抽象性レベル（p.238） 

ことである。―しかし，紙や鉛筆，黒板やチ

ョークを使うのはやさしい。問題は，視覚的

記号が特定の円や接線ではなくて，変数―現

に見ているような中心や半径をもったこの

円ではなく円一般を表すことを銘記してお

かなければならないことである。言葉は，必

然的にこの事情を意識させる。図式は，特定

の円その他しか表すことができないから，わ

れわれは，特定の性質を無視して，その表象

する一般的性質を扱うように努めなければ

ならないのである。それは，より具体的な段

階にあるから，われわれは，自分自身である

種の抽象を行わなければならない。」（Skemp，

1973，p.88-89 / 訳：藤永・銀林） 

 

 このことから，言語的記号と視覚的記号に

は，利点，欠点の両方を持ち合わせているこ

とが分かる。視覚的記号の利点は，対応する

言語的記号よりも，その概念とより密接な結

び付きをもっていることである。視覚的記号

の欠点は，他者への伝達が困難なものであり，

特定の条件におけるものを示しやすいことが

挙げられる。言語的記号の利点は，他者への

伝達が容易なものであり，一般的性質を示し

やすい。言語的記号の欠点は，視覚的記号に

比べ，対象の概念との結びつきが弱いことで

ある。 

Skemp（1973）が述べている通り，視覚的記

号は，その概念の特殊なものしか表すことが

できない。そのため，学習者は自分自身であ

る種の抽象を行わなければならない。ベクト

ルの学習にもこのことは適用できるだろう。

「向きと大きさをもった量」として黒板やノ

ートに描かれる「ベクトル」とは，「有向線分」

を示すものであり，視覚的記号にすることで，

「位置に左右されない」性質は表象されなく

なる。そのため，ベクトルの学習において困

難性がみられる学習者には，与えられた視覚

的表現を個人の中で抽象化できていないこと

が考えられる。このことは，ベクトルの学習

における困難性の要因として挙げることがで

きる。 

次に，中原（1995）を参考にし，視覚的表

現の類別を行う。このことは，ベクトルの学

習の困難性の要因を更に浮き彫りにすること

を狙いとしている。 

 

2.2. 中原（1995）の先行研究とベクトルの図

的表現の抽象性レベル 

 次に，ベクトルの図的表現の抽象性レベル

について述べる。中原（1995）は，図的表現

を表現方法の抽象性レベルに着目をして次の

3 つのレベルに分類している。 

 

 

この 3 つのレベルにおいて，中原（1995）

は，数学教育における例として，金魚が 12 匹

いることを表す次の図のような図的表現が挙

げている。 

 これらの分類をもとにし，次に，数学 B の

教科書（数研出版）におけるベクトルの図的

表現を考察することとする。次に示すのは，

現行の学習指導要領における数学 B の教科書

（数研出版）による図の記述である。 

具象的レベル…実物の描写やそれに近い表現 

抽象的レベル…対象を基本的要素に還元して

表現 

記号的レベル…符号化された記号による表現 

図 4：中原（1995）による数学教育における

抽象性レベルの例（p.239） 
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図 5 から，ベクトルの教科書による図的表

現として，ベクトルを矢線で表している部分

は，抽象的レベルによって記述されている。

また，抽象的レベルに付随した記述として，

�⃗�，�⃗⃗�を用いた記号的レベルでの記述がなさ

れていることがわかる。 

ベクトルの学習における図的表現の抽象性

レベルとして，具象的レベルでの記述はかな

り難しいだろう。例えば，力の向きを表すよ

うな図を用意したとしても，ベクトルを矢線

として表すことで，必ず抽象的レベルでの記

述が含まれてしまうと考える。次に，具象的

レベルと抽象的レベルの特徴の違いによって

生じる困難性について述べる。 

中原（1995）は具象的レベルによる表現と

抽象的レベルによる表現とは，その機能に違

いがあることを指摘し，次のような違いを挙

げている。 

具象的レベル…特殊的，個別的な意味を伝える 

抽象的レベル…一般的，包括的，本質的な意味

を伝える 

 このことは，ベクトルの困難性に関わる大

きな要因であると考えられる。具象的レベル

にて，特殊的，個別的な意味を伝える。抽象

的レベルにおいては一般的，包括的，本質的

な意味を伝える違いがある。それに対し，ベ

クトルの学習では，具象的レベルの図的表現

を記述することは非常に難しい。そのため，

前節にて挙げた，ベクトルの学習においての

困難性として示された，「ベクトルは位置に依

らないこと」といった困難性の要因として，

本来ならば具象的レベルでの図的表現から，

抽象的レベルでの図的表現に段階を踏んで学

習がおこなわれるのに対し，ベクトルの学習

では，抽象的レベルのみでしか学習を行うこ

とができないため，学習者にとって，特殊的，

個別的な性質のものと一般的，包括的な性質

のものの区別が非常につきにくいのではない

かと考えられる。 

 

2.3. 中原（1995）の表現方法の抽象性レベル

についての分類 

 ここでは，具象的レベルの説明である「実

物の描写やそれに近い表現」の捉え方につい

て考察を進める。中原（1995）は，「金魚」と

いう具体物を用いて具象的レベルを表現して

いるが，先述したようにベクトルそのものは，

「動き」を表すものであるため，具象的レベ

ルの図にすることはできないだろう。具象的

レベルについて考察を進めるため，具象的レ

ベルを 2 つの視点により更に分類をすすめる。

1 つ目の視点として，具象的レベルを，「動的」

なものと「静的」なものに分類することであ

る。2 つ目の視点として，具象的レベルを「現

実の場面で記述可能」なものと「数学の世界

でのみ説明される」ものに分類することであ

る。それぞれの視点を以下に考察していく。 

 

2.3.1. 具象的レベルを「動的」なものと「静

的」なものに分類すること 

 「静的」なものとは，中原（1995）の例示

である「金魚が 12 匹」や，加減乗除の計算な

どが挙げられる。「静的」なものには，具体物

そのものを用いて表現することが可能である。 

 「動的」なものとは，「ベクトル」や，「速

さ（割合）」などが挙げられる。ベクトルは，

図的表現をしようとすると，有向線分や，記

図 5：ベクトルの加法の教科書による記述 

  （数研出版，2017，p．8） 

表 2：中原（1995）による抽象性レベル

の特徴（p.239） 
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号表現を用いなければならず，抽象的レベル

または記号的レベルでの記述になってしまう。

そのため，具象的レベルで表現することは非

常に困難である。速さについても，動的な表

現を図として表すのは非常に困難である。 

 

2.3.2. 具象的レベルを，「現実の場面で説明

可能」なものと「数学の世界でのみ説

明されるもの」に分類すること 

 「現実の場面で説明可能」なものとは，先

に挙げた「金魚が 12 匹」，「速さ（割合）」な

どが挙げられる。その要素として，現実の場

面に着目した文章題を作成できたり，実際の

体験により問題の解答を確かめたりできる，

ということが挙げられる。 

 「数学の世界でのみ説明されるもの」とは，

「負の数の乗除」，「虚数，複素数」の数概念

に関わるものが挙げられる。負の数の乗除の

文章題では，「東の方角を正，西の方角を負と

すると…」という前置きがよく見られる。先

に述べた「現実の場面で説明可能」と大きく

異なる点は，学習者の直観から離れ，現実場

面を形式的に数学の世界に移行させなければ

ならないことである。実数から拡張される「虚

数，複素数」においては，現実の場面におい

て説明ができるものは少ないと考える。この

分類においては，「ベクトル」は，「現実の場

面だが説明不可能」であるだろう。なぜなら

ば，「物体を押す力」や「引っ張られる力」な

どは，速さと同じで直接目に見えなくても体

験によって学習者が感得することが可能であ

る。その点においては，「現実の場面」を表し

ていると言える。しかしながら，「説明可能」

という点では先述した通りベクトルそのもの

を具象的に表記することは不可能であるため，

数学の世界でしか説明ができない。 

 

2.4.具象的レベルの分類について 

 以上の具象的レベルに対する捉え方から，

具象的レベルに関して，次の図 6 を作成した。 

 

 図 6 による分類とは，第一に，具象的レベ

ルが有るものと具象的レベルが無いものに分

類し，具象的レベルが有るものは，現実の場

面で説明が可能であり，具象的レベルが無い

ものは数学の世界でのみ説明される。数学の

世界でのみ説明されるものとは，例えば，負

の数の乗法や虚数など，数学の言語の中から

演繹されるものを指す。他方，現実の場面に

おいて説明可能なものとは，現実の場面に着

目した文章題を作成できたり，実際の体験に

より問題の解答を確かめたりできるものが挙

げられる。 

 さらに，現実の場面で説明可能なものを，

図示による記述が可能であるか分類し，記述

が可能であるものを静的表現，記述が不可能

であるものを動的表現として捉える。記述が

可能である静的表現とは，正の数の加減乗除

など，具体物をそのまま図示することができ

るものが挙げられる。記述が不可能である動

的表現とは，ベクトルや，速さなどが挙げら

れる。なぜならば，ベクトルを例に挙げると，

「物体を押す力」や，「引っ張られる力」，「風

力とその風向き」など，直接，目には見えな

くとも実体験によってその存在を感得するこ

とが可能である。しかしながら，視覚的表現

で図示するときに，ベクトルそのものを具象

的レベルでの表現をすることは不可能であり，

有向線分による抽象的レベルや，�⃗�  や �⃗⃗�  と

いった記号的レベルの表現でのみ記述が可能

である。 

図 6：具象的レベルの分類 

− 43 −



 以上の分類により，ベクトルの単元は動的

な表現を用いる単元であり，現実の場面で説

明が可能であるが，具象的レベルでの視覚的

な記述が困難である単元だと捉えることがで

きる。しかしながら，現実の場面による説明

が可能であるにもかかわらず，学習者はベク

トルを抽象的レベルや記号的レベルで捉えて

いることが多い。具象的レベルとして捉える

ことが可能であるのに，抽象的レベルで捉え

てしまうことによる問題点として，中原（1995）

の表現方法のレベルの違いによる，伝達され

る特徴の違いが挙げられる。具象的レベルに

よる特殊的，個別的な特徴を，数学の世界に

おいて抽象的レベルに移行させることで，一

般的，包括的，本質的な意味が見えてくるよ

うな学習段階が望ましい。しかしながら，抽

象的レベルのみしか獲得していない学習者に

は，学習したことが一般的な性質であるのか，

特殊的な性質であるのかの判別が非常に難し

いものとなるだろう。このような表現方法の

抽象性レベルによって，前節で挙げた佐々木

（2018）のアンケート調査や，山口（1995）

の指摘に見られるような困難性を生じてしま

う一つの要因として同定できる。 

 

3.本研究における「概念変化」の捉え 

 研究目的を達成するため，本研究では，心

理学研究における「概念変化」と，算数・数

学学習における「概念変化」の二つの視点を

用い，その上で，認知的構造に関する研究で

ある Vinner（1991）の「概念イメージ」の視

点を用いる。佐々木（2018）は，心理学研究

における概念変化と，算数・数学学習におけ

る概念変化を踏まえた上で，ベクトルの学習

における概念変化の捉えを考察した。本研究

では，佐々木（2018）を踏まえた上で，Vinner

（1991）の「概念イメージ」の概略を記述し，

概念変化の捉えを確立する。 

 

3.1.数学学習における「概念イメージ」 

 Tall＆Vinner（1981）は，数学学習におい

て，「概念イメージ」を次のように端的に述べ

ている。 

 

 「概念イメージとは概念と結びついた総合

的認知構造であり，心的図式や関連した性質

や過程などすべてを含む。それはあらゆる種

類の経験を通じて何年もかかって築き上がり，

個人が新たな刺激を受けたり成熟したりする

につれて変わる。」（Tall ,Vinner, 1981, 

p.152 / 訳:磯田・岸本） 

 

 「概念イメージ」とは，概念と結びついた

総合的認知構造であると捉えている。この認

知構造を用い，概念変化を捉えていく。以上

のことを踏まえた上で本研究における概念変

化の捉えを確立する。 

 

3.2. 本研究における「概念変化」の捉え 

 佐々木（2018）の概念変化研究の概観を踏

まえ，本節では，本研究における「概念変化」

の捉えについて，心理学における概念変化研

究，算数・数学教育における概念変化研究，

Vinner（1991）の数学学習における「概念イ

メージ」に関わる研究を加え，3 つの先行研

究から立場を明らかにしていく。 

 算数・数学学習における，概念変化に関す

る先行研究には藤村（2011）や真野（2010）

がある。藤村（2011）は概念変化について，

多様な知識が関連付けられている知識構造の

質的変化のプロセスだと捉えている。真野

（2010）は概念変化を単なる知識の累積的な

成長として捉えず，素朴概念が新しい概念と

相互作用し，全面的に再構成されることだと

述 べ て い る 。 こ れ ら は 心 理 学 研 究 の

Vosniadou（1994）の概念変化の捉え方と異な

り，Vosniadou（1994）は既有の概念が新たな

概念に「取り込むように変化」することだと

述べている。本研究では Vinner（1991）の概

念イメージ，Vosniadou（1994），藤村（2011）
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と真野（2010）の記述を取り入れる。その上

で，本研究における「概念変化」の捉え方を

明確にする。概念イメージには，素朴概念の

中のものと，新しい概念の中のものがある

（Vinner, 1991）。個人の概念定義は 2 つあ

り，素朴概念の中のものと，新しい概念の中

のものがある（Vinner,1981）。素朴概念の中

の個人の概念定義と素朴概念の中の概念イメ

ージ同士の相互作用を経ることによって素朴

概念の中の概念イメージが新しい概念の中の

概念イメージに取り込まれるように変化し，

全面的に素朴概念が新しい概念に再構成され

ることを本研究における「概念変化」の捉え

方とする。次の図 7 は，本研究の数学学習に

おける「概念変化」の捉えを表している。 

認知課題（T）が与えられると，素朴概念の

中の個人の概念定義（d1）と概念イメージ（I1）

を用いて課題の解決（Output）へと向かう。素

朴概念によって行われる問題解決は，誤った

概念定義や完全でない概念イメージを用いる

ことがあるため，適切な課題の解決をするこ

とができない可能性がある（Vinner, 1991）。

そのため，新しい概念を身につけることで，

与えられた認知課題を適切に解決することが

できるだろう。 

 素朴概念の中の個人の概念定義（d1）は，教

科書や教師の働きかけ等のフォーマルな概念

定義（D）により，新しい概念の中の個人の概

念定義（d2）へと変化する。しかし，d1 を d2

に変化させることができたとしても，概念イ

メージは I1から変化しない場合もあることが

予想される。その場合，D によって，学習者

が一時的に d2 を得ることができたとしても，

学習者は習慣的に Dを調べる必要性を感じて

いない（Vinner, 1991）ため，時間がたつに

連れて d2 を忘れてしまうことが考えられる。

そこで，I1 を I2 へと概念変化させることを通

して，d2 を忘れたとしても，I2 を所持してい

れば与えられた課題を適切に解決できるだろ

う。この捉え方を用いて，ベクトルの学習で

はどのような概念イメージが存在するのか，

フォーマルな概念定義と個人の概念定義は何

かをそれぞれ分析していくこととする。 

 

4．調査の目的と方法  

4.1. 調査の目的 

 数学 B「ベクトル」の単元を通して，前節

で確立した概念変化の捉えを基に，素朴概念

と新しい概念を捉え，概念変化の様相を明ら

かにする。 

 

4.2. 調査の概要 

日時：平成 30 年 5 月 7 日～5 月 14 日（全 10

時間） 

対象：青森県内の県立高等学校第 2 学年から

文型コース 1 クラス 

単元：内積の復習から 2 直線の交点まで 

 

4.3. 調査の方法 

 各授業を固定カメラ，手持ちカメラを用い

て授業の様子，生徒の様子を撮影した。授業

後 5 分程度学習者にインタビュー調査もしく

は学習者同士の対話的な学習を記録した。 

 

5. ベクトルの和に関する概念変化 

 この節では，ベクトルの和に関する概念変

化の様相を分析，考察していくこととする。 

5 月 14 日授業後プロトコル（8/10 時間目）

を取り上げる。授業の中で提示された問題を

図 7：数学学習における「概念変化」の捉え 
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次に示す。 

授業終了後，この問題について学習者（s1）

が，他の学習者（s2）に対して次の 2 つの質

問をしていた。 

①ベクトルの差は，どのように表すのか。 

②ベクトルの和をどのように考えれば良いか。 

①に関してのプロトコルを次に示す。2 人

の生徒と，調査者（R）の対話であり，s1 が

ベクトルの差の表し方について質問している

場面であり，s2 は𝑃𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ を用いて問題の解法を説

明しようとしている。 

s1 
終点－始点だったっけ(中略)全部 PA に合
わせればいいの？ 

R それって何で？ 

s2 
合わせないとさ，いけない。合わせたほうが
いい。 

s1 じゃあ，AP-AB？ AB-AP か？ 

s2 違うって(笑) PA-BA。 

s1 もっとわからん。意味わからん。 

 s2 は，s1 にベクトルの差について説明しよ

うと試みている。s1 の発言から，s1 はベクト

ルの差において，s1 の概念イメージが不鮮明

である事がわかる。 

 次に，s2 が s1 に対してベクトルの差の表

し方を説明した。 𝑃𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑃𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ を説明し，そ

の後，𝑃𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑃𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + (−𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )を説明しようと試み

ているが，s1 は，なぜ𝑃𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑃𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ となるの

か，意味がわからない，といった様子であっ

た。R は，s1 がベクトルの差の概念イメージ

や個人の概念定義を所持する以前に，s1 のベ

クトルの和に関する概念イメージと概念定義

が適切なものではないと考えた。次のプロト

コルは R が 2 人の対話に介入し，R が s1 に

対してベクトルの和について，フォーマルな

概念定義を与える場面を示している。 

R 
足し算がなぜ同じになるか？例えば，AB と
かってあるときにさ，AP+PB って AB になる
し，AC+CB も AB になるし，みたいなこと？ 

s1 
え，なるんですか？ (中略 ) なぜなんです
か？ 

 ここでは，視覚的表現による説明は無く，

R のが「𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑃𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ や𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ は成り

立つ」というフォーマルな概念定義のみを伝

えている。 s1 の「なぜなんですか？」という

発言から，s1 のベクトルの和の概念イメージ

の変化は起きていないことが読み取れる。そ

の後，R は対話によって s1 がどのようなベク

トルの和の概念イメージを所持しているのか

明確にしようとしている。以下がそのプロト

コルである。 

R 
(紙に平行四辺形 ABCD を書いて)例えばこう
いう平行四辺形があって，AB+BD=AD．これ
は分かる？ 

s1 わかります。 

R 
こう行って(A→B)，こう行ったら(B→D)。ADに
なる。(中略)AC+CD=AD，これもオッケー？ 

s1 はい．大丈夫です。 

R 
(四角形 ABCD を書いて)じゃあさ，これも，ど
う行ったって，AB+BD=AD，AC+CD=AD なの
さ。一緒なのさ。形として。 

s1 うーん？ 

 R が s1 に対して，平行四辺形 ABCD を書

いた上でベクトルの和の確認し，s1 はわかっ

たという反応を示した。このことから，s1 は

平行四辺形を用いたベクトルの和の概念イメ

ージは所持していることが分かる。次に，平

行四辺形でない一般の四角形 ABCD にて

ベクトルの和を確認すると，s1 は一般の四角

形においてはよくわからない，という反応を

示した。このことから，s1 のベクトルの和の

素朴概念の中の個人の概念定義，それに伴う

概念イメージは以下の 3 つであることが分か

る。 

ⅰ. △ABC において，𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ である。 

ⅱ. 平行四辺形 ABCD など，𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ，AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =

𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ となっているときに限り，𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ と

問：△ABC と点 P が6𝑃𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 3𝑃𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2𝑃𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗⃗

を満たすとき，点 P はどのような位置に

あるか。 
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𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ はどちらも𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ を表す。 

ⅲ. 一般の四角形 ABCD において， 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗

と𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ は異なるものである。 

以上の s1 の素朴概念の中の概念定義から，

次の図 8 のような概念イメージが考えられる。

なお図中のⅰとⅱ，ⅲは先に挙げた 3 つの概

念定義と対応をしている。 

その後，R は s1 に一般の四角形 ABCD で

も，視覚的な表現を用いて考えさせる必要が

あると考えた。次に，R が s1 にベクトルの和

における新たな概念の中の概念イメージを一

般の四角形 ABCD と位置に依らない点 O を

用いて説明する様子である。以下がそのプロ

トコルである。 

R 

見た感じ違うように見えるけど。どんな形で
も，上の式は成り立つんだよ。全然違う部分
に点 O とかおいてもそうなるんだよ。AC って
いうのは，AO って行って，OC。AC+OC=AC。 

s1 おおー！はいはいなるほど！分かったわ！  

 R は，どんな点 O を取っても，𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ となることを表し，s1 はどのような点 O に

おいても𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ が成り立つことに対

し，よくわかった，という反応を示した。 

 このとき，s1 のベクトルの和の概念イメー

ジは，先に挙げた「ⅲ．一般の四角形 ABCD

において， 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ と𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ は異なるもの

である。」から，「四角形 ABCO（O は取る位

置に依らない）において，𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ と，𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ +

𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ はどちらも𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ を表す。」へと概念変化が起

きたと言えるだろう。また，R の「𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 」という発言から，R がフォーマルな概念

定義を s1 に与えることで，s1 ベクトルの和

における新しい概念の中の概念イメージと，

新しい概念の中の個人の概念定義が適合した

と見ることができる。これらの分析から，s1

のベクトルの和の概念変化の様相は次の図 9

にまとめられる。 

本調査では，R がベクトルの和に関して，

一般の四角形ABCOを用いてベクトルの和を

表現したことから，異なる経路のベクトルの

和において，s1 の素朴概念から新しい概念へ

の概念変化の様相を捉えることができた。 

本研究における概念変化の捉えを基にした

本調査の分析から，s1 のベクトルの和に関す

る概念変化の様相には次の 3 つの段階がある

ことが明らかとなった。 

①𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ と，𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ は異なるものである。 

②平行四辺形 ABCD では，𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ と，𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ +

𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ はどちらも𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ を表すが，一般の四角形

において，𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ と，𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ は異なるも

のを表す。 

③一般の四角形 ABCO において，𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ と，

𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ はどちらも𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ を表す。 

②の段階には「平行四辺形だとベクトルの

和は成り立ち，一般の四角形だとベクトルの

和は成り立たない」という認知的葛藤が生じ

るような素朴概念が表出し，ベクトルの和の

概念変化には，認知的葛藤の起こる素朴概念

を通して，新しい概念に推移することが認め

られた。 

 

6．研究のまとめと今後の課題 

ベクトル学習の困難性の要因の一つとして，

ベクトルの視覚的表現に関わる部分を挙げた。

図 9：s1 に見られた概念変化の様相 

図 8：s1 のベクトルの和に関する概念イメージ 
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中原（1995）の具象的レベルの分類をすすめ，

ベクトルの学習における具象的レベルは，図

的表現によって表すことが非常に難しいこと

を述べた。そのため，ベクトルの学習を進め

る上で，ベクトルを表す視覚的表現が，一般

性を含むものであるか，特殊性を含むもので

あるか，といった，図的表現の抽象性レベル

が捉えづらいことが困難性の要因の一つとし

て同定することができた。 

また，学習者の授業直後の対話から，「ベク

トルの和」に関する概念変化の様相を捉える

ことができた。特に，学習者のベクトルの和

に関する概念変化の様相には，次の 3 つの段

階が有ることが明らかとなった。①𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗

と，𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ は異なるものである。②平行四辺

形 ABCD では，𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ と，𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ はどちら

も𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ を表すが，一般の四角形において，𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ +

𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ と，𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ は異なるものを表す。③一般

の四角形 ABCO において，𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ と，𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗

はどちらも𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ を表す。 

②の段階には「平行四辺形だとベクトルの

和は成り立ち，一般の四角形だとベクトルの

和は成り立たない」という認知的葛藤が生じ

るような素朴概念が表出し，ベクトルの和の

概念変化には，学習者の持つ素朴概念が，認

知的葛藤の起こる素朴概念を通して，新しい

概念に推移することが認められた。 

本研究は，数学 B「ベクトル」における概念

形成過程に焦点を当てた。今後は，「ベクトル」

の単元において今回作成した理論枠組みの，

高等学校数学の内容全体における概念形成過

程への適用可能性を検討し，高等学校数学に

おける概念形成過程に関する研究を更に推進

していきたい。 
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メタ情意とメタ認知を視点とした  

中学生の数学学習における情意の様相  

小林	 祐希 

上越教育大学大学院修士課程２年 

 

１.	 はじめに  
	 新学習指導要領において育成すべき資

質・能力の三つの柱の中の一つとして，学び

に向かう力・人間性等が挙げられている。数

学教育においても学びを支える情意面を大

切にしながら数学的活動に取り組むことが

重要視されている(文部科学省，2018)。 
	 しかし，中央教育審議会答申(2016)におい
て，諸外国と比べて我が国の数学における学

習意欲面での課題があると指摘されている。 
加えて，2012 年 PISA 調査の結果(国立教育
政策研究所，2013)からも，我が国の数学不
安の生徒の割合は国際平均に比べて高い。 
	 育成すべき情意の明確化も，数学教育の情

意研究における課題点である。久保&長崎
(2010)によれば，数学教師の 4割が，学校数
学の情意的な評価項目である関心・意欲・態

度の評価に悩んでいた。北島(2010)も，関
心・意欲・態度は他教科に比べ，授業内での

評価が難しいと指摘している。こうした困難

性を解消するためには，育成すべき情意を明

確化する必要があり，そのためには子どもが

数学を学ぶ過程で，どのような情意を形成し

ているかの実態を把握する必要がある。そこ

で，本研究では，中学生の数学学習における

情意の様相を捉えることとした。 
	 数学教育における情意研究は，これまでに

統計的な研究を中心として数多く行われて

おり，重要な知見をもたらしている(eg.，湊，
1983；鎌田，1985；湊&鎌田，1997)。他方で，

統計的な研究とは異なる方法で情意の様相

を明らかにした質的研究もある(eg.，DeBellis 
&Goldin，2006；桑原，2013)。DeBellis&Goldin 
(2006)が掲げるメタ情意という視点を用い
た山野(2015)は，メタ情意を用いて分析を行
うことで，情意及び情意と認知の相互関係を

捉えられると述べている。 
	 これらの問題意識や先行研究を基に，本研

究では，Goldin(1987)やその他の先行研究で
情意と関係すると述べられている，メタ認知

の視点を取り入れ，認知と情意の様相を明ら

かにしてきた(小林，2018a；小林，2018b)。
一方で，情意の中でも特に学習を方向付ける

働きをしていた情意や，本研究における理論

枠組み(小林，2018a)の傾向，メタ認知と情意
やメタ情意との類似点について，修士論文以

外においては詳述仕切れていない部分があ

る。そこで，本研究では，以上の点を記述し，

学習を方向付けた情意の中では特に欲求に

着目し，分析・考察を行う。欲求に着目する

理由は 2点ある。第一に，本研究や情意にお
ける先行研究の分析において，欲求にあたる

情意を観察する場面が多く見られ，学習を方

向付ける傾向にあったことである。第二に，

欲求には本来的に備わっているものから，社

会などとの相互作用の中で生成されたもの

まであり，その詳細について記述する余地が

あることである。 
	 そこで本研究では，中学生の数学授業にお

ける情意について，欲求に着目しその性質を

− 49 −

上越数学教育研究，第34号，上越教育大学数学教室，2019年，pp.49-58



捉えること，本研究の理論枠組みにおける情

意，メタ情意，認知，メタ認知の関連性の傾

向について詳述することを目的とする。 
	 研究目的の達成に向け，第一に，本研究に

おいて立脚する数学観を規定し，情意に関す

る先行研究を概観する。第二に，本研究にお

ける理論枠組み(小林，2018a)を示し，分析・
考察を行う。 
 
２.	 本研究で立脚する数学観  
	 DeBellis&Goldin(2006)の挙げている数学
的親密さ，数学的誠実さの 2点を元に，本研
究において依拠する数学観を述べる。 
	 数学的親密さとは，数学には人の情意が深

く入り込んでおり，数学に親しみを感じ，自

分の近くに数学があることが望ましいとみ

なすことである(DeBellis&Goldin，2006)。数
学的に親密な行動とは，例えば数学について

語る際に生き生きと語ることや，数学の問題

を解いている際に興奮することなどが挙げ

られる。 
	 数学的親密さに関して，本研究での立場を

明確にしておく。本研究では，学習者が，学

習者自身が持つ情意を大事にしながら学習

を行うことが重要であるという立場を取る。

なぜなら，個人の持つ情意的側面を学習に傾

倒させながら学習を行うことで，主体的学習

がなされると考えるからである。湊&浜田
(1994)は主体的学習の定義について，次のよ
うに述べている。 
 
	 主体的学習とは，まずもって学習者の個人

的存在，個人の感性や内面性を認め，学習者

が彼独自の価値規準をもって具体的世界と

関わり，真理を絶対的存在として吸収するの

ではなく，自己との関係として真理を解釈し，

判断し，自分自身の意味を構成し，不断に自

己を創造することである 
(湊&浜田，1994，p.62) 

 

一方で，湊&浜田(1994)は，主体的な学習と
よく混同される自主的・自発的学習は，「他

からの強制ではなく，自らの意志に従って行

われる学習であり，そこには積極的な学習意

欲が存在している」と述べた。 
	 湊&浜田(1994)は，自主的・自発的学習と
主体的学習との違いについて，前者は学習内

容を一定のものとみなしても成立するのに

対し，後者は同一の学習内容であっても学習

者によりその意味づけは異なり，別のものを

作り変えることが想定されているところが

本質的に異なるとしている。本研究は主体的

学習について，湊&浜田(1994)の定義の基で，
学習者の持つ情意に基づいた主体的学習を

重要視する。 
	 数学的誠実さとは，数学的な真理への傾倒

や数学的理解の探求，数学的研究を導く道徳

的な人格である (DeBellis&Goldin，2006)。
DeBellis&Goldin(1999)は，数学的誠実さは正
直さとある程度の自由を伴い，特に数学的親

密さとの相互作用を可能にするとしている。

数学的誠実さの例には，数学的事象に対して

規則性を見つけた際に，それが本当にどのよ

うな場合でも言えるかを確かめながら数学

的活動を行うことが挙げられる。 
	 数学的誠実さの表出として，本研究におい

て重要視する視点は，反省的であること，困

難や葛藤を乗り越えて真理を見出すことに

価値を見出す情意的な在り様である。 
 
３ .	 先行研究  
3.1	 情意に関する研究  
	 情意に関する研究では，統計的な研究が盛

んに行われていたが，D.B.McLeod をはじめ
とした，情意の詳細な様相に焦点を当てた質

的な研究も発展している。 
	 McLeod(1992)は，情意研究の課題点として
記述の困難性などを挙げており，その解決の

ために，認知研究と情意研究を統合すること

が有効であるとしている。McLeod(1992)は認
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知との関連や反応の強度，安定性の観点から

情意の構成要素として情緒，態度，信念を規

定している。情意の様相を記述するためには，

情意と関連の深い認知との関わりの中から

その様相を記述することが有効であること

がわかる。 
	 Goldin(2002)は，McLeod(1992)が情意の構
成要素として挙げた信念，態度，情緒の三つ

に，新たに価値観を加え，情意をコントロー

ルする役割としてのメタ情意という概念を

開発した。これらの四つの要素を基に，

DeBellis&Goldin(2006)は四面体モデルを作
成し，情意の包括的な構造と，社会や文化の

状況といった外部との文脈における相互作

用が生じると述べた。 
 
3.2	 メタ情意に関する研究  
	 DeBellis&Goldin(2006)はメタ情意を，生徒
の情意に影響を与える，情意の一番重要な面

と説明しており，情意に対する情意と認知の

関係性をもって，(１)情意についての情意
(２)情意の認知についてのさらなる情意，も
しくは認知の中での情意(３)認知やさらな
る情意についての情意のモニタリングと定

義している。 
	 山野(2015)は，メタ情意の視点を取り入れ
ることで，生徒の情意を詳細に表し，情意の

生成過程をより精緻に捉えることができる

とした。山野(2015)は，情意が他の表象体系
及び認知と密接に関わることや，生徒の安定

した情意の形成に，メタ情意が大きく作用す

ると述べている。 
	 メタ情意が存在することで，嬉しい，楽し

いといった情意が個別で存在するのではな

く，混沌とした情意や，関係性を持った情意

があることを示すことができる。例えば，問

題を解くのが苦しいけど楽しいという相反

する情意から起こるメタ情意は，問題解決場

面の特定の場面においても，生徒の情意が複

数存在することを示している。 

	 メタ情意の概念を用いることで，個別の情

意や認知だけでなく，関係性を持った認知や

情意を背景に持つ情意についても記述する

ことができ，安定的な情意が形成される際に

も情意の背景として根付いているメタ情意

を観察することが有効である。 
	 本研究では，メタ情意の関係を明らかにす

るだけでなく，情意が持つ特徴や認知との関

係に着目し，小林(2018a)における理論枠組み
を用いる。 
 
3.3	 メタ認知と情意の関係  
数学教育におけるメタ認知の研究では，認

知とメタ認知の関係に焦点が当てられる傾

向にあったが，メタ認知と情意の関わりも

McLeod(1989，1992)が示唆している。McLeod 
(1989)は，メタ認知は情意と関連しており，
認知のコントロールは問題解決の持続性の

問題に関係すると述べている。McLeod(1992)
は，信念，態度，およびメタ認知に関する研

究を統合する必要があると述べている。 
	 メタ認知と信念との関連もしばしば言及

されてきた。清水(2007)はメタ思考の顕在化
の方法と分析方法を適用し，中学校の作図問

題過程から得られたプロトコルによる分析

結果から，学習者の持つ信念システムは，問

題解決行為の根底にあり，問題に対するアプ

ローチの仕方を定めると述べている。 
表象体系についての先行研究では，学習場

面においては様々な表象が複雑に相互作用

しながら活動が行われており，表象間の相互

作用には経路の特徴や因果関係の傾向があ

ることが明らかになっている(eg.，Goldin，
1987；山田，1995)。本研究においても，表
象間での影響について記述する中で，影響の

傾向を捉え，表象間の影響の方向性にも注目

することとする。 
 
3.4	 情意の中の欲求  
	 新・教育心理学事典(1985)では，欲求は「行
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動を活性化し推進し統合する要因」と定義さ

れており，欲求の分類について，マレーの一

次的欲求，二次的欲求の分類を紹介している。

一次的欲求とは，生理発生的なもののことを

指し，例えば食べ物の欠乏に基づく欲求があ

る。二次的欲求とは，心理発生的な欲求であ

り，情緒的・精神的な満足がある。新・教育

心理学事典(1985)では，二次的欲求には，無
生物と関係した欲求，社会的な対象と関係し

た欲求，人間と関係した欲求，精神的なもの

としての欲求があるとされている。例えば，

社会的な対象と関係した欲求には，優越，承

認などがある。 
	 本研究において主として対象とする欲求

は，数学学習をする中で発生する欲求である

ため，二次的欲求について論ずることとし，

本研究において欲求と述べる際は二次的欲

求のことを指すこととする。 
	 Goldin et al.(2011)は，欲求はその達成や不
満に関連して特定の感情を引き出すと述べ

た上で，生徒たちは，異なる動機付けの欲求

を持った上で，問題解決のために同様の行動

をすることを指摘した。加えて，欲求は欲求

が受け取られる社会環境によって誘発され

るといった，欲求と環境との関わりについて

も言及している。他方で，動機づけの欲求に

は，特性として理解されるものも含まれるこ

とや，パーソナリティ理論などとも関連して

いることも示唆されている。このことから，

Goldin et al.(2011)は動機づけの欲求におい
て，一次的欲求と二次的欲求のように区別す

るのではなく，一体的に欲求を捉えていると

考えられる。 
	 横塚(1997)のプロトコル分析では，生徒が
自分の間違いに気づいた後「間違いを直した

い」という欲求が生まれていた。他方で，山

野(2015)は中学生の情意を分析する際に「作
業したい」「作図したい」「説明したい」など，

欲求ととれる情意について言及している。 
	 欲求には短期的なものから長期的なもの，

表面的なものから本質的なものが存在する

とされる。こうした側面についても本研究で

は検討することとする。 
	 DeBellis&Goldin(2006)は，メタ情意が情意
の最も重要な側面であると言及しているが，

本研究では真理に向かう主体的学習を引き

起こす情意は欲求であるという立場に立脚

する。 
 
４ .	 情意を捉える理論枠組み  
	 本研究では，DeBellis&Goldin(2006)や山野
(2015)において情意を捉える枠組みの中で
考慮されてきた情意，認知，メタ情意に加え，

メタ認知を加えた四つの要素とその関係性

を記述することを通して，生徒の情意の様相

を明らかにすることとした(小林，2018a)。 
 

 
図１ 小林(2018a)における理論枠組み 

 
4.1	 本研究における四要素の概念規定  
	 DeBellis&Goldin(1997)は情意領域を，安定
性，強度，認知が果たす役割の程度，要素が

発達するために要する時間の長さの観点か

ら，情緒，態度，信念，価値観に分類してい

る。本研究では，これらの分類の視点を参考

に，情緒，態度，信念，価値観について規定

する。情緒は，活動をする際に最も頻繁に表

出する情意であり，突発的な情緒と情意の他

の要素や，認知，メタ認知が相互作用してい

るとする。態度は，D.B.McLeod が挙げる，
情緒反応の自動化，既有の態度を関連する新

しい場面に適用することの 2 点として規定
する。信念と価値観については，価値に対す

る判断基準の視点から分類した。信念は，価
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値に対する判断基準として事実判断を伴い，

真偽に関わるものとする。価値観は，価値に

対する判断基準として相対性を伴い，善悪の

判断を伴うものとする。 
	 メタ情意は，DeBellis&Goldin (2006)が先述
した三つの定義として規定する。 
本研究では情意同士の関係性の分類として，

強化，対立，対象化の三点から整理する。	  
	 強化とは，一方または両方の情意が他方の

情意に影響している場合のことを指す。対立

とは，相反する情意が存在していることを指

す。対立については，山野(2015)が情意的葛
藤として挙げており，実際に授業場面におい

て観察することができたと述べている。対象

化は，メタという用語の一般的な捉えと同様

に，情意の対象化から起こる情意とする。 
	 認知についてはメタ認知を定義する際の

基となる概念であるため，メタ認知とともに

規定し，DeBellis&Goldin(2006)の表象体系モ
デルを基にする。認知について，本研究では，

認知はDeBellis&Goldin(2006)の挙げる(a)，(b)，
(c)の体系に対応するものとする。 
	 メタ認知については，DeBellis&Goldin 
(2006)の(d) 問題解決の間の経験則的かつ戦
略的な意思決定を支配する，計画と実行制御

の体系を基に，重松(1994)が述べるメタ知識
とメタ技能として規定する。 
 
4.2	 本研究における四要素間の関係の  
	 	   規定  
	 本研究における理論枠組みの情意，メタ情

意，認知，メタ認知の四要素間の関係につい

て，先行研究との関連の視点から概観する。 
	 第一に，先行研究において言及されてきた

関係を取り上げる。これまで情意やメタ認知

の先行研究で述べられてきた矢印①，④の関

係については，これらの関係が直接成立して

いるのか，他の要素を媒介して成立している

のかも記述する。矢印②の情意とメタ情意の

関係について，今井(2015)は，メタ情意には

情緒をコントロールする役割と，学習で生じ

た情緒について振り返る役割の 2 点を挙げ
ているため，本研究では機能的側面について

も注視する。  
	 第二に，本研究において新たに検討する関

係を述べる。DeBellis& Goldin(2006)は，矢印
③のメタ認知とメタ情意の関係があるとし

ている。本研究ではこうした関係性やその特

徴について考察することとする。矢印⑤の関

係については，DeBellis&Goldin(2006)が示唆
しているが，本研究では，実際の分析を通し

てこれらの関係が見られるか確認する。 
 
５ .	 調査の概要と分析・考察  
5.1	 調査概要  
	 調査は新潟県の国立大学附属中学校二年

生の一学級で行い，二名の生徒(Mon，Cha)
を抽出し，第三学年まで継続して調査を行っ

た。授業における生徒の様子をビデオ撮影し，

生徒の情意の様相を捉えるために，刺激再生

法によるインタビューを行った。 
 
5.2	 調査データの分析・考察  
5.2.1	情意，メタ情意，認知，メタ認知	

	 	 			の因果関係の傾向	

	 本研究において構築した理論枠組みにお

ける傾向として，情緒からモニターへの影響，

目的を持った情意からコントロールへの影

響が見られた。 
	 まず，情緒から認知をモニターする働きと

して，否定的な情緒を回避する，もしくは肯

定的な情意に近づくために，モニターによっ

て状況把握をし，情緒の要因を特定しようと

する傾向があった。確率単元において樹形図

の問題を解く場面において，Mon のミスを
したくないというメタ情意における情緒が，

学習場面において解いている問題を見ると

いう認知を促すモニターの働きをした。 
	 次に，コントロールが起こる際に，情意の

中でも欲求と記述できる情緒，信念，価値観
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からコントロールへ影響する傾向があった。

安定的な情緒が存在する背景には，信念や価

値観が情緒と結びついている。信念や価値観

は，安定的な性質を持つため，信念や価値観

が情緒と関係している際の情緒の性質も，変

化する場合がある。 
	 以上から，情意とメタ認知によるコントロ

ールが起こっている場面を観察する際には，

どのような目的を持って数学的活動が行わ

れているかの側面にも着目し，目的となる情

意の背景にある安定的な情意やメタ情意に

ついても考慮する必要がある。 
	  
5.2.2	情意，メタ情意とメタ認知の類似性 

	 情意やメタ情意とメタ認知の類似点や関

係性が明らかになった。 
	 情意やメタ情意とメタ認知の類似点につ

いて，情意やメタ情意にはメタ認知のコント

ロールと同様，認知的活動を方向付ける働き

があった。他方で，メタ認知，情意，メタ情

意が持つ暗黙性を見出した。 
	 情意やメタ情意とメタ認知との関係につ

いて，情意的葛藤を克服するためには，メタ

認知によるモニター，評価により，自分の状

況を把握し，メタ認知と認知による相互作用

を習慣化することで，情意をコントロールす

ることが有効であることが明らかになった。

加えて，メタ認知が情意をコントロールする

働きがみられた。これより，学習を促進する

情意は保持し，学習を阻害する情意は学習場

面に表出しないように，情意に対してメタ認

知によるコントロールを行えば，望ましい情

意を育成できることが示唆された。 
	 他方で，メタ認知，情意，メタ情意が持つ

暗黙性を見出すことができた。情意やメタ情

意と，メタ認知に共通して，情意やメタ情意

のコントロールの働きも，メタ認知と同様に

暗黙的に働くことが多い。中学生が数学学習

を行う際の情意の多くは暗黙的なものが多

く，今回のインタビュー調査でも，生徒が学

習場面を振り返る中で，学習場面では意識し

ていなかった情意，メタ情意，メタ認知を想

起する場面が多く見られた。こうした側面は，

重松&勝美(2010)が，メタ認知は言語化され
記述される可能性が少ないと述べる，メタ認

知の特徴とも共通している。 
 
5.2.3	情意，メタ情意とメタ認知の関係	

	 今までメタ認知のメタ技能としてのみ記

述されてきた，モニタリング，評価，コント

ロールの働きの中には，情意やメタ情意の働

きとしても記述できる要素があることが明

らかになった。分析結果から，生徒の情意，

メタ情意が認知にモニターやコントロール

を促している場面を確認できた。 
	 情意が認知のモニターをする例としては，

教師の答え合わせがなかった際，Mon の中
途半端が嫌いというメタ情意が，時間を確か

めるという認知を促すモニターの働きをし

ていた場面があった(図２)。 
 

 
図２ 情意が認知のモニターをした場面 

 
情意によるモニターが起こった要因には，問

題を解き続けるかの判断をするという目的

があり，判断するための材料として，時間を

確かめるという認知が起こっていた。つまり，

問題を解き終えるという目的に基づいて，自

分の学力を対象化した際に問題を解くこと

ができる残り時間があるかをモニターして

いた。この目的の背景には，中途半端は嫌い

であるというメタ情意があった。加えて，メ

タ認知によって時間を確かめるという認知
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が引き起こされた様相は確認できなかった。

よって，メタ情意からメタ認知を媒介して認

知に影響していたというよりも，メタ情意か

ら認知に対して直接影響していたとするの

が妥当である。  
	 情意が認知のコントロールをする例とし

ては，Mon の中途半端を嫌うメタ情意が，
休み時間も問題を解き続けるという認知的

活動を促すコントロールの働きをしていた

場面があった(図３)。 
 

 
図３ 情意が認知のコントロールを 

していた場面 

 
ここではメタ認知によるコントロールも働

いているが，メタ情意が認知的活動における

問題を解き終えるという目的と整合する働

きをしているため，メタ情意も影響している

に違いない。この場面において，先述したモ

ニターと同様に，問題を解き続けるという認

知的活動は，問題を解き終えるという目的と

合致した活動であり，真理を探求するという

点において本研究の立脚する数学観とも整

合する。 
	 以上から，今までメタ認知によって認知の

モニタリング，評価，コントロールという一

連の流れがあるとされてきたことに対し，認

知と情意の関わりの中で，情意にも同様の働

きが見られた。 
 
5.2.4	 欲求と学習との関わり  
(1)	自己を問題解決に誘う欲求	

	 山野(2015)のインタビューの中で，生徒

Oti は授業場面において教師の解説が始まっ
ても自分の作業を続けている場面について，

以下のように答えている。 
  
78 I (中略)先生の話聞くよりもまずは 
79 Oti まずは自分で解きたいですね。 
87 Oti できないことを無くしたいんです

かね。分かんないままにしときた

くないんで，そのときにやらない

と後で多分できないんですよ。(一
部省略) 

 
この場面では，Oti の持つ，問題をその場で
解決しなければ後で解くことはできないと

いう自己に関するメタ知識が，自分で解きた

いという欲求に影響している。自分で問題解

決を行いたいという欲求は，自己との関わり

の中で学習を行うという点で主体的学習を

促進し得る情意である。 
	 一方で，できないことを無くしたいことや，

わからない状態のままにしたくないという

欲求は，探究を促す欲求であるという点で，

主体的学習を促す欲求である。 
 
(2)	価値基準を伴う欲求	

	 Monは，計算方法における情意について，
インタビューで以下のように述べている。 
 
【平成 30年２月 23日Monインタビュー①】 
22 Mon 親に，なんか計算力が速すぎって言

われて。(省略) 
24 Mon だから，間違えやすいから書けって

言われる。 
25 I それに対して自分はどういう認識

なの？書いた方が正確に解けるみ

たいな 
26 Mon それはわかるんですけど，やっぱり

めんどくさいっていうか。頭の中で

やっちゃいたいな。一括でやっちゃ

いたいな。 
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Mon は簡単に解くことのできる解法を探究
するという意味で，自己の価値基準を持ちな

がら学習を行っている。 
	 他方で，Mon は，確率の解法についてイ
ンタビューで以下のように述べている。 
 
【平成 30年３月２日	 Monインタビュー②】 
15 I 表か。表と樹形図って，なんか，そ

れぞれ，どう使ってて？それぞれの

良さとかさ，あると思うんだけど。 
16 Mon 樹形図は，本当に速く，正確に求め

ることができて，表もまぁ間違える

ことはないですけど，表を作るのに

ちょっと時間がかかる。どっちかっ

ていうと樹形図の方がやりやすい。 
28 Mon ずっと計算してると，一個計算ミス

があると全部崩れちゃう。それだっ

たら図で一発の方がミスが少ないか

な。 
 
	 Mon の持つ速く，簡単に，正確に解くこ
とのできる解法で解きたいという欲求は，こ

のような解法が自分の中で望ましいという

自己の価値基準を持ちながら学習と関わっ

ており，主体的学習のための素地となる欲求

である。この欲求の背景には，学校教育の中

で問題解決を速く，簡単に，正確に行うこと

が望ましい文化があるのではないか。 
 
(3)欲求と他の情意との関連	

	 Chaは，数学の好意性について，インタビ
ューで以下のように述べている。 
 
【平成 30年２月 27日 Chaインタビュー①】 
4 I 最初に，数学は好き？ 
5 Cha 好きです。 
6 I どういうところが好き？ 
7 Cha 計算が好き。 
9 Cha 数学って昔，ずっと計算しかないと思

ってた。計算が数学なんだなって思っ

てて，あんまり図形とか得意じゃなく

て，ただ計算してたい。(一部省略) 
 
図形よりも計算を好む Cha の態度につなが
る，計算に対する肯定的な欲求がみられた。 
このことから，図形よりも計算に対する欲求

が強く，それが態度と関連して現れているこ

とがわかる。他方で，図形領域と，計算が多

く行われる領域という異なる領域に対する

欲求の違いがあった。個人の持つ主体性も，

領域によって程度が一定でない場合がある。 
 
６ .	 総括的考察と結論  
	 本論では，情意，メタ情意，認知，メタ認

知の因果関係の傾向，メタ認知と情意やメタ

情意との類似点，情意の中でも特に学習を方

向付けていた欲求について詳述してきた。 
	 第一に，情意，メタ情意，認知，メタ認知

の因果関係の傾向については，情緒からモニ

ターへの影響，目的を持った情意からコント

ロールへの影響が見られた。	  
	 第二に，メタ認知と情意やメタ情意との類

似点については，情意やメタ情意にはメタ認

知のコントロールと同様，認知的活動を方向

付ける働きがあった。他方で，メタ認知，情

意，メタ情意が持つ暗黙性を見出した。 
	 第三に，数学学習における欲求について，

本研究や先行研究のデータを基に記述する

ことができた。分析の結果から，望ましい欲

求とは，本研究において望ましいとする数学

観である数学的親密さと数学的誠実さと密

接に関連した欲求であった。 
	 しかし，欲求を捉えることは容易ではない。

例えば，勉強ができるようになりたいという

欲求が，生まれ持った本能的なものなのか，

社会的文脈の中で生まれた欲求なのかを判

断することは困難である。探究活動を促す欲

求は生来的に備わっている可能性もあり，学

校教育において豊かにされることが望まし

い。人間社会における文化の中から生まれた

− 56 −



欲求との関わりから，本質的な欲求について

さらに考察する余地がある。 
	 本研究では詳述することはできなかった

が，欲求は動機付けや欲望，要求といった概

念と関連しているため，今後さらなる検討が

必要である。 
	 指導への示唆として，教材が持つ特徴や価

値が，情意やメタ情意を形成する上で鍵とな

る視点であることが明らかになった。教材が

持つ価値について教師が多面的に理解する

ことや，生徒が教材に対してどのような価値

を見出しているのかという実態を把握する

ことが，生徒たちが相互作用の中から価値観

を形成するための手がかりとなるのではな

いか。加えて，教材研究を行うにあたっては，

教材そのものが持つ価値などを吟味した上

で，生徒が教材の価値を感得することができ

るような授業設計を行っていくことが有効

ではないか。 
	 今後の課題としては，数学という教科や教

材の持つ価値について，さらに検討が必要で

ある。本研究においては，確率単元での樹形

図が持つ価値が生徒の価値観の形成に影響

していることが明らかになったが，確率単元

の他の教材や他の単元において同様の場面

を確認するまでには至らなかった。教材の持

つ価値について検討することは，教材が持つ

価値と生徒の価値観がどのように相互作用

しながら生徒の数学や数学学習に対する価

値観が形成されていくのかを記述する手が

かりになる。教材そのものの持つ価値につい

て検討することは，数学が有する新たな社会

的，実用的な価値を見出すことにもつながる。

教材が持つ価値や，教師に対する価値観が主

体的学習にどのような影響を与えるのかに

ついても，今度さらなる研究が必要である。 
	 情意研究の分析手法に関しては，情意的な

側面は通常の観察のみで分析することが困

難であるため，横塚(1997)のような情意の変
容過程をグラフに記述するなどの，生徒が持

つ情意を客観的に記述できる方法の検討も

必要である。 
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中学校数学における生徒同士の「支援する－受ける」という場面

での話し合いに関する研究 

－生徒個人の理解に焦点を当てて－ 

 

渡部 陽平 

上越教育大学大学院修士課程２年 

 

１．問題の所在と研究の目的 

数学の授業において、グループによる協同

学習には、生徒同士が話し合うことで新しい

数学的な概念や性質を獲得したり、協働的に

問題解決を図ったりするというねらいがあ

る。しかし、実際に筆者や他の教師の授業に

おいて、生徒同士の話し合いの内容を観察す

ると、協同学習のねらいに沿った話し合いに

なる前や話し合いの途中で問題解決の前提

となる既習内容などについて、「分かってい

る生徒が分からない生徒に教える」という場

面が多く含まれていた。そして、その内容が

グループ内の生徒の中で理解されていない

と、本来のねらいに沿った話し合いが進まな

いことがあった。 

このような生徒同士の「支援する－受ける」

という場面は、グループ学習だけに限らず、

一斉授業においても自然に見られていた。 

さらに、筆者は話し合いの後、支援を受け

た生徒について以下のような姿が見られ、理

解が深まっていないと感じることがあった。 

 

○ 改めて他者に説明する時、説明を受けた  

以外のことが言えない。 

○ 他の生徒や教師の質問に答えることが

できない。 

 

○ 値や条件を変えた事例や課題に対応す

ることができない。 

 

ここまで述べたことから、生徒同士の話し

合いの中で「支援する－受ける」という場面

は、普段の授業において多く自然に見られて

いることから、生徒にとって身近な学習の場

であるととらえられる。しかし、そのような

場面が支援を受けた生徒の理解に必ずしも

つながっていないという問題点も含まれて

いることが考えられる。 

本研究では、生徒同士の「支援する－受け

る」という場面における話し合いを分析し、

支援を受ける生徒にとって理解が促進され

る話し合いの手立てを検討することで、今後

の授業においてそのような場面を生徒の理

解を促進するために役立てたいと考えた。 

 

２．先行研究の成果と課題 

(1)生徒同士の「支援する－受ける」という 

場面で期待される効果 

町，中谷（2013）は、理解や思考を深める

言語活動として協同学習に着目し、国内外の

先行研究を整理している。協同学習の定義に

ついては、「定まった統一見解が築かれてい

ない」という立場から、「ペアを含む小グルー
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プの生徒全員が協力して共通の課題に取り

組み、全員が利益を得ることを志向する学習

活動」と広義にとらえ、協同学習場面におけ

る生徒の相互作用が学習効果を促進する理

由について３つの視点で整理し、その中の１

つとして「能力の低い者がより熟練した者の

支援によって、１人では実行できなかった課

題を実行でき、新しいスキルや知識が獲得さ

れる」を挙げている。 

また、山路（2014）は、自力で問題を解決

できない困難に直面した時に他者からの援

助を受けて学習するための方略として、

「help－seeking（援助要請）」という概念に

着目している。この「援助要請」については、

「近年の研究では、効果的に教室での学習に

参加するのに役立つスキルとして定義づけ

られている」として、「他者との協働における

積極的な情報のコミュケーションを促進す

る概念として、グループ学習過程の研究に根

付いている」と述べている。 

このように「援助要請」は、学習効果を促

進するためのコミュニケーションスキルと

して期待されている一方、これまで日本の算

数・数学の授業においては積極的に評価され

てこなかったという指摘がある。 

関口（2018）は、算数・数学の協働的な問

題解決の授業において、「最初に自分なりの

考えが作れないと、次の『練り上げ』に参加

しにくく、自分の考えが作れない子どもたち

にとっては無駄な時間を過ごすことになる」

と指摘し、これを解消するため「援助要請」

に着目している。そして、これまで日本の算

数・数学の授業では、「自分なりの考えを持つ

ことが大切であり、人に頼ってばかりいたの

では主体性や自律性が育たない」や「試験で

は誰にも頼れないから、日頃から一人で解く

習慣をつけなければならない」という伝統的

な社会規範や数学教育観により、「他者に援

助を要請することは、積極的に評価しないと

ころがある」と述べている。 

その上で、子ども同士による援助の要請お

よび提供をすることは、問題解決に向けた話

し合いで「自分の考え」を作るための知識や

技能を身に付けるという点に加えて、クラス

の仲間からすぐに援助が受けやすく、教師な

どから否定的な評価を受けるリスクも少な

いという点において重要な役割が期待され

ていると述べている。 

ここまで取り上げた先行研究から、生徒同

士の「支援する－受ける」という場面は、「能

力の低い者がより熟練した者の支援によっ

て、１人では実行できなかった課題を実行で

き、新しいスキルや知識が獲得される」とい

う学習効果が期待されることが明らかにな

った。さらにこれらの場面は、日本の算数・

数学の授業において積極的に評価されてこ

なかったが、「問題解決に向けた話し合いの

土台となる基礎的な知識や技能、および話し

合いのスキルを身に付ける」という重要な役

割が期待されていることが明らかになった。 

しかし、Webb, Farivar & Mastergeorge

（2002）は、精緻化された支援について、支

援する側は達成度にプラスの効果があるが、

支援を受ける側は達成度にプラスの効果が

あるかは研究結果が一貫しないことを指摘

しており、本研究において焦点を当てている

支援を受ける生徒の理解を促進する話し合

いになるためには、何らかの手立てが必要で

あると考えられる。 

 

(2)支援が精緻化される過程で見られる生徒 

の行動 

Webb & Mastergeorge（2003）は、支援を受

ける生徒の中で質の高い説明を受けて理解

できる者とできない者がいることを指摘し、

同じ課題に取り組んだ複数のグループにお

ける生徒の振る舞いの違いに着目して談話

を分析している｡ 

 

− 60 −



分析の結果から、支援を受けて理解できた

（事後テストが解けた）生徒において、支援

が精緻化される過程で以下の「望ましい振る

舞い」があったことを明らかにしている。 

 

○ 混乱を認めて告白した上で、計算過程だ 

けでなく、特定の値がもつ意味など具体

的な説明を求める。 

○ 納得するまで質問を修正しつつ、支援を

求め続ける。 

○ 説明を受ける前、受けた後それぞれにお

いて、自力で問題を解いてみる。 

 

また、山路（2014）は、Webb & Mastergeorge

（2003）の研究をもとに、日本の中等教育学

校前期課程の生徒を対象として、数学の課題

を目的によって「解決志向課題」と「意味理

解課題」に分け、普段の授業におけるグルー

プでの談話（教室談話）から、それぞれの課

題における生徒の振る舞いの違いを分析し

ている。 

分析の結果から、支援を受ける生徒の振る

舞いについて、「納得するまで質問を修正し

つつ、支援を求め続ける」は Webb & 

Mastergeorge（2003）の研究と同様の結果が

得られ、それに加えて、「誤りをおそれずに自

分の考えを述べること」や「受けた説明を自

分の言葉で言い換えること」という振る舞い

が重要な役割を果たしていることを明らか

にしている。 

Webb & Mastergeorge（2003）および山路

（2014）の先行研究から、生徒同士の「支援

する－受ける」という場面において、支援が

精緻化される過程で、生徒の中にある種の振

る舞いが見られることが明らかになった。 

このことから、生徒同士の話し合いの中で、 

何らかの行動（振る舞い）が見られるように

なることが、支援を受ける生徒の理解を促進

する手立ての１つになることが考えられる。 

 

(3)課題 

協同学習による学習効果を促進する方略

として、町，中谷（2013）は「話し合いの構

造化」や「グループによる改善手続き」など

を提案しているが、「話し合いにおける生徒

の行動」という点から提案し、実際の学習場

面において実証している研究は少ない。 

また Webb & Mastergeorge（2003）や山路

（2014）は、生徒同士の話し合いにおいて、

支援が精緻化される過程で見られた生徒の

振る舞いを分析し、それらの特徴を明らかに

している。しかし逆に、学習効果を促進する

方略として、これらの振る舞いが生徒の間で

意図的に共有され、話し合いの中で見られる

ようになった時、支援が精緻化されたという

効果は示されていない。 

ここまで述べた先行研究の成果と課題か

ら、生徒同士の「支援する－受ける」という

場面による学習効果を促進する方略の手が

かりとして、生徒同士の話し合いの中で、何

らかの行動（振る舞い）が見られる時、支援

を受ける生徒の理解が促進されるのかを分

析し、授業への示唆を与えることは意義があ

ると考えられる。 

 

３．支援を受ける生徒の理解が促進される 

話し合いになるための手立て 

(1)予備調査の概要 

先行研究の考察から、生徒同士の「支援を

する－受ける」という場面において、支援を

受ける生徒の理解が促進される話し合いに

なるためには、どのような行動を取ればよい

のかを検討するため、予備調査として実際の

授業における生徒同士の話し合いを分析し

た。 

 具体的には、公立中学校第２学年の生徒を

対象に、「確率」の授業を計 12 時間観察し、

生徒同士の話し合いにおいて、ある生徒が他

の生徒に対して「分からない」などと発話し、

支援を要請した場面を抽出した。その中から、
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支援を受けた生徒の「理解の促進につながっ

た」および「理解の促進につながらなかった」

と考えられる話し合いをそれぞれ分析した。 

「理解の促進につながった」と考えられる

話し合いでは、支援する生徒が支援を受ける

生徒に対して理解状況を確認し、支援を受け

る生徒も自分の分からないところなどを伝

えることで、支援する生徒はそれに沿った説

明をすることができた。 

一方で、「理解の促進につながらなかった」

と考えられる話し合いでは、支援を受ける生

徒が支援する生徒に対して、個人で考えたこ

とや分からないことを伝えても、支援する生

徒が、「前の授業（問題）で学習した」などと

述べたり、自分の考え（解き方）だけを説明

したりして、支援を受ける生徒の分からない

部分に沿った説明にならなかった。 

これらの事例から、支援する生徒が支援を

受ける生徒の理解状況を把握することに加

えて、数学的な概念や性質など問題の背景に

ある既習内容について具体的に説明したり、

「どうしてそのような解き方や答えになる

のか」という理由を説明したりすることで、

支援を受ける生徒の理解の促進につながる

と考えられる。 

 

(2)支援を受ける生徒の理解が促進される 

話し合いになるための行動モデル 

予備調査の考察から、生徒同士の「支援す

る－受ける」という場面において、支援を受

ける生徒の理解が促進される話し合いにな

るためには、支援する生徒、支援を受ける生

徒それぞれが、「考えの理由や背景にある概

念，性質をお互いに尋ねたり、伝えたりする」

という行動を取ることが必要なのではない

かと考えられる。（このことを以降において

は「行動モデル」と呼ぶことにする。） 

 

４．調査の概要 

生徒同士の「支援する－受ける」という場

面において、モデルに示された行動が見られ

る時、支援を受ける生徒の理解が促進される

話し合いになるのかを検証するために調査

を行った。 

 

(1)調査期間、対象学年・学級、単元  

平成 30 年６月～７月、公立中学校３年生・

２学級、「平方根」および「２次方程式」 

 

(2)調査の内容 

 調査期間中に行われた全 19 時間の授業を

観察するとともに、３時間目の授業の後に前

半調査を、19 時間目の授業の後に後半調査

を実施した。 

 

(3)前半調査 

本調査では、生徒同士の「支援する－受け

る」という場面が見られうる最も少ない人数

であるペア（２人１組）での話し合いに着目

した。そして、対象学級の生徒の中から、調

査者（筆者）と対象学級の授業を担当する教

師が相談し、教室において座席が隣りまたは

前後の生徒の中から、普段の授業で教師が話

し合うよう指示した場面以外でも自然に話

し合う姿が見られるペアを４組編成した。 

これらの生徒を授業以外の時間帯（放課後）

に呼び出し、既に学習した内容に関する問題

を１題出題し、個人で取り組ませて解答状況

を把握した。その後、それぞれのペアに対し

て、個人で取り組んだ時と同じ問題を提示し、

「問題について、２人とも『分かった！』と

思えるようになるまで、話し合ってください。

後で同じような問題を解いたり、いくつかの

質問に答えたりしてもらいます」という指示

を出し、話し合う様子をビデオカメラで記録

した。そして、ペアでの話し合い直後に、話

し合った問題と類似した問題にそれぞれ個

人で取り組ませるとともに、個別にインタビ

ューを行い、その様子をビデオカメラで記録

した。 
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(4)授業観察 

普段の授業（単元の授業）については、通

常授業を担当する教師（教科担任）が行い、

その様子を調査者がビデオカメラを２台使

用して記録した。１台は教室後方に固定して

設置し、学級全体での教師や生徒の発話およ

び板書を記録した。もう１台は、生徒同士が

話し合っている時、調査者が手で持ち、自由

に移動しながら前半調査において調査した

ペアを中心に、複数の生徒の発話を記録した。 

 

(5) 後半調査 

前半調査で調査したペアに対して、前半調

査とは異なる複数の問題を個人で取り組ま

せて解答状況を把握した。その後、それぞれ

のペアに対して、個人で取り組ませた問題の

中から１題を提示し、話し合いをさせた。そ

れ以外の内容は、前半調査と同じである。 

 

(6)モデルで示された行動が生徒同士の話し  

合いで見られるようになるための手立て 

 Webb & Mastergeorge（2003）の「支援を

する側および受ける側双方の振る舞いは、教

師が生徒に伝える言動に影響を受けること

がある」という示唆に基づき、生徒同士の話

し合いの中で、モデルに示された行動が自然

に見られるようになるための手立てを実践

した。 

具体的には、調査期間に行われた９時間目

の授業の後に特設の授業を行い、生徒同士の

話し合いに関する具体的な事例を取り上げ、

生徒に「みんなが『分かった！』となる話し

合いにするためにはどんなことに心がけた

らいいか」ということについて考えさせた。

生徒からは行動モデルを含む多くの意見が

出され、それらを学級全体で共有した。 

さらに、普段の授業において、モデルに示

された行動を授業者自身が率先して実践し

た。例えば、生徒が学級全体などで発言する

時、「どうしてそのように考えたの？」と尋ね

たり、一斉授業において例題などを解説する

時、計算手続きの説明に加えて、「どうしてそ

のような計算（手続き）をするのかというと

…」というように説明したりした。 

このような実践により、行動モデルが教師

と生徒の間で共有され、モデルに示された行

動が一斉授業だけでなく、生徒同士の話し合

いにおいても見られるようになることが期

待された。 

 

(7)分析の方法 

前半調査および後半調査、普段の授業にお

いて記録した生徒および教師の発話につい

てプロトコルを作成し、話し合いで使用した

プリントやホワイトボードなどの記述と合

わせて分析した。 

 

(8)分析の視点 

プロトコルに基づき、生徒同士の話し合い

の中でモデルに示された行動が見られたと

考えられる発話をとらえ、その前後における

支援を受ける生徒の理解状況に着目した。さ

らに、普段の授業における生徒同士の話し合

いについても同様にとらえた。 

それらの分析結果から、生徒同士の「支援

する－受ける」という場面の話し合いにおい

て、モデルに示されている行動が見られる時、

支援を受ける生徒の理解が促進されるのか

について考察した。 

 

 ここまで述べた内容および方法により調

査した４組のペアの中から、本稿では生徒Ｋ

およびＳからなるペアと、生徒ＴおよびＮか

らなるペアにおける話し合いの分析を取り

上げることにする。 
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５．「Ｋ・Ｓ」ペアによる話し合いの分析 

(1)前半調査 

①話し合い前の理解状況 

＜問題＞ 

（ｘ－ｙ）２＋４（ｘ－ｙ）－５を因数分解

しなさい。 

＜Ｋの解答＞ 

（ｘ－ｙ）２＋４（ｘ－ｙ）－５ 

ｘ－ｙ＝Ｍとおく 

＝Ｍ２＋４Ｍ－５ 

＜Ｓの解答＞ 

（ｘ－ｙ）２＋４（ｘ－ｙ）－５ 

＝ｘ２－２ｘｙ＋ｙ２＋４ｘ－４ｙ－５ 

 

②ペアでの話し合い 

Ｓ まず、お互いにどこまで解いたか書いて 

  みよう。 

Ｋ 分かんないんだけど… 

（それぞれ話し合い前に個人で解いた時と

同じものを書く） 

Ｓ （Ｋの解答をのぞく）そっち解けそう？ 

Ｋ 俺もＳの解答と迷った。 

  自分の解答だと－５があるから、因数分 

  解できない。 

Ｓ 因数分解できない？ちょっと待って。 

  （図１を書く） 

 

（ｘ－ｙ）２＋４（ｘ－ｙ）－５ 

ｘ－ｙ＝Ａ 

＝Ａ２＋４Ａ－５ 

＝（Ａ－４）（Ａ－１） 

図１ 話し合い中に書いたＳの記述① 

 

Ｓ たして、かけてだから… 

こうするんだっけ？ 

Ｋ あー、そうじゃないよ。ちょっと待って。 

（図２を書く） 

 

 

 

（ｘ－ｙ）２＋４（ｘ－ｙ）－５ 

ｘ－ｙ＝Ｍとおく 

＝Ｍ２＋４Ｍ－５ 

＝（Ｍ＋５）（Ｍ－１） 

図２ 話し合い中に書いたＫの記述 

 

Ｋ これで因数分解できない？ 

Ｓ あー、できる。 

（２人とも最後まで解答を書き、正しく因数 

分解することができた） 

 

③話し合い後の理解状況 

＜類似問題＞ 

（ｘ＋ｙ）２－16 を因数分解しなさい。 

＜ＴおよびＮの解答＞ 

（ｘ＋ｙ）２－16 

＝Ｍ２－16 

＝（Ｍ＋４）（Ｍ－４） 

＝（ｘ＋ｙ＋４）（ｘ＋ｙ－４） 

 

＜インタビュー＞ 

この問題では、どうしてｘ＋ｙ＝Ｍに置き換

えて因数分解するのでしょうか。 

Ｋ 計算しやすくするためです。問題の式は 

文字の種類が多くて、ごちゃごちゃして 

いるからです。同じものがあるから、１ 

つの文字に置いても変わらないと思い 

ます。 

Ｓ 同じものがいくつかある式をかんたん  

に因数分解するためだと思います。 

 

④考察 

話し合い前の解答状況から、どちらか一方

が支援する側、支援を受ける側という明確な

役割がないまま話し合いが始まった。 

話し合いの中では、Ｋが因数分解できない

ことについて理由を含めて説明した。その理

由として挙げた「－５があるから」という発

話から、Ｋは共通因数でくくり出して因数分

解する方法しか想起できなかったと考えら
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れる。それを受けて、Ｓが「本当に因数分解

できない？」と発話し、因数分解できない理

由について検討することで、「同じ多項式を

別の文字に置き換える」という計算手続きを

想起したとともに、Ｋとは別の方法で因数分

解することを試みることにつながった。この

ことがきっかけとなり、その後もお互いが相

手の考えを受けながら話し合いを進めたこ

とで、正解に導くことができたと考えられる。 

そして話し合い後、ＫおよびＳは類似問題

を正しく解くことができたことに加えて、こ

の問題を解くために行った計算手続きをす

る理由について説明することができた。 

 

(3)後半調査 

①話し合い前の理解状況 

＜問題＞ 

（ｘ－５）（２ｘ＋３）＝０を解きなさい。 

＜Ｋの解答＞  

無答（何も書いていない） 

＜Ｓの解答＞ 

（ｘ－５）（２ｘ＋３）＝０ 

２ｘ２＋３ｘ－10ｘ－15＝０ 

   ２ｘ２－７ｘ－15＝０ 

 

②ペアでの話し合い 

Ｓ まず展開するから… 

Ｋ うん。 

Ｓ （個人で解いた時と同じものを書く） 

Ｋ 両辺を２で割ると、（因数分解が）できな 

いじゃん。 

Ｓ うん。 

Ｋ 両辺を２で割ると、ｘ２
−

７

２
ｘ −

15

２
＝０ 

になるじゃん。かけたら −
15

２
 になるよう 

な数の組み合わせはないんだよ。 

Ｓ （図３を書く） 

 

（ｘ＋５）（２ｘ＋３）＝０ 

２ｘ２＋３ｘ－10ｘ－15＝０ 

      ２ｘ２－７ｘ－15＝０ 

   ｘ２
− 

７

２
ｘ − 

15

２
＝０ 

Ｓ できないじゃん。 

Ｋ 整数と分数の組み合わせでもできるか 

もしれない。 

Ｓ １と 
15

２
 かもしれない。 

Ｋ そうすると（たして）−
７

２
 の部分がおか 

  しくなるね。（方程式の各項の）係数が 

小数や分数にならないような気がする。 

Ｓ （図３を消す） 

（しばらく無言の状態が続く） 

Ｋ そもそもｘ－５と２ｘ＋３をかけると

０になるってことでしょ。ｘ－５が０に

なるためには、（ｘに）５を入れればいい

し、２ｘ＋３が０になるためには、３

２
 。 

Ｓ どうして？ 

Ｋ ２× 
３

２
 で３になるじゃん。 

Ｓ もう１回言って。 

Ｋ あっ、− 
３

２
 だった。２ｘ＋３のｘに− 

３

２
   

を代入すると、２ｘは２×− 
３

２
 ＝－３ 

で（２ｘ＋３の値が）０になるから。 

Ｓ −
３

２
 はどこから出てきたの？ 

Ｋ ２ｘ＋３の部分を２で割って（ｘ－５） 

  ×（ｘ＋ 
３

２
 ）＝０になるから。 

解は５と− 
３

２
 。 

Ｓ あー、本当だ。 

 

③話し合い後の理解状況 

＜類似問題＞ 

（３ｘ－１）（ｘ＋７）＝０を解きなさい。 

＜ＫおよびＳの解答＞ 

（３ｘ－１）（ｘ＋７）＝０ 

（ｘ－ 
１

３
 ）（ｘ＋７）＝０  

ｘ＝ 
１

３
 ，－７ 

 

＜インタビュー＞ 

２次方程式を解く時、どうして左辺を因数

分解するのでしょうか。 

Ｋ：左辺が因数分解されていない状態だと、

ｘに１つ１つ適当な数を代入していっ

て何分もかけないと探せないけど、左辺

図３ 話し合い中に書いたＳの記述② 
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を因数分解するとどちらかのかっこが

０になればいいから、ｘに代入する数

（解）をかんたんに探せるからです。因

数分解すると、どっちかのかっこが０に

なればもう一方のかっこが何になって

も答え（積）が０になるからです。 

Ｓ：例えばｘ２＋ｘ－12＝０のままだと、ｘ 

  に何が入るのかが見えにくいけど、左 

辺を因数分解すると（ｘ＋４）（ｘ－３） 

＝０になって、ｘに－４と３を入れる 

と、（左辺の式の値が）０になるってい 

うのがすぐに分かるからです。 

 

④考察 

話し合い前の解答状況から、前半調査と同

様にどちらか一方が支援する側、支援を受け

る側という明確な役割がないまま話し合い

が始まった。 

話し合いでは、Ｓの考えをもとに、２人で

左辺を因数分解することを試みるが、うまく

いかなかった。そのため、Ｋは最初に提示さ

れた問題の式の意味について考えたことで、

授業で学習した「Ａ×Ｂ＝０のとき、Ａ＝０

またはＢ＝０である」という性質（以下、「整

域の性質」とする）を想起し、代入した時に

等式をみたす値（解）をみつけることができ

た。しかし、Ｓは理解できなかったので、Ｋ

に対して「どうして？」と説明を求めた。こ

のＳの「どうして？」には、「どうしてそのよ

うな値が出てくるのか？（どのようにして値

をみつけたのか？）」という考えの理由を尋

ねる意味が含まれていたと考えられる。 

それ以降の話し合いは、Ｋが支援する側と

して、Ｓに説明する形で進められた。Ｋの説

明に対してＳは当初理解できなかったが、

「−
３

２
 はどこから出てきたの？」というよう

に質問の内容を具体的にして再び尋ねたこ

とで、Ｋは解き方について背景にある性質

（整域の性質）と結びつけて説明することが

できた。 

そして話し合い後、ＫおよびＳは類似問題

を正しく解くことができたことに加えて、計

算手続きをする理由や解き方の背景にある

性質について説明することができた。 

 

６．「Ｔ・Ｎ」ペアにおける話し合いの分析 

 (1)前半調査 

①話し合い前の理解状況 

＜問題＞ 

（ｘ－ｙ）２＋４（ｘ－ｙ）－５を因数分解

しなさい。 

＜Ｔの解答＞ 

（ｘ－ｙ）２＋４（ｘ－ｙ）－５ 

ｘ－ｙ＝Ａとおく 

＝Ａ２＋４Ａ－５ 

＝（Ａ＋５）（Ａ－１） 

＝（ｘ－ｙ＋５）（ｘ－ｙ－１） 

＜Ｎの解答＞ 

（ｘ－ｙ）２＋４（ｘ－ｙ）－５ 

＝ｘ２－２ｘｙ＋ｙ２＋４ｘ－４ｙ－５ 

 

②ペアでの話し合い 

Ｎ まず（ｘ－ｙ）２と４（ｘ－ｙ）の部分 

を展開して計算したでしょ？ 

Ｔ 因数分解だから、最終的には（ ）×（ ） 

の形にしないとダメだよね。 

Ｎ そうだね。 

Ｔ だから、授業でやったように、ｘ－ｙ＝ 

Ｆと置き換えると、Ｆ２＋４Ｆ－５にな 

る。次に、例えばｘ２＋４ｘ－５を因数 

分解すると、（ｘ－１）（ｘ＋５）になる 

から、同じようにＦ２＋４Ｆ－５は 

（Ｆ－１）（Ｆ＋５）になる。Ｆを元に戻 

して、（ｘ－ｙ－１）（ｘ－ｙ＋５）。 

分かる？ 

Ｎ 分かった。同じ部分を大きな文字に置き  

換えて、因数分解していって、最後に元  

に戻すんでしょ？ 

Ｔ そう。最終的に因数分解は、（ ）×（ ） 

の形にしたら完成だから、これでオッケ 

ーだと思う。 
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③話し合い後の理解状況 

＜類似問題＞ 

（ｘ＋ｙ）２－16 を因数分解しなさい。 

＜ＴおよびＮの解答＞ 

（ｘ＋ｙ）２－16 

＝Ｍ２－16 

＝（Ｍ＋４）（Ｍ－４） 

＝（ｘ＋ｙ＋４）（ｘ＋ｙ－４） 

 

＜インタビュー＞ 

この問題では、どうしてｘ＋ｙ＝Ｍに置き換

えて因数分解するのでしょうか。 

Ｔ：分かりません。最初は展開してから因 

数分解しようと思ったけどしっくりこ  

なかったので、他に思い付く方法でやっ 

てみようと思いました。 

Ｎ：分からないです。 

 

④考察 

話し合い前の理解状況から、Ｔが支援する

側、Ｎが支援を受ける側として、話し合いが

進められた。 

話し合いでは、Ｔが因数分解のゴールイメ

ージを示すことでＮの間違いを暗示的に指

摘した後、計算手続きを説明した。それを受

けてＮも計算手続きについて自分の言葉で

まとめたが、２人の間で計算手続きをする理

由などについては話題にならなかった。 

そして話し合い後、Ｎは計算手続きを理解

したことで、類似問題を解くことができたが、

インタビューではそのような計算手続きを

する理由については説明することができな

かった。 

 

(3)後半調査 

①話し合い前の理解状況 

＜問題＞ 

（ｘ－５）（２ｘ＋３）＝０を解きなさい。 

 

 

＜Ｔの解答＞ 

（ｘ－５）（２ｘ＋３）＝０ 

２ｘ２＋３ｘ－10ｘ－15＝０ 

   ２ｘ２－７ｘ－15＝０ 

＜Ｎの解答＞ 

２ｘ２＋３ｘ－10ｘ－15＝０ 

    ２ｘ２－７ｘ－15＝０ 

ｘ２
− 

７

２
ｘ −  

15

２
 ＝０ 

 

②ペアでの話し合い 

＜前半部分＞ 

初めにお互いの理解状況が共有され、左辺

を因数分解しようと試みるがうまくいかず、

話し合いが止まってしまった。 

調査者（Ｒ）はこれで話し合いが終わって

しまう可能性があると考え、計算手続きをす

る理由を中心に２人の話し合いに介入する

判断をした。 

 

Ｒ じゃあ、質問してもいい？どうして左辺 

を展開したのかな？ 

Ｔ 今までの授業でもずっと展開してきた

ので… 

Ｎ  （Ｔくんの考えと）同じです。 

Ｒ 展開した後、何をしたの？ 

Ｎ 同類項をまとめて、（ｘ２の係数の）２  

がじゃまなので、すべての項を２で割ろ 

うとしたんですけど、ｘの項と定数項が 

割れなかったので、どうすればいいかこ 

れ以上進まなかったです。 

Ｒ 一応、２次方程式の基本形になったんだ  

よね？２次方程式の基本形になったん  

だけど、解けないのはなぜ？ 

Ｔ 左辺を因数分解するために、かけて 15 

になる数の組み合わせを探すと、１×15， 

３×５なんですけど、たしてもひいても 

７にならないです。 

Ｒ そもそも２次方程式を解く時、どうして  

左辺を因数分解するの？ 
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Ｔ （少し考えてから）かっこ同士をかける 

ので、どっちかのかっこの中が０になれ 

ばいいから。 

Ｒ Ｎくんはどう思う？Ｔくんの説明、分か  

った？ 

Ｎ いや、分からなかったです。 

 

 以上のような話し合いを行った後、中盤部

分および後半部分の発話を以下に示す。 

 

＜中盤部分（左辺を因数分解する理由について話し合う）＞ 

Ｒ じゃあ、「どうして左辺を因数分解する 

のか？」っていうところからまた２人で 

話し合ってみて。 

Ｔ 例えば、（ｘ＋４）（ｘ＋５）＝０の場合、 

ｘに－４を代入すると０×１＝０にな  

って、解を求めやすいから左辺を因数分  

解する。① 

Ｎ （少し考えてから）最初からもう１度説 

明して。 

Ｔ 例えば、（ｘ＋４）（ｘ＋５）＝０の解は、 

ｘ＝－４，－５じゃん。因数分解すると 

どっちかのかっこが０になれば、もう一 

方のかっこが何になっても答え（積）が 

０になるから。 

一番かんたんに解を求められる方法が   

（左辺を）因数分解すること。② 

Ｎ ･･･ 

Ｔ どこが分からない？Ｎはどうして左辺   

を因数分解すると思うの？考えを聞か 

せて。 

Ｎ ２次方程式の基本形にすると、だいたい 

自然に左辺を因数分解するっていうイ  

メージがあるから。特に理由は考えたこ 

とがなかった。 

どっちかのかっこが０になればもう一  

方のかっこが何になっても（積は）０に  

なるっていうことは分かった。 

Ｔ どっちかのかっこを０にすると、答え

（積）が０になるっていうのが因数分解 

だから。③ 

Ｎ あー。ちょっと理解できた。 

Ｔ じゃあ、俺に説明してみて。 

Ｎ んー。 

Ｔ うーん、説明が難しいわ。因数分解する 

と、例えば、（ｘ＋△）（ｘ＋□）＝０に 

なって、どっちかのかっこを０にするた 

めに△の符号を逆にした数をｘに入れ 

る。△が－４だったら、ｘに＋４を入れ 

れば０になるじゃん。④ 

Ｎ 例えば、かっこの中がｘ＋６のとき、ｘ 

に－６を入れると、＋６と－６で（たし 

て）０になる。だから、解を求めるため 

に因数分解をする。 

Ｔ そう。そうすると、方程式の解を求める 

ことができるじゃん。だから（左辺を） 

因数分解するっていう感じ。 

ｘ２＋○ｘ＋△＝０のままだと、ｘに何 

が入るか求めにくいじゃん。例えば、 

ｘ２＋５ｘ－14＝０だと、ｘは何かって 

いうのは求めにくいけど、（左辺を）因数 

分解して（ｘ－２）（ｘ＋７）＝０にする 

と、－２の符号を逆にした数が解になる 

じゃん。⑤ 

Ｎ （左辺を）因数分解すると解が求めやす 

くなる。 

 

＜後半部分（この問題の解き方について話し合う）＞ 

Ｔ そうそう。じゃあ、話を元に戻そう。 

（ｘ－５）（２ｘ＋３）＝０の解の１つは  

ｘ－５から＋５でしょ？ 

２ｘ＋３の方はどうしようかな･･･ 

Ｎ ２ｘ＋３の方は、ｘに－３を入れるんじ 

ゃないの？ 

Ｔ ２ｘ＋３のｘに－３を入れて計算する 

と、（式の値が）－３になる。２ｘ＋３を 

０にしたいから、２ｘ＋３＝０の方程式 

を立てて、＋３を移項して２ｘ＝－３。 

そして、両辺を２で割ってｘ＝  − 
３

２
 。 
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逆に、ｘに − 
３

２
 を入れると、２ｘ－３の 

値は０になる。 

Ｎ ２ｘ＋３を０にするために、２ｘ＋３＝ 

０の式を作って、これを解いてｘ＝− 
３

２
 。 

 

③話し合い後の理解状況 

＜類似問題＞ 

（３ｘ－１）（ｘ＋７）＝０を解きなさい。 

＜ＴおよびＮの解答＞ 

（３ｘ－１）（ｘ＋７）＝０ 

３ｘ－１＝０ ｘ＝－７ 

 ３ｘ＝１ 

ｘ＝ 
１

３
       

ｘ＝  
１

３
 ，－７ 

 

＜インタビュー＞ 

２次方程式を解く時、どうして左辺を因数

分解するのでしょうか。 

Ｔ：因数分解すると、どっちかのかっこが 

０になればもう一方のかっこが何にな 

っても答え（積）が０になるからで 

す。どっちかのかっこを０にするため 

に一番かんたんな計算が因数分解だか 

らです。 

Ｎ：左のかっこと右のかっこをかけると０ 

になるということは、どちらかのかっ 

こを０にしなければならないからで 

す。 

 

④考察 

話し合い前の理解状況から、どちらか一方

が支援する側、支援を受ける側という明確な

役割がないまま話し合いが始まった。 

前半部分では、話し合いが止まってしまっ

た２人に対して、調査者がこの問題を解くこ

とができない理由を尋ね、「左辺が因数分解

できないから」ということが共有された。そ

れを受けて、調査者がさらに左辺を因数分解

する理由を尋ねた。Ｔはこの質問について考

えることを通して、この問題の解き方には整

域の性質が使われていることを想起するこ

とができたと考えられる。 

中盤部分では、前半部分において既に理解

することができたＴが支援する側としてＮ

に説明した。その中で、ＴはＮが理解したと

考えられるまで、内容を変えながら５回の説

明を試みた。（プロトコルにおいて下線①～

⑤で示した部分）具体的には、①で「解を求

めやすいから」というように計算手続きをす

る理由を、②で解き方の背景にある性質（整

域の性質）をそれぞれ説明した。 

Ｔの①および②の説明について、Ｎは理解

していない様子だったので、ＴはＮの分から

ないところを尋ねると、Ｎは整域の性質につ

いては理解し、計算手続きをする理由につい

ては分からないことを述べた。それを受けて

Ｔは、④および⑤で計算手続きをする理由に

ついて、具体例を挙げながら背景にある性質

と結び付けて説明した。この④および⑤の説

明によりＮは理解し、具体例を挙げながら自

分の言葉で説明することができたと考えら

れる。 

後半部分では、この問題の解き方について、

再び２人とも分からない段階から話し合い

が始まった。初めにＴが「整域の性質から１

次方程式を立て、その解が問題の２次方程式

の解になる」ということを想起することがで

き、支援する側としてＮに説明した。その中

で、Ｎの考えが間違いであることを具体的に

指摘するとともに、整域の性質を使って「２

ｘ＋３＝０」という１次方程式を立てて、解

くことを説明した。このようにＴがこの問題

の解き方について背景にある性質と結び付

けて説明することで、Ｎは理解することがで

きたと考えられる。 

そして話し合い後、ＴおよびＮは類似問題

を正しく解くことができたことに加えて、計

算手続きをする理由や背景にある性質につ

いても説明することができた。 
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７．研究のまとめ 

(1)成果 

「Ｋ・Ｓ」ペアにおける話し合いでは、前

半調査から生徒の中からモデルに示された

行動が見られ、後半調査においても同様に見

られた。具体的には、お互いに考えの理由を

尋ねたり（伝えたり）、支援する生徒が解き方

について背景にある性質と結び付けて説明

した。その結果、いずれの調査においても支

援を受けた生徒の理解が促進された。 

一方、「Ｔ・Ｎ」ペアにおける前半調査の話

し合いでは、生徒の中からモデルに示された

行動は見られなかった。そして、支援を受け

た生徒は類似問題を解くことができたが、計

算手続きをする理由について理解するまで

には至らなかった。また、後半調査において

も同様の行動は見られず、途中で話し合いが

止まった。しかし、調査者が２人の理解状況

を確認しながら、計算手続きをする理由につ

いて尋ねることで、先にＴの理解が促進され

た。さらに、それ以降の話し合いでは、Ｔが

支援する側として、計算手続きをする理由や

解き方について背景にある性質と結び付け

て説明することで、支援を受けた生徒（Ｎ）

の理解が促進された。 

 以上のことから、生徒の中から「考えの理

由や背景にある概念，性質を尋ねたり、伝え

たりする」という行動が見られる話し合いで

は、支援を受ける生徒の理解が促進され、見

られない話し合いでは、意図的に考えの理由

や背景にある概念，性質を話題にすることで、

理解が促進されることが明らかになった。 

また、生徒同士の話し合いにおいて、いず

れの生徒も理解していない状況で話し合い

が始まった場合でも、考えの理由や背景にあ

る概念，性質が話題になることで、どちらか

一方の生徒が先に理解し、途中から「支援す

る－受ける」という場面に移行しうることが

明らかになった。 

 

(2)課題 

生徒同士の話し合の中で、「考えの理由や

背景にある概念，性質を尋ねたり、伝えたり

する」という行動が自然に見られるようにな

るために、調査では４(6)で述べた手立てを

実践したが、この手立てが有効であったかに

ついての検証には至っていない。 

本研究で明らかになったことを生徒同士

の「支援する－受ける」という場面における

学習効果を促進する方略として活用するた

めには、この手立てについてさらに長期的な

実践や検証が必要である。 
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主体的・対話的な学びのある数学授業設計のための 

Y.Engeström の活動理論の捉え直し 

澤邉 基 
上越教育大学大学院修士課程 2 年 

 
１. はじめに 

実体験として，筆者がこれまでに受けてき

た数学の授業を振り返ると，小学校生活，中

学校生活に比べ，高校生活では言語活動が少

なく，ひたすら問題を解くような試験，受験

のための授業が主になっていた．このような

授業は，子どもたちを「なぜ学んでいるのか

理解出来ない」という状態に陥らせ，数学嫌

いな子どもを増やしていってしまうのではな

いだろうか． 

平成 30 年 7 月 30 日に文部科学省によって

公示された高等学校学習指導要領解説数学編

(文部科学省 2018)には，数学科改訂の要点と

して「数学的活動の一層の充実」と記されて

いる．また，そこには「数学的な問題発見・

解決の過程では，主として日常生活や社会の

事象に関わる過程と，数学の事象に関わる過

程の二つの問題発見・解決の過程を考え，こ

れらの各場面において言語活動を充実し，そ

れぞれの過程を振り返り，評価・改善して学

習の質を高めることを重視している」と書か

れている．このことから数学的活動を通して

言語活動の充実に取り組む必要性が伺える．

また，三枝(2010)は「数学的活動を通して楽

しむ事が実感できれば，数学嫌いは減少し，

やがて創造性の基礎も育成され，生涯にわた

って主体的に判断し活動できると考える．」と

述べている． 

ここまで言語活動を充実させた授業の必要

性について述べてきたが，このような授業を

高校数学においても単に行えばいいかという

とそう単純な問題ではない．「高等学校におけ

るアクティブラーニングの視点に立った参加

型授業に関する全国調査」（木村ら 2015）に

よると，数学について「アクティブラーニン

グは以前から取り組んできた学習である」と

する回答が 5 教科中最も低く，「イメージが湧

かない」の回答は 5 教科中最も高くなってい

る．このことから高校数学におけるアクティ

ブラーニング実施の困難性が伺える．そこで

まずは実際の主体的・対話的な学びのある数

学の授業では子どもたちが学習のもとでどの

ように学習集団としての集団を発展させてい

くのかを明らかにする必要がある． 

本研究では，生徒の活動を分析対象として，

新たな授業デザインを生み出すために

Y.Engeström の「活動理論」を援用して活動を

動的に捉える．また，このように動的に捉え

ることで数学の主体的・対話的な学びのある

授業において，子どもたちが「活動システム」

のもとでどのように集団を発展させていくの

かを捉えることができるのか，実際の授業の

分析を通じてその妥当性を判断する． 

 

２. 活動理論 

活動理論とは，人間の学び，遊び，科学・

芸術，技術，労働，生活などの「活動」を，

社会的・協働的な「活動システム」として分

析し，その文化・歴史的に新しい形態やパタ

ーンを，実践者自らによる発達や転換として 

上越数学教育研究，第34号，上越教育大学数学教室，2019年，pp.71-82
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現実につくりだそうとする理論である． 

（山住 2004） 

 

２.１． 活動理論の歴史的展開 

Engeström(1987)は，活動理論の歴史的展開

を「三つの世代」という考えから述べている． 

第一世代は，L.Vygotsky を中心とするもので

ある．L.Vygotsky は，人間行動を対象に向け

られた行為と捉え，その発達がツールや言語，

シンボルやアイデアやテクノロジーといった

「文化的人工物」（道具）の創造と使用に媒介

されていることを明らかにした．山住(2004)

によるとここにおいて，人間の行動を「文化

や歴史に媒介された社会的実践活動」として

理解することができるようになったという． 

第二世代は A.Leont'ev の活動理論によるも

のであるという．A.Leont'ev の活動という概

念の革新性は，活動に「分業」「協業」という

新たな要素を関係づけ，対象に動機づけられ

た活動が個人の次元ではなく集団的な次元に

おいて成立することを示したところだという．

そして Engeström(1987)は，活動システムの

変化と発展の原動力として「内的矛盾」とい

うアイデアを概念化し，2 つ以上の活動シス

テムの相互作用に着目した第三世代へと発展

させている．また，Engeström(1987)は「活動」

という理解を，システム的なモデル化へ発展

させている．次の図 1 のような活動システム

のモデルである． 

   

図 1 Engeström(1987)による 

活動システムモデル 

 

山住(2004)によるとこのシステムにおける

「道具」とは，「主体」が「対象」に働きかけ

る時に用いる道具や手段となるものである．

これには，物だけでなく，理論やアイデアな

ど物質として存在しないものも含まれる広い

概念である．「ルール」は社会的な規範，統制

や慣習のことであり，「分業」は，知識や課題

によって分けられるものと，権力や地位によ

って分けられるものを指す．以上の全てが関

連しあっているのが活動理論であり，基本的

関係である「主体」「対象」「共同体」は私た

ちが直接，行為として目にするものであり，

その他の部分は行為としては目に見えない基

底部分である，というように分けられる． 

松下(2010)は図 1 の各構成要素において重

要なことは，互いに他と分離しては存在しえ

ず，他との関係において初めてその位置を得

るということであると述べる． 

Engeström（1987）は，活動システムを，「内

的矛盾」を原動力として「絶えず再構成され

ていく」ものと述べる．Engeström（1987）に

よれば，この「内的矛盾」は 4 つのレベルで

あらわれる．第一の矛盾は，各々の構成要素

内における交換価値と使用価値の矛盾であり，

第二の矛盾は，構成部分のあいだの矛盾であ

り硬直した階層的分業が，道具の進化によっ

て開かれた可能性を遅らせたり妨げたりする

ことを例示している．第三の矛盾は，文化的

により進んだ中心的活動の対象とのあいだの

矛盾であり，文化的により進んだ対象と動機

は，中心的活動の主体そのものによっても積

極的に探し求められるという．そして第四の

矛盾は隣接する諸活動とのあいだにある矛盾

であるという．このうち，第三の矛盾，及び

第四の矛盾のように少なくとも 2 つの「相互

作用する活動システム」へと分析単位を拡張

したのが第三世代である．  

Engeström(1991)は，活動が抱える矛盾を出

発点とし，実践者自身が，自らの生活活動の

システムを分析しデザインすることを目指す

介入法を「発達的ワークリサーチ」と呼び，
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新しいパラダイムにほかならないとしている．

また，Engeström(1987)は，そうした矛盾に迫

りながら，新しい対象，新しいコンセプト，

持続性のある新しい実践形態を生み出すよう

なレベルの学習を「拡張的学習」という概念

で説明している． 

 

３. 先行研究 

３.１． 学校学習と活動理論 

人間活動の全体を統一的に把握するための

分析単位を拡張させてきた活動理論であるが，

授業研究に援用する場合にはその限界も指摘

されている．松下（2010）は，「拡張的学習と

学校学習との間には，大きな隔たりがある」

とし，「活動システム」理論の授業研究への援

用は，「説明の道具としては有効でも，介入の

道具にはなりにくかったと述べている．本研

究においてはこの松下の立場に立脚し，実践

者と研究者が協働して行う「発達的ワークリ

サーチ」ではなく，集団が対話を通して学習

集団を形成していく過程を解釈する枠組みと

して，「活動システム」のモデルを用い，活動

を 6 つの要素によって動的に捉えることとし

た． 

 

３.２． 加登本ら(2014)の研究  

 加登本ら(2014)は，松下の立場に立脚し，

小学校 4 年生を対象とし，フラッグフットボ

ールの授業で子どもたちがどのような「活動

システム」のもとで学習集団としての集団を

発展させていくのかを事例的に明らかにして

いる．加登本ら(2014)は，フラッグフットボ

ールの単元全 15 時間で実施した「仲間づく

り調査票」について，学級全体及び抽出した

班の子どもの平均値の変化を示したグラフを

用い，「仲間づくり」の成果において，単元前

半で低い値を示していた授業と，単元後半で

高い値を示した授業について活動システムを

援用し，肯定的な変容に影響を与えた要因を

考察している． 

３.３． 和田(2019)の研究 

 和田(2019)は活動理論に基づきながら数学

の道具性を活かすような授業構成について考

察し，数学を問題解決のために行われる活動

性の所産と見たとき，数学の道具性を活かす

ためには問題解決の過程の中で数学とその使

用価値を発明し，実際にそれを適用すること

が必要であることを明らかにした．また，教

師が子どもに与える事象は，その後の学習活

動を見越した，整備され考え抜かれた事象で

なければならないと述べ，そのような事象の

設定は数学の道具性から逆算した事象である

ことが必要で，場合によって対象を生み出す

ための補助的な活動が必要であると述べてい

る． 

 

４. 本研究における活動理論の利用 

４.１． 本研究での数学観 

本研究では，数学が個人に内在的であり，

共有できるという立場に立脚する．また，活

動を 6 つの要素に着目し，動的に捉えること

で数学的知識が主体的・対話的な学びの場面

において幾度となく変容していくと考える．

よってまずは主体的・対話的な学びの場面に

おける各要素に内在する数学的知識を定義す

るために実際に行われた授業を動的に捉え，

分析する． 

 

４.２． 活動システムを用いた授業分析 

４.２.１． 下平(2011)のプロトコルから 

生徒に仮想のオリンピックの採点表を見

せ，どちらの国が金メダルかを予想させる問

題を提出して，実際に取り組んだ課題を以下

に示す． 

信州オリンピック 2010（アクロスキー）団体

戦決勝は，C 国対 H 国の組み合わせになりま

した．この競技は 7 ヵ国の審判の採点により

勝敗が決まります．7 人の審査員の採点は右

の表のようになりました．果たして，金メダ

ルは C 国と H 国のどちらのチームになったで
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しょう． 

審判 C 国 H 国 

① 9.0 9.2 

② 9.3 9.2 

③ 9.7 8.8 

④ 9.2 9.1 

⑤ 8.9 9.1 

⑥ 9.0 9.3 

⑦ 9.2 9.2 

この課題を提示するまでのプロセスとして，

バンクーバーオリンピックの映像を見せ，生

徒の関心をひいている．課題も復唱させ，し

っかりと内容を理解させたうえで，ますは，

どちらのチームが優勝したかを予想させた． 

 

116 教師 で，決勝戦どことどこの国になった

って？ 

117 全員 C 国対 H 国． 

118 教師 で，審判は？何人いるの？ 

119 全員 7 人． 

120 教師 で，みなさんのワークシートにもう 

審判の採点が書いてあると思うんだけど，も 

う見てるね．これ（拡大採点表）はい． 

121 教師 見通し，予想のところ，直感でい

い，どっちが優勝，金メダルを取ったか書

いてみよう．（○をつけさせる） 

 

これについて 40 秒ほど時間を取り，考えさ

せた．そのあとでどちらの国が金メダルなの

かと予想したかを挙手させると 8 割の生徒が

「C 国が金メダル」と考えていることがわか

った．この後で教師は理由について考えさせ

るよう以下のように話をつづけた． 

 

133 教師 さて，それではねえ，これからみな

さんに 5 分ぐらい時間をあげます．この採点

表をじっくり見て，今自分が C 国，もしくは

H 国，もしくはわからないって判断したもの

をちょっと周りの人に伝えてもらうために，

えー，個人追究って書いてあるよね？そこん

ところにどうしてそうなのかなぁーっていう

ことをこれから検証していただきたい，確か

めてもらいたいということです．で，数字が

いろいろとね，得点が書いてあるから，何か

必要なものある？何か欲しいものありますか

ね？ 

134 数名 電卓，電卓… 

135 教師 電卓使いたい人？はーい． 

136（挙手） 

137 教師 電卓使いたい人は，あの，ここに置 

いてあるから各自好きなように持って行っ 

てください．好きなように 3 つも 4 つも持 

っていくなよ． 

138 クラス内 あっはっは． 

139 教師 で，それで，電卓でわかんないこ 

とがあったら先生とか隣の人に聞きながら 

やってみてください． 

 

この場面では活動システムの変容が顕著に

表れている．プロトコル前半部での【対象】

は 121 の発言から「優勝国を予想すること」

にある．後にどう予想したか問うた場面では，

全体が挙手している様子が記されていること

から，この【対象】について取り組む【主体】

である，生徒全体の活動が起きていたことが

わかる．この背景には，バンクーバーオリン

ピックの映像という【道具】，それによって【共

同体】全体を同じ【対象】へと方向づけたこ

とが大きく影響していると考えられる． 

この【対象】が達成されたことを受け，【共

同体】に属する教師は 133 の発言をするが，

この発言は【主体】の【対象】を「理由を考

える」というものに変えたことに大きく影響

を与えているものと考える．また，【道具】と

して電卓が使えるという【ルール】が新たに

追加されたことで，生徒の主体的な活動を促

した． 

また，優勝国を予想した結果，8 割の生徒

が C 国と判断したが，これの判断材料は採点
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表のみであろう．生徒はそこに書かれている

数字のみから数学的に優劣をつけた．つまり，

採点表という【道具】に数学があることを見

いだしたと考えられる．また，135,136 から

も【主体】が計算の必要性を感じていたこと

がわかる． 

課題解決の場面では，挙手している人の中

から Takeo，Hayato，Arisa，Taro，Koichi を

指名し，発表させた．また，このとき，発表

を聞く人はワークシートに他人の考えを記入

するという【ルール】が与えられた．よって

【対象】は広い意味では「考え方の吟味」と

いうことになるが，4 人発表者が変わること

で【分業】として発表側と聞く側のメンバー，

つまり，【共同体】内の関係が毎回変化してい

るため，これを通じ，生徒は数学的知識を洗

練していっているのだと考える． 

4 人の発表の後で，【主体】である生徒は【対

象】である「考え方の吟味」を終え，C 国が金

メダルということを結論付けた．これは以下

の 311 の教師の発言が大きく関わっていると

考える．教師の「じゃあ，C 国金メダルでよろ

しいですか？」という発言に対し，生徒は「は

い．」と答えている．【主体】が一つの【対象】

を達成したことを確認できる． 

 

311 教師 じゃあ，C 国金メダルでよろしい 

ですか？ 

312 多数 はい． 

313 教師 で，今日の授業をこれで終ろうと 

思ったんだけど，ごめんね，今，1 個言う 

のを忘れちまった．すんげー大事な情報を 

言うのを忘れちまった．参ったな，ごめ 

ん，やり直しかもしれない． 

314 数名 えっ？ 

315 教師 うっかりしていた．資料の活用だ 

よね．資料だよね．情報が大事だとか言っ 

ておいて，情報を伝えるの忘れちまった． 

1 個…． 

316 （冷たい雰囲気） 

317 教師 これ審判何人いる？ 

318 全員 7 人． 

319 教師 いろんなやり方があったんだけ 

ど，結果はどっちだった？ 

320 全員 C 国 

321 教師 ごめん，許してくれるかな〜（と 

言いながら拡大採点表の審判番号の箇所を 

剥がす） 

322 クラス内 えっ？あれ？ 

323 教師 本当に申し訳ない．実は，審判国 

の国の人…（省略） 

333 クラス内 あー，あー，あれ，わかっ 

た，えー…，どっちが，あーC 国が，C 国 

はひどすぎだよこんなの，あー． 

334 教師 さあ，周りで話し合おう． 

 

313 の教師の発言は新たな活動の契機とな

るものであった．これまで【共同体】の一員

として【対象】を【主体】と同じ目線で捉え

ていた教師が，313 の発言によりその【共同

体】内の関係を変化させたのである．この逸

脱した発言が【主体】の取り組むべき【対象】

を変化させている． 

審判 C 国 H 国 

A 9.0 9.2 

B 9.3 9.2 

C 9.7 8.8 

D 9.2 9.1 

E 8.9 9.1 

F 9.0 9.3 

G 9.2 9.2 

「審判の国籍」という見方が加わったとき，

どのような問題があるか問う場面が下記の通

りである． 

 

357 教師 さて，この審判の国が出たときこ 

れを見てどういうふうに思ったのか，感じ 

たのか，こうじゃねえかということが絶対 

あると思います．はい，それを言ってくだ 
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さい．手がどのくらいがるのでしょうか． 

はい，どうぞ． 

358 教師 はい，そうすると 5 人，6 人ぐら 

いしか挙がらない．はい，どんどん挙がっ 

てきた．書いたんじゃない．さあどう？ 

359 教師 はい，それじゃあ，Rin どんなふ 

うに感じたか？ 

360 Rin えっと．H 国の 

361 教師 うん． 

362 Rin 審判がいなくて，C 国の方には審判 

がいて，自分の国にだけに，こう点数を高 

くしているっていうのは，それはちょっと 

卑怯な感じに思われるのかなぁっと，もう 

一度ちょっと，採点みたいなものをした方 

がいいと思いました． 

363 教師 ほぉ，どう同じように感じた人？ 

はい．ほら，今手挙がるでしょ？頑張ろう 

ね．はい． 

 

この場面では 357 から教師が【対象】を「審

判の国籍という見方が加わったときの問題点」

に設定している．ここで，発表者の Rin，それ

を聞く他の生徒，それらを結び付ける教師と

いう【分業】の形を取ることで，改めて 1 つ

の【共同体】として【主体】に【対象】を把

握させようとしている．この後で，教師は「ど

ちらの国が本当の金メダルなのか，自分なり

の採点方法を考えて説明していただきたい」

と発言し，再度【対象】を共有している．こ

のことに対して生徒から疑問はなく，スムー

ズに作業にとりかかっている様子が見られた

ことから 357～363 での教師の誘導は生徒に

とって無理のないものであったと考えられる． 

課題解決の場面では，挙手している人の中

から Suguru，Yuka，Daiki，Kenji，Koichi を

指名し，発表させた．また，この場面におい

ても発表者が変わることで【分業】として発

表側と聞く側のメンバー，つまり，【共同体】

内の関係が毎回変化しているため，これを通

じ，生徒は【対象】に取り組んでいるように

見える．ではここで【主体】は数学的知識を

獲得できているのだろうか．第一時では，各

発表者とも C 国が金メダルとし，それを計算

過程と共に説明した．第二時では，各発表者

とも H 国が金メダルとし，それを計算過程と

共に説明した．両者同じプロセスを経ている

が，後者は数学的知識の獲得という点におい

て前者に比べ劣っていると考える． 

 

550 教師 大逆転したね．だけど本当に

個々，それぞれのやり方があるんだけど，

どれがいいかっていうのは，どうです？ち

ょっと一応聞いてみようか？う〜ん，いろ

いろあったんだけど，やっぱり C 国を除い

た方がいいかなと思う人？はい． 

551 （半数程度が挙手） 

552 教師 はい，下ろして．先生の質問がよ 

くなかったかな．C 国は，まあ，切っちゃ 

うのはよくないけど，何か操作して C 国の 

得点をちょっとでも加味してあげたほうが 

いいのかなぁって思う人？ 

553 （1 人が挙手） 

554 教師 あっ 1 人しかいない．あっほほほ 

ほ…．なるほどね． 

555 教師 で，いろんなやり方があったんだ 

けども，まあ結果的にはね，H 国になった 

んだけども，こうやってやって，一つの数 

値を，ね，数値は変わんないんでしょ，こ 

こ（採点員の国別）を見せた途端，みなさ 

んは，何と思ったかというと，C 国の審判 

員は…． 

556 数名 ず，ずるい． 

557 教師 ずるいとか． 

558 数名 せこい． 

559 教師 せこいとか． 

560 数名 不公平，不公平． 

 

550，552 に対して反応したのは半数程度で

あるから残り半数の生徒に関しては発表を聞

いてもそういった計算方法が正しいかどうか
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判断しかねている状況であることがわかる．

よって同じようなシステムの変容に見えるが

数学的知識の獲得という点においては第一時

より劣っているといえるだろう． 

一方で発表のプロセスを経ることで，C 国

の採点について見つめなおさなければならな

いという考えはより強まったものと考える．

教師は，発表以前に 362 の Rin の発言から C

国は卑怯であるということを【共同体】に共

有していた．しかし，発表のプロセスを経る

ことで 556，558，560 の発言にあるように再

度，【共同体】でこれを【対象】としてとらえ

る必要性が増したであろう． 

 

565 教師 ただそのまんま計算する，足せばい 

い，平均出せばいいじゃなくてその数値の 

裏を読んでいく必要があると思います．な 

ので，何を言いたいかっていうと，この言 

葉を，国語でやった？（板書） 

566 クラス内 あー（ぼそぼそとした声で…．） 

567 教師 この言葉（客観的）の意味わかりま 

す？客観的と言います．せーの． 

568 全員 客観的． 

569 教師 この C 国のように，やっぱり，本 

当かどうかわかんないけど，やっぱりこの 

辺り（拡大得点表の C 国の部分を指し示し 

ながら）はね，自分の国に少し気持ちをっ 

ていうのはあるでしょ．そういう風に見る 

んではなくて，第 3 者からやっぱり見てい 

かないといけない．わかる？そのものを見 

たときに気持ち，感情が入っちゃうと，数 

値というものは，あ，ある程度操作できち 

ゃう部分もあるんだよ． 

 

565，569 の発言はさらにその必要性につい

てを述べたものとなっている．そしてこのあ

とで，【主体】は平均値という用語を学ぶが，

【主体】の新たな数学的知識の獲得までのプ

ロセスにより洗練された数学的知識が獲得で

きたと考えられる． 

４.２.２． 松井(2009)のプロトコルから 

教師は次の問題を出して，授業を展開して

いる． 

交わる 2 本の棒から，わかることを書きなさ

い．また，なぜそうなるのかを答えなさい． 

 

 

 

上の問題を出されたことで【主体】である

生徒の【対象】はこの問題に取り組むことと

なった．教師は，生徒に，【道具】として 2 本

の線分の模型を与える．生徒は，【ルール】と

して模型を自由に動かすことができる．以下

は授業の初めに，生徒それぞれが，図から見

てわかることを発表する場面である． 

 

16 Kita 4 つの三角形の角の先で交わってい 

る．ここなんですよ．これをバラバラにす 

ると，ここの先で交わっているわけです． 

 

 

 

Kita は，16「4 つの三角形の角の先」と，

2 つの線分の交わりを 4 つの三角形の頂点の

重なりと捉えている． 

 

18 Asa ここ（棒）とここ（棒）が同じ長さに 

なります．横の角が 55°で，縦の角は 125° 

になります．形的には，X に似ています． 

で，この直線とこの直線はねじれの位置に 

あります．あと，回すと円になり重ねると 

一直線になる． 

 

 

 

 

Asa は，18「回すと円になり，重ねると一直

線になる」にあるように，【道具】を回してい

く操作を通して，図を動的に捉え，線分の軌

跡を円と表現している． 
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26 Fuku で，全部の角度の和が 360°になっ 

て，あと，対角の角度が同じ．A と B が同 

じです． 

           C 

     A          B 

           D 

Fuku は，角度を，文字を使って表現してい

る．このことは，図が変わっても，同じこと

がいえるため，図を特定の図とはみていない

といえる． 

 

30 Naka ここ（55）とここ（55），ここ（125） 

とここ（125）が等しくなる． 

      125 

       55       55 

            125 

Naka は，対頂角が等しいと捉えているが，

その根拠は，実測による帰納的なものである． 

Asa，Kita，Fuku は，図を一般性のあるもの

と捉えているが，これは模型の操作により，

視覚的に明らかであるという判断をしたもの

である．これより，模型という【道具】，動か

していいという【ルール】が【主体】に大き

く影響しているといえる．また，この場面で

は【対象】は同じであるが，その捉え方が【共

同体】内でいくつかにわかれていた．そこで

発表者とそうでないものとで【分業】の形を

取ることで【共同体】内に知識を共有した． 

教師は，Naka の考えを受け，対頂角がいつ

も等しいことの理由を考えることへと【対象】

を変化させる．生徒が【対象】に取り組む過

程で生まれた疑問ではなく，教師が【対象】

を変化させた場面であるが，元の【対象】が

抽象的であったことや【共同体】内の知識の

差がなかったことから，この移行は自然なも

のであると考えられる．これより生徒は，2 直

線の位置が変化していっても，対頂角が等し

いことの理由を考えるようになる．Nemo は，

次のように対頂角を捉える． 

 

61 T どうですか． 

62 Saka 比例と言うより，反比例． 

63 T 今の Nemo くんのをもう 1 回いうと， 

64 Nemo 上下の幅が大きくなると，左右が小 

さくなる．上下が小さくなれば，左右が大 

きくなる． 

65 Saka 反比例でいいんじゃないですか． 

66 T 反比例って何だっけ？ 

67 Saka y=a/x． 

68 Fuku y が 3 倍になると，1/3 倍になる． 

69 T じゃあ，10 "（左）が 30"になると，こ 

っちは何度になる？ 

70 Kita マイナス 30． 

71 Yoshi はっ？ 

72 Fuku ×1/3． 

73 Naba 10． 

（中略） 

85 T 反比例とはいえるかな． 

86 複数 いえないでしょ． 

87 T 比例といえますか． 

88 複数 いえない． 

 

比例や反比例ではないが，Nemo は，64｢上

下の幅が大きくなると左右が小さくなる」と

いうように，隣りあう 2 角について，一方が

増加した分だけ，もう一方が減少することか

ら【対象】を関係的に捉えていたといえる．

また，Saka や Fuku は，それを，もともと持

っている数学的知識を道具として捉えようと

した． 

対頂角がなぜ等しいのかという【対象】に

関しては，Naka の実測，Fuku の視覚による

【対象】の捉え方と Nemo の隣の角による関係

的な【対象】の捉え方がみられた．しかし Nemo

は，隣りあう 2 角の和が 180°であるという
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一般性を示す説明には，至っていない．その

ため，Nemo の隣の角に注目した対頂角の【対

象】の捉え方は，【共同体】での共通の【対象】

の捉え方とは成り得ていない．そして，帰納

的な説明で十分という判断により，実測，視

覚による【対象】の捉え方が，【共同体】共通

の捉え方と成り得た．このようなことから【対

象】を変化せざるを得なくなり，教師は次の

ような 2 つ目の問題を用意した． 

交わる 3 本の棒から，わかることを書きなさ

い．また，なぜそうなるのかを答えなさい． 

 

 

 

 

一つ目の問題と同様，教師は，生徒に，【道

具】として 3 本の線分の模型を与える．ここ

にも生徒は，模型を自由に動かすことができ

るという【ルール】が存在している．以下は

授業の初めに，生徒それぞれが，図からわか

ることを発表する場面である．最初，対頂角

が等しいことを示した後だけに，2 組の対頂

角が等しいと捉える生徒が多くいた． 

 

105 T これ①にするね． 

106 Naba ②（②と対頂角の位置），②． 

    

107 Nemo ②じゃないよ．③でしょ． 

108 複数 ②． 

109 複数 ③． 

110 T ②という人は等しいの？ 

111 Naba 等しい． 

112 T なんで． 

113 Yoshi さっきと同じで． 

114 T ああ，対頂角，じゃあ，②でいい？ 

115 Yoshi いいです．で，そこが①． 

116 Yoshi で，（下側）③にすれば大丈夫．④． 

で．③，④． 

     

対頂角が等しいということについて，Naba

は 113「さっきと同じで」と既に正しいとし

ている．【対象】だったものが知識という【道

具】として使用されていることが見て取れる．

次に，教師は，2 本の線分が平行な場合の等

しい角を探すことを指示する．これに対して，

Naba は，次のように，黒板に番号を記入して

いく． 

   
Naba は，同位角，もしくは，錯角を等しい

としている．ここでも，視覚に依存して考え

ている．対頂角の例から捉え方の知識の差

（【分業】）はなく，【共同体】内にそのような

考え方での捉え方が共有されたからであろう．

そこで，教師は，視覚的以外の説明を求める．

それに対して，Nemo は，次のように説明する． 

 

150 T なんでかは言えます？Nemo くん． 

151 Nemo ここで切断すれば同じ形になる． 

上と下． 

 

Nemo は，上と下の角はぴったり重なると主

張している．ここでも，視覚的に同位角，錯

角が等しいと判断している．この授業ではこ

れ以上の議論は成されなかった．「平行ならば，
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同位角が等しい」ことを前提にして，錯角が

等しいことを演繹的に証明する問題（【対象】）

を生徒の間だけで行うことは難しい．知識と

して【道具】の不足分を物理的【道具】では

十分の補えなかったことがよくわかる場面で

ある．このあとで，「視覚的に，模型や平行移

動によって等しい」という説明以降の議論は

成されなかった．角が等しいことを関係的，

もしくは，演繹的に説明しようという活動は

生じず，帰納的な説明で十分という判断によ

って，同位角，錯角という【対象】が捉えら

れた． 

 

５. 6 つの要素の連関と数学的知識の位置付

け 

前節のように動的に授業を分析することで

活動システムにおける各要素に数学的知識が

在ると言える． 

下平(2011)の授業における「優勝国を予想

する」という【対象】に対して生徒は採点

表，電卓という物理的な【道具】を用いて取

り組んだ．松井(2009)の授業においては，

「どんなことが言えるか」という【対象】に

対して生徒は模型という物理的な【道具】を

用いて解決しようとした．この【対象】の設

定は【主体】にとって，数学的知識が在ると

はとらえにくいものであると考える．しか

し，実際に【対象】を数学的に捉え，解決し

ようとしていた．これを方向付けた要因とし

て物理的【道具】に数学が在ることを見いだ

したからだと考える．つまり，【対象】が漠

然としていても物理的【道具】の設定により

【主体】を数学的活動の取り組みへと方向づ

けることが出来る．物理的【道具】の在り方

として数学が在ることを理解させるようなも

のであることが必要であると言える．下平

(2011)の授業で言えば，採点表に数字が並べ

られていること，電卓が与えられていること

であり，松井(2009)の授業で言えば．動かせ

る直線が与えられているということである．

なお，そこには，その物理的【道具】の使用

に関する【ルール】も大きく関わっていてそ

れが活動を方向付けている．松井(2009)の授

業で言えば「動かしてよい」という【ルー

ル】が【主体】に内在する数学的知識を引き

出した．このように【対象】を数学的に捉え

られることがわかると【主体】は自身に内在

する数学的知識をも，対象を捉える【道具】

として扱う．よって知識としての【道具】に

も数学的知識が内在する．つまり主体は物理

的【道具】と知識としての【道具】の双方を

駆使して【対象】に取り組んでいくことがわ

かる．松井(2009)の授業から授業デザインに

あたっては【主体】の持っている知識として

の【道具】を十分に把握し，それをひきだせ

るような物理的な【道具】を教材として扱う

必要があると考えた． 

また，【共同体】内の在り方も主体的・対

話的な学びを引き起こす重要なものであると

考える．本研究では【主体】を生徒という集

団としてとらえているが，教師を含めた【共

同体】個々人に内在する数学的知識には差が

ある．この差こそが主体的・対話的な学びを

引き起こすのではないだろうか．松井(2009)

の提出した課題という【対象】は抽象的なも

のであるが，先述した物理的【道具】と【ル

ール】が【主体】の活動を方向付けた．抽象

的であるがゆえに多様な考え方が生まれた．

これは個人に内在する数学的知識が異なるか

らである．教師がこの数学的知識の差を利用

することは，自然に目の前の取り組むべき課

題という【対象】を変化させ，活動を起こす

のみならず，松井(2009)の授業に見られるよ

うに教え合いという対話的な学びをも引き起

こす．よって本研究では【共同体】内の数学

的知識の差も【分業】として現れるものと捉

える．下平(2011)の授業のように役割をつく

ることによって生まれる形態も【分業】の形

であり，このような【共同体】内の関係の変

化は知識の洗練につながり，主体的・対話的
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な学びを引き起こす一つの要因である．つま

り【分業】には二重性があるものと捉えてい

る．また，役割を与えずとも生まれる【分

業】の形もある．下平(2011)が審判の国籍を

提示したことは，教師を含む【共同体】内の

関係が，教師とその他生徒との形で【分業】

の形を形成した．このことが【対象】を変化

させ，新たな活動の契機となった．よって教

師が関係を逸脱することで現れる【分業】の

形も有効であるといえるだろう．  

 

６. まとめと今後の課題 

これまでは，数学が個人に内在的であり，

かつ共同体で共有されるという立場を取って

数学授業を捉えていたが，数学的知識はすべ

ての要素に連関して存在しており，このよう

に数学授業という活動をシステムの要素に着

目し，動的に捉えることで，主体がどのよう

に数学的知識を獲得しながら対象に取り組ん

でいくのかを捉えることが出来た．また，活

動を動的に捉えることで今後の課題である主

体的・対話的な学びの設計にあたっての知見

を得ることが出来た． 

よって本研究においては，数学における主

体的・対話的な活動というものを，先述のよ

うに動的な見方を取り，6 つの要素が連関し

ながら数学的知識を洗練していくものと捉え

る． 

今後は，分析対象とする授業を増やし，得

られる知見をより一般なものにしていく必要

がある．そのあとで得られた知見をもとに主

体的・対話的な学びのある授業を設計し，そ

の授業を分析することで授業設計の妥当性を

判断していく． 
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数学授業における教師と教材の役割に関する一考察 

－社会的構成主義及び生態心理学の知見から得た知識観に基づいて－ 

 

武田 太久実 

上越教育大学大学院修士課程 1年 

 

1．はじめに 

 数学の哲学である「社会的構成主義(Social 

Constructivism)」を数学教育の哲学として

確立した P. Ernest 氏の文献が我が国に与え

た影響は大きい。氏が提唱した社会的構成主

義は 1990 年代，我が国の数学教育学研究に

おいてもこの哲学的立場が評価された。具体

的には，中原(1994)，高橋(1994)，佐々木

(1994)，高橋(1996)などがある。こうした背

景には湊・濱田(1994)の論文が与えた影響が

大きかった。湊・濱田(1994)は，長年に亘っ

て国内の数学教育に広く流布してきたプラ

トン的数学観は，実存主義の立場から定義さ

れる主体的学習を保証しないことを明確に

指摘している。氏らは明言をしていないが，

我が国で望ましいとされ社会的構成主義に

応じる自力解決・討論型授業(e.g. 湊 2018)

が主体的学習を保証する。そして氏らの研究

を発展させる形で高橋(1996)は主体的学習

と社会的構成主義が整合的関係にあること

を示した。 

 また近年では松島(2013,2014), 橋本・渡

邊(2017)，そして湊(2017)がある。氏らの研

究は協調的問題解決，数学的リテラシー，算

数観念の同定とあらゆる領域で社会的構成

主義の視点から数学教育学研究に重要な示

唆を与えた。こうした動向から，社会的構成

主義が数学教育学研究におけるあらゆる領

域で重要な哲学的視点となっていることが

分かる。 

 このように国内で関心高い P. Ernest 氏の

社会的構成主義を数学教育の哲学としてさ

らに発展させるためには，数学学習の重要な

要素である「教師と教材」についての認識論

的議論が残されている。特に「教材」は後述

するように多くの対象を含むものであり，学

習者とともに数学学習を捉える上で重要な

要素の 1 つである。また，教材はそれを生み

出す教師とは知識の視点から乖離できない

関係にある。そのため，数学授業における教

材の役割の議論と同時に教師の役割の議論

も重要となる。本研究では，社会的構成主義

に基づく知識観の視点から数学授業におけ

る教師と教材の役割を明らかにする。 

 

2．研究方法 

 本稿は，多くの文献より哲学的研究に基づ

いて行う。第一に，現状の教師・教材の役割

に関する先行研究を概観し，本研究の意義を

明らかにする。第二に，社会的構成主義につ

いて P. Ernest 氏の文献を概観し，その知識

観を明らかにする。第三に，社会的構成主義

の数学の知識観に基づいて，数学的知識の構

発生に関して主体と他者(主体にとっての環

境すべて)との関わりに着目し，生態心理学

からの知見を得ながら教師・教材の役割を考

察するための視点を設定する。最後に，数学

授業における教師と教材を定義し，その役割

について考察を行う。 
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3．数学授業における教師・教材について 

 まず，本節では本研究の対象である教師と

教材について確認する。本研究の問題の所在

は，教師と教材の役割が曖昧，不明瞭な点に

ある。この問題について教師と教材の役割に

関する先行研究から鮮明にする。その結果，

数学教育の哲学として社会的構成主義が充

実すること，それに基づく授業実践が現実離

れしないためには，教師と教材の役割が明瞭

になることが必須であることが伺えた。 

 

3.1．教師について 

 第一に，教師についての教育分野での捉え

方から問題の所在を鮮明にする。以下のよう

に，教師の役割というものは多く論じられる

一方で，明確，明瞭に論じられるものは少な

いのではないか。 

 学校教育事典(2014)によれば，教師とは

「その道や分野において教え導いたり模範

となってモデルを示す人」と示されている。

この語義には学校教育に限定される職業「教

員」も含まれている。この語義は他の教育事

典でも大きく変わりがないため，本研究では

この語義を念頭に置いて考察する。 

 続いて，役割に関する先行研究に焦点をあ

てる。算数・数学科に関らず教師の役割に関

する研究をリサーチすると，その役割につい

ての論じ方は多くの場合に目的論的文脈が

付帯するという点で特徴的である。こうした

研究は実践研究に多い。実践研究では，教師

が学習者の特定の能力を育成することなど

の目的に応じた教師の役割，換言すれば手段，

方法が語られている(e.g. 佐藤，2018など)。

しかしながら，役割に関する哲学的立場から

の考察は筆者の知る限りでは見られなかっ

た。その一方で，目的論的文脈と完全に独立

した研究もある。こうした研究では，教師に

ついて心理学的な分析や教育史的考察など

が見られる(e.g. 岸本，2018 など)。しかし，

こちらも社会的構成主義に基づいた哲学的

考察は見られない。 

 こうした教師の役割に関する先行研究が

多くある中で，本研究のように何らかの知識

観に基づいた哲学的考察が見られないこと

から，社会的構成主義に基づく議論を展開す

る余地があるといえる。  

 

3.2．教材について 

 第二に，教材についての捉え方から本研究

の問題の所在を明らかにする。教材に関する

先行研究は膨大にある中で，少なくとも本研

究と同様に社会的構成主義の知識観から教

材の役割への哲学的考察を展開している研

究は本研究のリサーチでは見られなかった。 

 教師の語義と同様に学校教育事典(2014)

によって教材の語義を確認する。教材とは

「授業において教師の授業活動と児童生徒

の学習活動との間を媒介し，教授・学習活動

の成立に役立つ材料すべて」を指す。こちら

も教師の語義と同様の理由から，本研究では

この語義を念頭に置いて考察を進める。 

 教材について先行研究をリサーチすると

国内の研究だけでも枚挙に暇がない。それほ

どに我が国での教材に関する研究が盛んで

あることが分かる。そこで本研究では，社会

的構成主義の知識観に基づくこと，固有の分

野，単元に拠らない教材全般の役割であるこ

とという制限を設ける。この制限内において

は筆者の知る限りでは研究が未踏であるこ

とが分かった。つまり，社会的構成主義の知

識観から教材の役割は議論が為されていな

いということである。これは，社会的構成主

義の数学の本性を論じることが，即ち教材の

本性を論じていると考えてきたことに由来
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する(e.g. 橋本・渡邊，2017 など)。しかしな

がら，授業実践において教師が有している社

会的構成主義に基づく数学の本性を子ども

に押し付けるだけとなってしまう恐れも含

んでいる。よって，教師の存在に焦点をあて

ると，教材の本性も改めて緻密に論じること

が求められる。 

 

 以上のように，先行研究のリサーチから教

師と教材の役割に関して哲学的考察は不十

分であることが分かった。この不十分さは，

数学教育の哲学として社会的構成主義の進

展を以下の点で阻む。社会的構成主義が数学

教育の哲学として理論的に充実しても，教

師・教材の役割が不明瞭であれば，教育実践

において現実離れした実践が為されること

が疑い得ない。つまり，社会的構成主義の哲

学が理論研究として重要なものとして扱わ

れても，見当違いの授業実践を生んでしまう

契機にも成りかねない。例えば，自力解決・

討論型授業を謳いながら，教師が単に学習者

を放置するものは明示的な例として挙げら

れる。こうした点は本研究のも目的に限らず，

自力解決・討論型授業に関して重要な示唆を

与えるものとなり得る。 

 

4．数学の哲学としての社会的構成主義 

 本節では，本研究が立脚する社会的構成主義

について論じ，その知識観，特に客観的知識と

主観的知識の関係について記述する。 

P. Ernest 氏の社会的構成主義に関する主

要な文献としては，アーネスト (2015，原著

1991) ，Ernest (1998) が挙げられる。本稿

の主張は，主としてこれらの文献に拠る。 

 アーネスト(2015)によると，社会的構成主

義とは規約主義と可謬主義の見方を推敲し，

発展的に含む構成主義の哲学である。ゆえに，

社会的構成主義では数学を社会的構成物と

見なす。また，数学的知識は，数学的発見の

論理(LMD)を利用しながら，推測と論駁を通

して成長する。 

 社会的構成物として数学を記述すること

の根拠として，アーネスト(2015)は次の 3 点

を挙げる。 

(１)数学の知識の論拠は，言語の知識，規約，

規則であり，言語は社会的構成物である。 

(２)個人間の社会的な過程は，個人の数学の

主観的知識を，公表後に，認められた数学

の客観的知識に変えるために必要である。 

(３)客観性そのものが社会的なものと理解

される。 

（アーネスト, 2015, p.76） 

 社会的構成主義の主たる焦点は，数学的知

識の発生にある。社会的構成主義は，主観的

知識と客観的知識が互いに更新に貢献する

循環の中で，両者の知識を結び付ける(図 1)。

この知識のつながりを論じている点で社会

的構成主義は特徴的である。この図 1 での循

環の中では，個人が得た知識が主観的知識と

なり，これが社会に公表され，公的批判と再

定式化という過程を経て社会で公的に受容

される。この受容された知識が客観的知識と

なる。そして，客観的知識が表現されたこと

でその知識を得た個人の中で個人的再定式

化が行われ主観的知識が構成される。これら

の過程から成る図 1 の循環で新たに生成さ

れた数学的知識は，主観的知識でも客観的知

識でもあり得るといえる。 

 図 1 の循環が表すものは，人間社会におけ

る歴史的な知識の発展過程を表現するが，そ

れだけに限らない。数学授業に関してもこの

図 1 の循環は，一授業の中や一単元の中とい

った局所的な期間においても見てとること

ができる。例えば，学習者はある事柄につい
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ての数学の主観的知識を有しているとする。

この主観的知識をグループや学級全体の場

で発言，発表し，他者からの応答を受ける場

面がある。換言すれば，考えの共有の場面で

ある。ここでのやりとりでは，発言した内容

に批判があったり，その共同体での考えに影

響を与えたりすることがある。こうしたやり

とりを経て，共同体で受け入れられていた知

識が新たな形に更新される。これが，図 1 の

循環の主観的知識から客観的知識までの流

れである。そして，共同体で受け入れられた

知識を各学習者が見聞きして自身の考えを

見直し，修正する場面がある。例えば，授業

のまとめの場面である。この場面が，客観的

知識から主観的知識への流れの一例である。

さらに，この循環の期間を拡げた単元全体の

流れを見ても，学習者とその共同体で受け入

れられた知識が漸次的に更新されていくこ

とは容易に想像できる。 

 

 

図 1．数学の客観的知識と主観的知識の関係 

(アーネスト, 2015, p.138) 

 

 このように，P. Ernest 氏が確立した社会

的構成主義の知識に関する循環(図 1)は，あ

らゆる共同体の規模と期間において，その知

識の更新を捉えることに大きな効力を有す

る視点である。 

 

5．社会的構成主義における数学の知識観 

 本節では，社会的構成主義の知識観に基づ

いて数学授業における教師・教材を捉える為

に，社会的構成主義において，中心的な役割

を果たす客観的知識と主観的知識について

整理する。 

 

5.1．数学の客観的知識 

 まず，客観的知識の概要について整理し，

教師と教材を捉える視点を得る。ここでは，

客観的知識の発生過程，特に共同体における

知識の正当化の過程と，そこで構成された客

観的知識が社会的構成物である数学の対象

の存在を支えていることを中心に展開する。 

4 の(３)に記したように客観的知識の客観

性は社会的と理解される。これは D. Bloor 氏

の客観性の社会理論(e.g. ブルア,1985)に基

づく。アーネスト(2015)によれば，このこと

は「私たちのなにがしかの信念に付随する非

個人的で安定している性質やそれらの信念

を参照する際に付随する実在感はこれらの

信念が社会的慣例であることに由来してい

る」 (p.80)ということである。例えば，

Ernest(1998)によると記号表現と記号内容

の間に慣例があると捉えることにより，その

慣例を維持するという意味で，論理的で数学

的な真理の必要性を記述することができる。 

 また，共同体での知識の発生を考えるにあ

たって，数学的知識の歴史的側面に係わる客

観的知識についても捉える必要がある。その

本質は，客観的知識の創生と正当化について

の捉えにある。このことは，共同体において
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知識が「受容される」ということが鍵となる。

数学の客観的知識においては，数学者たちの

共同体でその共同体の慣例に基づいた「公的

批判と再定式化」(図 1)が行われる。この過

程で知識の正当化が行われ，新しい知識とし

て「受容される」のである。この知識の正当

化について，社会的構成主義は LMD を発展

的に含んでいる。LMD とは，I. Lakatos 氏

が提唱した数学的知識の発生の仕組みの基

礎的過程を表したものである。Ernest(1998)

は，この LMD を更に一般化した「数学的発

見の一般化された論理(GLMD)」を提示し，

社会的構成主義では数学的知識の客観性の

正当化についてはこれに基づいて捉える。

GLMD の過程は表 1 の通りである。この過

程の例としては，論文の査読制度が明瞭であ

る。また，共同体の規模は異なるが，数学授

業における討論や同意といった活動も同様

の過程がある。 

こうした正当化された数学の客観的知識

は，数学の対象を記述することに寄与する。

アーネスト(2015)によれば，数学的知識の客

観性が社会的で言語的な規則の受容に基づ

いていることから，数学の対象が独立に存在

することの論拠を与えていると主張する。そ

れはつまり，数学の規則や真理に埋め込まれ

ているものは，数学の概念や対象が客観的存

在を持つという仮定である。ここでは規約主

義の言語ゲームが基礎となる。アーネスト

(2015)によると，「共有された言語ゲームの

集まりの存在は，いかなる個人からも独立な

存在からなる実在の領域を伴う。特に，数学

の理論や言説はそれに伴った実在の集まり

が客観的に存在することへの関与をもたら

す」(p.94)と捉える。但し，このアーネスト

(2015)の和訳の理解には次の点で留意しな

くてはならない。引用にある「個人」なる語

は，原著 Ernest(1991)の“individual”に相

当する。ゆえに，和訳「個人」の語が表すも

のは，1 人の人間という存在ではなく，個々

人の個別性という性質である。つまり，共有

された言語ゲームの集まりは人間の個体か

ら独立な存在なのではなく，各個人の個別性

から独立的な存在であるという意味と解釈

できる。このことは，Ernest(1998)において

氏が述べるように社会的構成主義の知識観

では知識の暗黙性を考えることからも，個人

の暗黙性が言語ゲームの集まりに含まれて

おり，個人から引き離すことができないと考

える。よって，数学の対象を考える上で，上

記の解釈上の留意が必要である。 

ここまでのことから，アーネスト(2015)が

述べる「社会的構成主義では，すべての人間

とそれらの所産が存在することをやめるな

らば，そのとき，真理，お金，そして数学の

対象の概念も同様に存在するのをやめる」

(p.97)という言葉は，我々の周囲にある社会

的構成物は，共同体における客観的知識にそ

の存在が支えられているということを示し

ていることが分かる。よって，教師と教材，

学習者と教材は知識において分離して考え

ることはできないことがいえる。 

また，同様にアーネスト(2015)は，数学の

客観的知識が数学的知識の発生と数学の科

学への応用可能性に対して寄与することを

主張する。数学的知識の発生に関して，

Ernest(1998)は GLMD の機能によって多様

な数学的創造が為されると述べる。この性質

は，図 1 の循環を回すことを説明することに

重要である。そして，アーネスト(2015)は数

学の応用可能性について，数学と科学の知識

体系の密接な関係，方法と問題を共有する探

究の分野として密接な関係によって維持さ

れると述べる。 
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表 1．GLMD の対話的形式 

(Ernest, 1998, p.151 筆者訳) 

ステージｎに対する科学的文脈 

問題,概念,方法,非公式的理論,証明規準,及

びパラダイム,言語,及びメタ数学的見方を含

む背景的な科学的で認識論的文脈. 

 

定立 ステージｎ(ⅰ) 

新たなもしくは改訂された推測,証明,問題

解決,証明の提案. 

反定立 ステージｎ(ⅱ) 

その提案に対する対話的で評価的な応答 

▶批判的応答 

 提案についての反例,反論,反駁,批判. 

▶受容的応答 

 提案についての受容,提案についての示唆

された拡張. 

 

綜合 ステージｎ(ⅲ)  

その提案についての再評価と変容 

▷局所的な再構成 

変容された提案： 

新たな推測,証明,問題解決,問題,理論. 

 

▷大局的な再構成 

再構成された文脈： 

変化された問題の集合，概念，方法，非公

式的理論の証明のパラダイムと規準，言語，

またはメタ数学的見方. 

 

結果 ステージ n+1 

新たに受け入れられたもしくは拒絶された

提案,または修正された科学的で認識論的な

文脈. 

 

 

5.2．数学の主観的知識 

 続いて主観的知識について整理し，考察の

視点を得る。主観的知識については，その発

生について焦点をあてる。特に対話に基づく

知識の発生過程に着目する。以下に述べるよ

うに主観的知識の発生には，共同体での対話

的な活動が寄与していることが分かる。 

P. Ernest 氏の社会的構成主義において，

数学の主観的知識に関する考察では予め留

意しなくてはならない点がある。アーネスト

(2015，原著 1991)では，この主観的知識に

ついては E. Glasersfeld 氏を引用(e.g. アー

ネスト，2015，p.117)し，急進的構成主義の

理論(e.g. グレーザーズフェルド, 2010)を基

礎として，それを発展させるように社会的構

成主義の理論を展開している。一方で，

Ernest(1998)ではL. Vygotsky氏の理論(e.g. 

ヴィゴツキー, 2001)を基礎に置いた上で理

論を展開している。P. Ernest 氏のこの転換

は大きな意味をもつ。社会的構成主義が急進

的構成主義より発展している点は「社会性」

に関する点であった(e.g. 佐々木 1996)。急

進的構成主義は Piaget の理論の影響を受け

ながら，個人の知識構成に焦点をあてる一方

で，主体と他者(主体にとっての環境すべて)

との相互作用を通しての知識構成を記述し

た。この主体と他者との関わりを中心に置い

た際に Vygotsky の理論はその基礎として重

要な役割を果たす。Vygotsky の理論は，発

達の最近接領域の理論(ヴィゴツキー, 2003)

にあるように，主体は共同体の中で他者との

関わりを経て自身の知識を発達させるとい

う捉え方である。この理論は共同体に着目し

ているという点で，Ernest(1998)はこの理論

を取り入れている。この点を踏まえ，社会的

構成主義における主観的知識は，主体を取り

囲む環境との関わりから構成されるものと
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捉える。 

 社会的構成主義において主観的知識の役

割は次のように論じられる。主観的知識は客

観的知識を維持し更新するものがあるとい

う点で，社会的構成主義において客観的知識

とともに中心的な役割を果たす。図 1 に示さ

れる関係における数学の主観的知識の役割

について，アーネスト(2015)は次のように述

べる。主観的知識は「存在する知識の再創造

と維持を説明するだけではなく，新しい数学

の知識の起源を説明するのにも必要」(p.82-

83)である。公的に表れ記録されるものは客

観的知識であるが，それを更新するものは主

観的知識であることは図 1 の循環から明示

的である。ゆえに主観的知識は新たな知識の

起源を論じる上で重要な役割を担っている。 

 こうした役割を有する主観的知識の発生

過程が共同体での他者との関わりを通して

次進展していくことを捉える視点として次

のものがある。主観的知識の発生過程を

Ernest(1998)はL. Vygotsky氏の理論などか

ら述べている。氏の理論(e.g. ヴィゴツキー, 

2001)は，思考と言語との関係から思考の発

達過程を考察している。Ernest(1998)は，こ

の思考と言語の関係から主体の主観的知識

の発生を論じる。本研究は対話に基づく知識

の発生過程という視点から，Ernest(1998)が

提示している“Harré’s model of ‘Vygotskian 

Space’ ” (表 2 Ernest 1998 p.209)に着目す

る。この表 2 のモデルは L. Vygotsky 氏の理

論を発展させた R. Harré 氏の理論から

Ernest(1998)が作成したもので，主体が共同

体での対話を通して知識の発生する過程を

明示的に示している。 

 Ernest(1998)が示すモデル(表 2)から主観

的知識の発生を本研究では Q2 から Q3 にか

けての過程として捉える。表 2 は言語，思考

の発達の過程を表明(公的・私的場合がある)

と社会的位置(個別的・集合的がある)の 2 つ

から表現したものである。これは，Q1 から

Q2，Q3，Q4 へと思考や知識が連続的に通過

していく。各象限での通過について，「適用

(Appropriation)」，「変換(Transformation)」，

「公開 (Publication)」，そして，「慣習化

(Conventionalisation)」という語が当てられ

ている。 

 

表 2．Harré’s model of “Vygotskian Space” 

(Ernest，1998 筆者訳) 

 

表明 

社会的位置 

個別的 集団的 

公的 公的＆個別的 

Q4 

公的＆集団的 

Q1 

私的 私的＆個別的 

Q3 

私的＆集団的 

Q2 

 

 Ernest(1998)は表 2 のモデルを次のよう

に解説する。人間は如何なる個人であっても

集団に位置し，初めに公的な表現の形式で

Q1 の言語に出会う。つまり，人間は共有さ

れた集団的な言語活動に参加する。数学学習

においては，数学の問題との出会いがその例

として挙げられる。そして集団的な言語を適

用する際に，Q2 で自己中心的な方法で言語

を使用する。この使用とは話し相手であるよ

うに自分自身に話すことを示し，ヴィゴツキ

ー(2001)の「内言」に相当する。この時の言

語は表明としては個別的ではあるが，社会的

には集団に位置したものである。具体的には，

数学の問題を頭の中やノート上で再現する

活動が挙げられる。その後，人間は Q3 の思

考形式で言語を「内在化(internalize)」する。
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この言語の私有化と個別化を変換という。こ

の変換された言語は，私的で個別的な表明で

ある。そして，これは集団的な言語や思考を

局所的にかつ個別的なものに変換すること

を含んでいる。これは，数学の問題を自分の

言葉や図などで表現している学習者がその

例にあたる。次に Q4 において個別的で公的

に言語を公開することができる。ここで使用

される言語的形式は，話し手が属する共同体

で共有された会話または集団的なパフォー

マンスの一部がQ1へ声を返すような言明が

受け入れられる。これを「慣習化」と呼ぶ。

この慣習化は，学級全体やグループ内での発

表の場面がその例として考えられる。 

 本研究では，対話を通した主観的知識の発

生については，Ernest(1998)が述べる表 2の

過程の Q2，Q3 が中心的な位置を占めるもの

であると解釈する。これは，個人と他者の関

わりという小さな共同体の循環として図１

を捉え，図１の循環と表 2 の循環を知識の表

現に関する点で対比することから論じるこ

とができる。 

 

 
図 1．数学の客観的知識と主観的知識の関係 

(アーネスト, 2015, p.138 再掲) 

 表 2の 4つの象限は，言語的な表現に関す

るものであった。それを踏まえて図 1と対比

すると次のように解釈できる。具体的には，

「Q1(表 2)」は「表現(図 1 右下)」に対応，

「Q2(表 2)」は「新しい知識(図 1左下)」に

対応，「Q3(表 2)」は「出版(図 1 左上)」に対

応，「Q4(表 2)」は「新しい知識(図 1)右上」

に対応していることがいえる。 

 これらの対比から，表 2のモデルにおける

Q2から Q3に架けての過程は，言語と思考と

の関係から見た主観的知識の発生過程とい

える。 

 ここまで客観的知識，主観的知識の発生に

ついて，共同体における対話を通じた過程と

いう視点から捉えた。しかし，筆者は対話を

中心的な位置に置く社会的構成主義の知識

観において，教師と教材と学習者の関わりと

いう点で，次のことを明示的にする必要があ

ると考える。それは人間の「知覚」に関する

問題である。主体と他者との対話を成立させ

るためには，前提として人間が対話の内容を

「知覚」できることが求められる。しかしな

がら，この点は暗黙的なものとされ，十分な

議論が為されていない。次節ではこの点に関

して考察を試みる。 

 

6．主体の知覚に関する生態心理学的知見 

 社会的構成主義の知識観の中心的な位置

に対話があった。学習者と教師と教材といっ

た主体と他者との対話には，対話内容を「知

覚」することが暗黙的な前提となっている。

本研究ではこの「知覚」は主体と他者との間

に位置し，その相互に生じる行為を成立させ

るものと考える。そこで，主体と他者(環境

を含む)の関係を論じる生態心理学から知見

を得る。具体的には，教師と教材の役割を考

察の視点を得るために，生態心理学の中心的
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な視点であるアフォーダンス，ニッチを捉え

ていく。 

 

6.1．社会的構成主義と生態心理学 

まず，生態心理学の知見を採用するにあた

って，対象についての見方が社会的構成主義

の知識観と整合的であることを確認する。生

態心理学とは，J. J. Gibson 氏に代表される

心理学における生態学的アプローチをとる

領域である。伝統的な心理学は心的な世界と

物理的な世界を設定するという二元論的な

視点を長らくとってきたのに対し，生態心理

学は主体と環境との関係についての視点を

中心的に位置した現代的な視点である。この

視点は心の境界線を曖昧なものとして捉え

る捉え方であり，「拡張した心 (Extended 

Mind)」(e.g. 伊藤 2012)と表現される現代

哲学の主流な見方である。この哲学史的背景

に，伝統的な機械論的モデルでは記述不可能

な事柄が多く明らかとなってきたことや，よ

り人間そのものに重点を置く議論が求めら

れるようになってきたことがある。これは，

人間の心を機械で比喩していた構成主義か

ら，対話する人間という比喩で表現される社

会的構成主義への変遷過程 (e.g. 佐々木 , 

1996)と類似的である。そして，中心的な議

論の対象が人間とその周囲の環境となって

いる点で生態心理学の見方と社会的構成主

義の見方は整合的な関係にある。 

 

6.2．アフォーダンスとニッチ 

 続いて，主体と他者(環境を含む)との間に

ある知覚に係わる視点を得るために，生態心

理学からアフォーダンスとニッチという視

点を概観する。 

生態心理学において重要な視点である「ア

フォーダンス(affordance)」とは，提唱者で

ある J. J. Gibson 氏の造語である。このアフ

ォーダンスとは，端的に述べれば主体の行為

の可能性を提供するものである。ギブソン

(1985)によれば，「環境のアフォーダンスと

は，環境が動物に提供する(offers)もの，良い

ものであれ悪いものであれ，用意したり備え

たりする(provide or furnishe)ものである。」

(p.137)という。ここでの環境には，主体にと

っての他者である他人も含めて考えること

ができる。つまり，他人の行為が主体の行為

に関するアフォーダンスを提供している関

係にあると考えることもできるのである

(e.g. ギブソン, 1985, p.146)。リード(2000)

は，主体(人間を含む動物)の行動と意識は，

周囲の重要な資源を見つけ出し利用すると

述べる。ここでいう資源とは，行為の調整を

通じて環境から情報を得るためのものを表

す。この環境による資源の提示がアフォーダ

ンスである。 

 またアフォーダンスは，生態学的概念であ

る「ニッチ(niche)」とセットの関係にあると

ギブソン(1985)は述べる。この「ニッチ」と

は，主体が環境内で行為し環境を利用してい

るときのスタイルを指す。あるニッチは動物

の種類を提示し，動物はニッチの種類を暗示

している関係ある。つまり，主体と環境とは

相補性があることがニッチから記述するこ

とが可能となる。 

 これらアフォーダンス，ニッチという視点

は，以下の点で人間の知覚を説明する。リー

ド(2000)によれば，生態心理学ではアフォー

ダンス，ニッチの視点から主体の意識につい

て現代哲学的な見方を設定する。それは，行

動は意識から分離できないものとする見方

である。環境のアフォーダンスと関係を結ぶ

ために，主体はそのアフォーダンスを少なく

ともいくらか意識していなければならない。
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あるアフォーダンスとの関係において行為

を調整するためには，そのアフォーダンスを

特定する情報の検知が必要である。この検知

自体が情報のピックアップという機能をも

つ特殊な行動であり，リード(2000)はそれを

探索的な活動と呼んでいる。つまり，主体は

探索的な活動を通して，行為のためのアフォ

ーダンスを特定，意識し，行動を実行してい

る関係にある。これに基づけば，主体が何ら

かの行動を行っているのならば，主体は自身

を取り巻く環境からアフォーダンスを得て

いると考えることが可能となる。そして，主

体は環境ごとのアフォーダンスによって行

動の様式を変えることは，ニッチの視点から

主体と環境の相補性によって保証される。 

 以上のことから，主体の知覚を環境と相補

性がある主体が環境のアフォーダンスを探

索していることと考える。そして，主体の知

覚は主体の行為によって確認することがで

きると考える。この視点から，社会的構成主

義が論じる対話的な知識観における「知覚」

をより明示的に論じることが可能となる。 

 

7．数学的知識の発生に着目した考察の視点 

 本節では，ここまでに記述した知識観から

数学授業における教師と教材の役割を考察

するための視点を整理する。視点は以下の 4

点である。 

 第一に，客観的知識について記述した 4節

から，①対象が社会的構成物であることにつ

いて議論されることが求められる。第二に，

②学習者の主観的知識が発生することに関

して論じる。第三に，客観的知識についての

正当化の議論から，③数学授業における数学

的知識の正当化の過程について論じる。そし

て，これらの視点での考察を支える視点とし

て，④アフォーダンス，ニッチに基づく知覚

があることを前提とするという①から④の4

点を踏まえて，数学授業における教師・教材

の役割を考察していく。 

 

8．教師と教材の役割についての考察 

 本節では，数学授業における教師・教材の

役割について，前節で挙げた 4点の視点から

考察を行う。ここから 1つの前提条件と 3つ

の役割を捉える。 

 

8.1．対象が社会的構成物であること 

 前節①，④の視点から，社会的構成主義の

知識観に基づいたとき，教師と教材は分離で

きない関係である前提と，学習者が数学授業

というニッチで数学学習という行為を行う

ことができる共同体を教師・教材，学習者に

よって構成する役割があることの 2 点につ

いて示す。 

 

8.1.1．教師と教材との分離不可能な関係 

まず前者について示す。社会的構成主義の

知識観に基づくと，人間とその所産は分離不

可能な関係にある。共同体における人間によ

って受け入れられた客観的知識によって，共

同体における人間の所産とされる対象はそ

の存在を支えられていた。そして，本研究で

採用した教材の語義を確認すると「授業にお

いて教師の授業活動と児童生徒の学習活動

との間を媒介し，教授・学習活動の成立に役

立つ材料すべて」(学校教育事典，2014)が教

材であった。初めに「材料すべて」という点

から，教材は物理的な物質(例えば，教科書，

プリントなど)に限定されず，教師の主観的

知識なども含まれることとなる。さらに「教

授・学習活動の成立に役立つ」という点は，

教授・学習活動を行う人間によってそのよう

に受け入れられたものでなくてはならない。
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これらのことから，教材は少なくとも教師と

いう人間で構成された共同体で「受け入れら

れた」知識，つまり客観的知識によってその

存在が支えられている。よって，教材は教師

の主観的知識も教師らの共同体で受け入れ

られた客観的知識も含む。このことから，教

師と教材は分離不可能な関係であるという

ことが分かる。 

 

8.1.2．共同体を構成するという役割 

続いて，教師と教材は分離不可能な関係に

あることを前提の上に後者に記した役割を

示す。社会的構成主義の知識観に基づけば，

知識の発達には共同体における対話が重要

であった。ゆえに，数学授業という営み，ま

たその中での対話が可能な共同体が構成さ

れていることが前提として必要となる。そし

て，数学授業という営みが実行可能な共同体

の構成は，(分離不可能な関係にある)教師と

教材と学習者によって為されると考える。ま

た，この数学授業という営みは，④の視点か

ら教師・教材，学習者が自身らによって構成

している共同体という環境の内で数学の教

授，学習という行為を実行し，共同体を利用

しているときのスタイルとして見なすこと

ができる。つまり，数学授業とは，教師，学

習者のニッチであるといえる。そして教師は，

数学授業というニッチで学習者の数学学習

という行為が実行可能となる環境である共

同体を構成するという役割がある。例えば，

学級などはその例となる。但し，学習という

行為を行う共同体である学級は教室という

場所だけに限定されない。ここでの視点に基

づけば，教室内の学級に限らず，数学学習と

いう行為が可能な環境である共同体を形成

していれば，校外もそれに相当し，校外での

体験的な学習活動という行為も実行される

ものと考えることができる。つまり，数学授

業というニッチにおいて，数学学習という行

為を行うためには，そのアフォーダンスを有

する教師と教材と学習者が最低限，存在しな

ければならないのである。換言すれば，教師・

教材は学習という行為のアフォーダンスを

有するという役割がある。 

 

8.2．学習者の主観的知識が発生すること 

 数学授業というニッチにおいて，学習者の

主観的知識が発生することは，社会的構成主

義の循環(図1)から必須のことであることは

疑い得ない。前節では，教師と教材は数学学

習という行為のアフォーダンスを有すると

いう役割があるという考察を得た。この数学

学習という行為のアフォーダンスを知識観

の視点から，より詳細に考察する。具体的に

は，学習者の主観的知識の発生に係わる行為

のアフォーダンスを有するという教師と教

材の役割を示す。 

 数学授業というニッチで数学学習を起こ

すための環境として，教師と教材，学習者自

身によって構成された共同体が挙げられた。

この共同体での学習者の主観的知識の発生

について，表 2のモデルが示す過程から考察

する。まず，数学授業において，教材は教師

の主観的知識を含みながらも学習者に向け

た言語的形式で示されることから，一時的に

表 2 の Q4 の言語的表明として学習者の前に

現れる。具体的には，教師による学習課題の

提示の瞬間がこれの例となる。そして，教師

によって提示された教材が学習者ら共同体

に「受け入れられる」ことによって，学習者

にとって Q1 の言語と見なすことができ，学

習者は教材が示す言語と出会った状態とな

る。Q1の言語（具体的な例としては提示され

た学習課題など）としての言語と遭遇した学
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習者は，それを「適用」するという行為を実

行する可能性がある。この「適用」という行

為は，学習者が Q1 の言語によって示された

教材からその行為をアフォードされなくて

はならない。リード(2000)によれば，アフォ

ーダンスは環境に常に存在し，主体が行為す

るか否かは主体の探索的な活動による。つま

り，教師・教材は，示された教材を学習者が

「適用」できるアフォーダンスを学習者の行

為の有無に限らず，有しているという役割が

あることになる。 

 学習者はこのアフォーダンスを探索でき

たとき，Q2の言語的表明が可能となり，主観

的知識の発生が起こる。そして，この主観的

知識の発生は，教師・教材によって表 2の「公

開」という行為が実行されたときに視覚的に

確認できる。この具体的な例としては，教師

から学習者全体に自分の考えの共有を促さ

れる場面があると考える。 

よって，教師と教材は，②の視点に関して，

「適用」と「公開」という学習者の行為につ

いてのアフォーダンスを有するという役割

がある。 

 

8.3．数学授業における正当化の過程 

最後に，ここまでの考察と③，④の視点か

ら数学授業における数学的知識の正当化の

過程における教師と教材の役割について考

察する。ここでは，GLMDという共同体におけ

る数学的知識の正当化を一種のニッチと見

なし，このニッチで教師，学習者が数学的知

識の正当化を実行できるように教師・教材が

アフォードするという役割を示す。 

 GLMD というニッチでの正当化という行為

は，共同体において共有された知識の正当性

を共同体の構成員で検討し，共同体において

「受け入れられた」ときに客観的知識と見な

されるという行為であった。これは，教師・

教材によって学習者が「公開」という行為を

実行することに続く。そして，教師・教材が

GLMD というニッチで知識の正当化という行

為の可能性を学習者にアフォードする。 

 より詳細には，共有された知識の正当性を

検討するという GLMD における一貫した大局

的な行為と，表 1に示されるような批判的応

答や大局的な再構成といった 1 つ 1 つの局

所的な行為がある。教師・教材は，学習者に

これらの行為をアフォードする役割がある。

具体的には，教材がオープンエンドでその正

当性を学習者自身で確認することをアフォ

ードしているもの，教師が学習者らの定立に

対する反定立な言明を述べるという行為で，

学習者に批判的応答という行為をアフォー

ドすることなどがある。 

 

9．本研究の結論と今後の課題 

9.1．本研究の結論 

 本研究では，社会的構成主義の知識観に基

づいて，数学授業における教師と教材の役割

として，1つの前提条件(Ｐ)と 3つの考察(Ｒ

1，Ｒ2，Ｒ3)を得た。それは次の通りである。 

 

Ｐ：教師と教材は分離不可能な関係にある。 

Ｒ1：学習者とともに共同体を構成すること。 

Ｒ2：学習者の主観的知識が発生することに

係わるアフォーダンスを有すること。 

Ｒ3：GLMDによる知識の正当化という行為の

アフォーダンスを有すること。 

 

 これらの視点から，数学の授業実践につい

て次のような分析ができる。社会的構成主義

は自力解決・討論型授業と整合的な関係にあ

ることは，高橋(1996)によって示されていた。

このことを踏まえると，本研究の考察で挙げ
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た上記の 4点が不足している数学授業は，そ

の哲学的視点として社会的構成主義を謳っ

ていても，現実離れした授業実践となってい

る可能性がある。例えば，物理的な教材だけ

を教材と見なし，それだけを学習者に与え，

教師は全く関与しない，もしくは学習者を放

置するという授業は，特にＲ3の視点から本

来的な自力解決・討論型授業での教師・教材

の役割を果たしていない可能性がある。社会

的構成主義に基づけば，共同体での知識の正

当化は 1 つの重要な意味を成す。GLMD とい

うニッチで共同体での知識の正当化が行わ

れていない場合，それは旧来的な知識注入型

の授業と大きく変わらない。知識の注入の方

法が講義型授業(湊, 2018)と異なるだけで

本質的には同等のものとなる。そして，この

Ｒ3という役割を果たすためには，他の 3点

の役割も考えなくてはならなくなる。 

 このような授業実践への分析から，社会的

構成主義が数学教育の哲学として，授業実践

を含んで進展していくために議論，批判を進

めなくてはならない点が明らかとなる。 

よって，本研究の考察は，数学教育の哲学

としての社会的構成主義の発展と，それに伴

う授業実践について基礎的な視点を提示す

るものとなった。 

 

9.2．今後の課題 

 最後に，本研究には多くの課題が残されて

いる。中でも以下の点は本研究が暗黙的に論

を進めている点である。 

第一に，数学授業というニッチについてで

ある。本研究では，この点について曖昧さを

有して論を展開してきた。授業とは何か，数

学授業というものは如何に記述されるもの

なのかという点について明示的な記述が求

められる。 

第二に，主観的知識の発生に関して 2点が

挙げられる。本研究では，表 2における「変

換」に係わる考察は視覚的に観察できないと

いう理由で，それについて記述すること除い

ている。次に，書き言葉による主観的知識の

発生についての考察が不足している。本研究

では主観的知識の発生を対話の観点から論

じたが，Ernest(1998)はヴィゴツキー(2003)

に基づいて書き言葉による思考の発達も論

じている。書き言葉も数学学習という行為を

考える上でも，この視点からの考察も数学授

業において重要な意味をもつ。例えば，数式

や図表といったものはこの視点と密接な関

係にあることが考えられる。よって，この視

点から数学授業における学習者の行為に関

する考察が求められる。 

加えて，アフォーダンスとニッチに関する

視点である。本研究では，これらの視点から

教師と教材の役割の概要を考察できたが，授

業実践へ示唆を与えるにあたっては更に詳

細な記述が求められる。 

最後に，本研究では教師と教材に関して密

接に関わる範囲を対象としていた。そのため，

学習者どうしで教材を作成することについ

て議論が為される必要がある。 

以上の点が本研究の主な今後の課題とし

て挙げられる。 
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石垣曲線のへこみについての考察 

内田 菜月 曽根原 光 西堀 朱栄 

                     町田 一生 村松 達 

上越教育大学学校教育学部 3年 

 

1． はじめに 

日本の城郭の石垣の輪郭はそれぞれなんと

も言えないきれいな曲線をしている．敵の侵

入を防ぐため，また建築構造の力学的安定性

を考慮して，石垣を積んだと考えられるが，昔

の人はどのようにしてあのようにきれいに石

垣を積み，美しい輪郭を持った石垣を作るこ

とができたのだろうか．この小論では，城郭の

石垣の曲線を数学的に考察し，その数学の中

に，ある興味深い数列が現れることを示し，そ

の数列の性質を石垣曲線の「へこみ」の観点か

ら考察する． 

 日本には，昔中世の戦国時代から近世初頭

の江戸時代にかけて，近江の国の穴太（アノウ）

と呼ばれる土地に石垣建設の専門家集団がい

た．彼らは穴太衆と呼ばれ，石垣建設のノウハ

ウを決して外部に漏らさず秘伝とし，日本各

地の城郭の石垣普請に携わっていた．穴太衆

が持っていた石垣普請の方法は，北川総一郎

［1］，喜内敏［2］によれば，主に2種類あっ

たようだ．  柳井浩［3］では，この2つの石垣

曲線の作図方法を現代的な数学の観点から整

理され調べられている（他にも，藤井一幸［5］

参照）． 

 一つ目の方法は，加賀前田藩に仕えた後 

藤家に伝わる石垣作図法であり，後藤家に伝

わる古文書に詳細が記されている（［1］，［2］

参照）．金沢城の城郭もこの作図法によるもの

ではないかと推測される． 

二つ目の方法が，本論文で考察される熊本

細川藩に伝わる石垣作図法であり，古文書「石

垣秘伝之書」（［1］）にある作図法である．熊本 

 

 

城の城郭もこの作図法によるものではないか

と推測される．この小論では，この二つ目の石

垣作図法に注目し，石垣の輪郭の作図で得ら

れる曲線の中に，ある興味深い数列が現れ，そ

の数列を石垣の「へこみ」の観点から考察する． 

 

2． 石垣曲線 

柳井浩［3］により，「石垣秘伝之書」（［1］）

にある作図法は，数学の言葉により，以下のよ

うに整理された． 

 与えられたデータ (𝑏, 𝑑, ℎ) 

b ≔ 石垣の底辺の長さ  

d ≔ 石垣の上辺の長さ  

h ≔ 石垣の高さ  

を石垣データと呼ぶことにする．石垣データ

 (b, d, h) に対して  δ ≔
𝑛

𝑛−1

𝑑

ℎ
  とおく．  ここ

で，n は石垣の段の数を表わす． 

 

（藤井一幸［5］32ページより） 
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石垣の各段の傾きを 

𝑠1 =
𝑏

ℎ
  ,  

𝑠2 =
𝑏

ℎ
−

𝛿

𝑛−1
  ,  

𝑠3 =
𝑏

ℎ
−

𝛿

𝑛−1
−

𝛿

𝑛−2
  ,  

⋯  

𝑠𝑛−1 =
𝑏

ℎ
−

𝛿

𝑛−1
−

𝛿

𝑛−2
− ⋯ −

𝛿

2
  ,  

𝑠𝑛 =
𝑏

ℎ
−

𝛿

𝑛−1
−

𝛿

𝑛−2
− ⋯ −

𝛿

2
− 𝛿 ,  

とする（柳井氏の記号  𝑟𝑖 では 𝑟𝑖 = 𝑠𝑛−1 ,   

i = 0 , 1 , 2 , ⋯ , n − 1) ．座標  (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)  を 

𝑥0 = 0 ,    𝑥𝑖 = 𝑖
ℎ

𝑛
 , 

𝑦0 = 𝑑 ,   𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 + 𝑠𝑛−1

ℎ

𝑛
  ,  

𝑖 = 0 , 1 , 2 , ⋯ , 𝑛 − 1 

で定義する． 

 

  上図は，石垣の底辺を右辺に，上辺を左辺に

なるように 90° 回転した図である． 

 点𝑃𝑖(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) , i = 1,2, ⋯ , n の n → ∞の極

限が石垣の輪郭を表す曲線 (x, y(x))であり，

［3］では 

y(x) = d +
1

ℎ
{(𝑏 − 𝑑)𝑥 + 𝑑𝑥 log

𝑥

ℎ
}     (1) 

と求められている．簡単な計算で 

 y′(x) =
1

ℎ
(𝑏 + 𝑑 log

𝑥

ℎ
)                                

がわかるので、y′(x) = 0となる点 x = 𝑥0 が 

𝑥0 = ℎ𝑒−
𝑏

𝑑  <  ℎ                

と求められる． 

y"(x) =
𝑑

ℎ

1

𝑥
 > 0               

なので，石垣の輪郭を表す曲線（1）には「へ

こみ」があることがわかる．（藤井一幸［5］参

照） 

 

 

3．石垣のへこみ 

 石垣曲線の構成方法から石垣データ

(𝑏, 𝑑, ℎ) に対して n が小さいと傾き 𝑠𝑛 は負

にならないので，石垣はへこまないが，石垣曲

線（1）は必ずへこむので， n を大きくすると，

石垣がへこんでくるのではと予想される．そ

こで，次のような定義を与える．  

定義 石垣データ (𝑏, 𝑑, ℎ) に対して，n 段の

石垣積で石垣がへこむ最小の n を石垣データ

 (𝑏, 𝑑, ℎ) の「へこみ指数」と定義し H(𝑏, 𝑑, ℎ) 

で表す． 

 この小論の目的はへこみ指数の数学的考察

を行うことである． 

 𝑠𝑛 は，石垣を n 段積んだときの最上階の石

垣の傾きを表しており，数列 𝑠𝑛 ，n = 1 ,2 , ⋯ 

は単調減少数列になっている．従って 

𝑠𝑛 < 0 ⇔ n 段の石垣でへこむ． 

ここで，数列  𝐻𝑛 を 

𝐻𝑛 ≔
𝑛

𝑛−1
∑

1

𝑘
  𝑛−1

𝑘=1 , 𝑛 = 2,3, ⋯                

とおく．すると 
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𝑠𝑛 =
𝑏

ℎ
(

𝑏

𝑑
− 𝐻𝑛)  

により， 

𝑠𝑛 < 0  ⇔  
𝑏

𝑑
< 𝐻𝑛  

従って，次の命題が示された． 

命題1．H(𝑏, 𝑑, ℎ) は必ず有限な自然数として

確定し，次で与えられる： 

H(𝑏, 𝑑, ℎ) = 𝑚𝑖𝑛 {𝑛 ∈ 𝑁|
𝑏

𝑑
< 𝐻𝑛}        

従って，へこみ指数  H(𝑏, 𝑑, ℎ) は石垣の高さ

 h に依存せず，上辺  d  と底辺  b の比のみで

決まる． 

上記の命題 1 を踏まえると，𝐻𝑛 , 𝑛 =

2,3 ⋯がどのような数列であるか興味がわく．

そこで，以下 𝐻𝑛 , 𝑛 = 2,3, ⋯を調べてみた． 

補題 2 ． 𝐻𝑛 < 𝐻𝑛+1, 𝑛 = 2,3, ⋯ であり

lim
𝑛→∞

𝐻𝑛 = ∞． 

証明．簡単な計算により，𝐻𝑛+1 − 𝐻𝑛 =

1

𝑛(𝑛−1)
(𝑛 − ∑

1

𝑘
𝑛
𝑘=1 )  がわかる． 

よって，𝐻𝑛 < 𝐻𝑛+1． また 𝐻𝑛 > ∑
1

𝑘
𝑛−1
𝑘=1 よ

り， lim
𝑛→∞

𝐻𝑛 = ∞． 

𝛾 𝑛 ≔ ∑
1

𝑘
𝑛
𝑘=1 − log 𝑛 , n = 1,2, ⋯とおく．

このとき，lim
𝑛→∞

𝛾𝑛 = 𝛾  は有限な実数に収束し

オイラーの定数と呼ばれており γ =

0.5772156649 ⋯がわかっている（例えば文

献［4］p.370参照）． 

補題3． 𝛼𝑛 = 𝐻𝑛 − log 𝑛 , 𝑛 = 2,3, ⋯とおく． 

(ⅰ) 𝛼𝑛 > 0，n = 2,3, ⋯ 

(ⅱ) 𝛼𝑛 > 𝛼𝑛+1，n = 2,3, ⋯ 

(ⅲ) lim
𝑛→∞

𝛼𝑛 = lim
𝑛→∞

𝛾𝑛. 

証明． 

(ⅰ) 簡単な計算で 

𝛼𝑛 − 𝛾𝑛 =
1

𝑛−1
(∑ −1𝑛

𝑘=1 ) > 0がわかるので，

𝛼𝑛 > 𝛾𝑛である．𝛾𝑛 > 0 なので𝛼𝑛 > 0，n =

2,3, ⋯がわかる． 

(ⅱ) 簡単な計算で 

𝛼𝑛 − 𝛼𝑛+1 =
1

𝑛(𝑛−1)
∑

1

𝑘
𝑛
𝑘=1 + log(1 +

1

𝑛
) −

1

𝑛−1
  

がわかる．不等式 log(1 +
1

𝑛
) >

1

𝑛+1
 より， 

𝛼𝑛 − 𝛼𝑛+1 >
1

𝑛(𝑛−1)
∑

1

𝑘

𝑛
𝑘=1 +

1

𝑛+1
−

1

𝑛−1
            

    =
1

𝑛−1
(

1

𝑛
∑

1

𝑘
𝑛
𝑘=1 −

2

𝑛+1
)          

を得る．
1

𝑛
∑

1

𝑘
𝑛
𝑘=1 −

2

𝑛+1
が正であることを数学

的帰納法により示す．n = 2 の場合は 
1

12
であ

る．
1

𝑚
∑

1

𝑘
𝑚
𝑘=1 −

2

𝑚+1
> 0 と仮定する． 

従って ∑
1

𝑘
𝑚
𝑘=1 >

2𝑚

𝑚+1
. 

このとき 

𝑚

𝑚+1
∑

1

𝑘

𝑚+1
𝑘=1 −

2

𝑚+2
=

1

𝑚+1
∑

1

𝑘

𝑚
𝑘=1 +

1

(𝑚+1)2 −
2

𝑚+2
  

                                    >
2𝑚

(𝑚+1)2 +
1

(𝑚+1)2 −
2

𝑚+2
   

                                    =
𝑚

(𝑚+1)2(𝑚+2)
 > 0  

従って 𝛼𝑛 − 𝛼𝑛+1 > 0，n = 2,3, ⋯である． 

(ⅱ) 簡単な計算で 

𝛼𝑛 =
𝑛

𝑛−1
𝛾𝑛 +

1

𝑛−1
log 𝑛 −

1

𝑛−1
  

従って lim
𝑛→∞

𝛼𝑛 = lim
𝑛→∞

𝛾𝑛. 

以上により，次の結果を得たことになる．定理

4． 

(ⅰ) 石垣データ (𝑏, 𝑑, ℎ) に対してその「へこ

み指数」H(𝑏, 𝑑, ℎ) は必ず有限な自然数として

確定し，次で与えられる： 

H(𝑏, 𝑑, ℎ) = 𝑚𝑖𝑛 {𝑛 ∈ 𝑁|
𝑏

𝑑
< 𝐻𝑛} .      
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(ⅱ) へこみ指数 H(𝑏, 𝑑, ℎ) は石垣の高さ ℎ に

依存せず，上辺 d と底辺  b の比  
𝑏

𝑑
  のみで決

まる． 

(ⅲ)  𝐻𝑛 は  n  について，単調増加数列であり，

lim
𝑛→∞

𝐻𝑛 = ∞． 

(ⅳ) 𝛼𝑛 = 𝐻𝑛 − log 𝑛 とおくと，𝛼𝑛 は正の単

調増加数列であり，lim
𝑛→∞

𝛼𝑛 = γ . 

ここで  γ = 0.5772156649 ⋯オイラーの定

数（［4］p.370参照）． 

 

実際の熊本城の石垣を例にしたとき，その

へこみ指数は斎藤敏夫氏（上越教育大学）によ

れば 

h = 10 間~18.18m b = 5 間~9.09m  

d = 0.6 間~1.09m 

とすると H(b, d, h) = 293 である．つまり石

垣を２９３段以上積めば，「武者返し」の石垣

と言われるが如く本当に反り返るのである． 

 

 今回行ったへこみ指数の数学的考察は，も

ともとは石垣曲線の傾きを数学的に表すとい

う試みから発展したものである．このように，

身の回りにあるあらゆる建築物やさまざまな

ものの中に隠されている考え方を数学的考察

によって明らかにするという試みは，私たち

にとってたいへん貴重な経験になったと感じ

る．この経験を生かして，これからもさまざま

な数学的考察を行っていきたい． 
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