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目標 線形代数は小学校の比例，中学校の 1次関数，連立方程式，高校の平面の
ベクトルなどの発展であり，大学で学ぶ数学の最も重要な基礎になるものである．
「基礎線形代数学」では，線形代数について，ベクトルと行列に関する基本事
項を解説する．ベクトルと行列の計算，行列式の計算，連立 1次方程式の計算が
できるようになることを目標とする．
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∅: 空集合．

N: 自然数全体の集合．

Z: 整数全体の集合．

Q: 有理数全体の集合．

R: 実数全体の集合．

C: 複素数全体の集合．

Aを集合とするとき，aがAの元であるとき，a ∈ Aとかき，aがAの元でない
とき，a ̸∈ Aとかく．
B が Aの部分集合であるとき，B ⊂ Aとかき，B が Aの真部分集合である

(B ⊂ AかつB ̸= A)とき，B ⊊ Aとかく．A, Bを集合とするとき，Aの元で，か
つBの元でもあるもの全体のなす集合をA ∩Bで表す:

A ∩B = {a| a ∈ A かつ a ∈ B}.

Aの元かまたはBの元であるもの全体のなす集合をA ∪Bで表す:

A ∪B = {a| a ∈ A または a ∈ B}.

例 0.1.

{a ∈ R| a2 ≤ 9} ∩ Z = {−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3}.

例 0.2.

{x ∈ R|x2 > 1} = {x ∈ R| x > 1} ∪ {x ∈ R|x < −1}.

例 0.3. A = {a ∈ R| |a| ≤ 2}, B = {b ∈ R| − 1 < b < 2}とすれば，B ⊊ Aで
ある．
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1 平面のベクトル
1.1 ベクトルの概念
平面上において，2点A，Bを結ぶ線分ABに，点Aから点Bにいたる向きをつ
けたものを有向線分といい，−→

ABで表す．Aを有向線分−→
ABの始点，Bを終点とい

う．2つの有向線分−→
ABと−→

CDについて，それらの長さが等しく，しかも同じ向き
を持っているとき，同じベクトルを定めるという．有向線分−→

ABの定めるベクトル
を，同じ記号−→

ABで表す．線分ABの長さをベクトル−→
ABの長さといい，|−→AB|で

表す．ベクトルaと長さが同じで向きが反対のベクトルをaの逆ベクトルといい，
−a で表す．したがって，

−→
BA = −

−→
AB.

1.2 ベクトルの加法・減法
2つのベクトル a，bについて，a =

−→
AB，b =

−→
BCとなる有向線分をとる．この

とき，ベクトル c =
−→
AC を 2つのベクトル a，bの和と定義する:

a+ b = c

A

B

C

a

bc

1

�>

図 1: ベクトルの和

A

B
a

1

D

E

a

1 AB ∥ DE =⇒ ∠EAB = ∠AED (錯角)
AB = DE,AEは共通より，2辺挟角
△ABE ≡ △EDA
よって，BE = DA, ∠BEA = ∠DAE
ゆえに，AD ∥ BE, ABEDは平行四辺形

図 2: 平行四辺形について

これは始点Aのとりかたによらない．
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A

B

C

a

bc

1

�>

A′

B′

C′

a

bc

1

�>

ABB′A′, BCC′B′は平行四辺形
AA′ ∥ BB′ ∥ CC′, AA′ = BB′ = CC′

よって，ACC′A′は平行四辺形
A′C′ = AC, A′C′ ∥ AC

図 3: 始点Aのとりかたによらない

ベクトルの加法について次の性質が成り立つ:

a+ b = b+ a,

(a+ b) + c = a+ (b+ c).

a

b

c

a

b b

a

−→
AAを長さ 0のベクトルと考え，零ベクトルといい，0で表す．

a+ 0 = a,

a+ (−a) = 0,

|0| = 0.

2つのベクトル a，bについて，その差 a− bを

a− b = a+ (−b)

によって定義する．

1.3 ベクトルの実数倍
ベクトル aと実数mに対して，aのm倍maを，次のように定義する．
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(1) a ̸= 0のとき:

(i) m > 0ならば，maはa と同じ向きで，長さがm|a|に等しいベクトル．
(ii) m < 0ならば，maは a と反対向きで，長さが |m||a|に等しいベクト
ル．すなわち，ma = −|m|a．

(iii) m = 0ならば，ma = 0．

(2) a ̸= 0のとき: ma = 0．

ベクトルの実数倍について次の性質が成り立つ:

(mn)a = m(na),

(m+ n)a = ma+ na,

m(a+ b) = ma+mb.

長さが 1であるベクトルを単位ベクトルという．a ̸= 0のとき，

e =
1

|a|
a

は aと同じ向きの単位ベクトルである．

1.4 座標系とベクトル
平面上にOを原点とする直交座標系をとる．そのとき，x軸の正の向きの単位
ベクトルを e1，y軸の正の向きの単位ベクトルを e2とする．x軸，y軸上にそれ
ぞれ点 E1(1, 0)，E2(0, 1)をとれば，

−→
OE1 = e1, |e1| = 1,

−→
OE2 = e2, |e2| = 1.

e1，e2をそれぞれ x軸方向の基本ベクトル，y軸方向の基本ベクトルという．い
ま，与えられたベクトル aに対して，

a =
−→
OP

となる点Pが一意的にとれる．Pから x軸，y軸におろした垂線をそれぞれ，PP1，
PP2とすれば，

a =
−→
OP1 +

−→
OP2

Pの座標を (a1, a2)とすると，P1，P2の座標は (a1, 0)，(0, a2)である．ベクトルの
実数倍の定義によって，

−→
OP1 = a1

−→
OE1 = a1e1,

−→
OP2 = a2

−→
OE2 = a2e2

と表せる．
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P

O P1

P2

よって，ベクトル aは
a = a1e1 + a2e2

と表せる．a1，a2をそれぞれ aの x成分，y成分という．また，ベクトル a の長
さは，

|a| = |
−→
OP| =

√
a21 + a22.

ベクトル aを簡単に
(

a1
a2

)
とかく．すなわち，

a = a1e1 + a2e2 =

(
a1
a2

)
.

この書き方をベクトル aの成分表示という．特に，基本ベクトル，零ベクトルを
成分表示すれば，

e1 =

(
1

0

)
, e2 =

(
0

1

)
, 0 =

(
0

0

)
.

また，2つのベクトル

a =

(
a1
a2

)
, b =

(
b1
b2

)
について，

a = b ⇐⇒ a1 = b1, a2 = b2.
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成分表示を用いてベクトルの演算を表せば次のようになる．(
a1
a2

)
+

(
b1
b2

)
=

(
a1 + b1
a2 + b2

)
,(

a1
a2

)
−

(
b1
b2

)
=

(
a1 − b1
a2 − b2

)
,

m

(
a1
a2

)
=

(
ma1
ma2

)
.
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2 数ベクトル
2.1 n次元数ベクトル
n個の実数 x1, x2, . . . , xnを順序づけて並べた組を n次元数ベクトルといい，実
数 x1, x2, . . . , xnをその成分という．特に，x1, x2, . . . , xnを縦に並べた組

x1

x2

...

xn


を n次元列ベクトルといい，横に並べた組(

x1 x2 · · · xn

)
をn次元行ベクトルという．列ベクトルと行ベクトルに本質的な違いはないが，行
列の積との関係で以下，主に列ベクトルを考える．
n次元列ベクトルの全体の集合を n次元数ベクトル空間といい，Rnで表す．数
ベクトルを考察している場合，実数のことをスカラーという．

定義 2.1. 2つの n次元列ベクトル

x =


x1

x2

...

xn

 , y =


y1
y2
...

yn


に対してその和とよぶ n次元列ベクトル x + y，その差とよぶ n次元列ベクト
ル x− y を次のように定義する．

x+ y =


x1 + y1
x1 + y2

...

xn + yn

 , x− y =


x1 − y1
x1 − y2

...

xn − yn

 .

また，実数 kと n次元列ベクトル

x =


x1

x2

...

xn
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に対してスカラー倍とよぶ n次元列ベクトル kxを次のように定義する．

kx =


kx1

kx2

...

kxn

 .

特に，xの−1倍を−xで表す．また，すべての成分が 0である n次元列ベクトル
を 0で表し，n次元零ベクトルという．
ベクトルの演算法則 x, y, z ∈ Rnとスカラー h, kに対して，次が成立する．

x+ y = y + x;

(x+ y) + z = x+ (y + z);

x+ 0 = 0+ x = x;

x+ (−x) = (−x) + x = 0;

k(x+ y) = kx+ ky;

(h+ k)x = hx+ kx;

(hk)x = h(kx);

1x = x.

2.2 1次結合
v1,v2, . . . ,vr ∈ Rnとスカラー k1, k2, . . . , krに対して，

k1v1 + k2v2 + · · ·+ krvr

を数ベクトル v1,v2, . . . ,vr の 1次結合という．Rnにおいて，次の n個のベクトル

e1 =


1

0

0
...

0

 , e2 =


0

1

0
...

0

 , · · · , en =


0

0
...

0

1


を基本ベクトルという．任意のベクトル xは

x =


x1

x2

...

...

xn

 = x1


1

0

0
...

0

+ x2


0

1

0
...

0

+ · · ·+ xn


0

0
...

0

1

 .
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すなわち，任意のベクトル xはその成分 x1, x2, · · · , xnを係数として，1次結合

x = x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen

としてかける．

練習問題 2.1. 次の計算をせよ．

(1) 3

 1

1

2

− 5

 0

2

1

 (2)

 1

−1

0

+ 2

 0

−1

1

+ 3

 1

0

−1


練習問題 2.2. ベクトル xをベクトル a, bの 1次結合として表せ．

(1) x =

(
2

1

)
, a =

(
1

1

)
, b =

(
0

1

)

(2) x =

(
2

1

)
, a =

(
1

−1

)
, b =

(
1

1

)
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3 行列
3.1 行列の加法，スカラー倍
nm個の実数 aij, (1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m)を次のように並べたもの

a11 a12 · · · a1j · · · a1m
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ai1 ai2 · · · aij · · · aim
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 · · · anj · · · anm


を n行m列の行列とよぶ．n行m列の行列を簡単に n×m行列または (n,m)型行
列とよぶこともある．n行 n列の行列を n次行列とよぶ．
A,Bを n行m列の行列とする:

A =

 a11 . . . a1m
. . . aij . . .

an1 . . . anm

 , B =

 b11 . . . b1m
. . . bij . . .

bn1 . . . bnm

 .

このとき，A+Bを次のように定義する:

A+B =

 a11 + b11 . . . a1m + b1m
. . . aij + bij . . .

an1 + bn1 . . . anm + bnm

 .

kを実数とするとき，kAを次のように定義する:

kA =

 ka11 . . . ka1m
. . . kaij . . .

kan1 . . . kanm

 .

とくに，(−1)Aを−Aとかく．すべての成分が 0であるような行列Oを零行列と
いう:

O =

 0 . . . 0

. . . 0 . . .

0 . . . 0


2つの行列A = (aij), B = (bij)は同じ型，すなわちどちらも n行m列の行列で
あって，対応するすべての (i, j)成分が等しいとき，AとBは等しいといい，A = B

とかく．次の演算法則が成立する: A,B,Cを任意の n行m列の行列，h, kを任意
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の実数とするとき，

A+B = B + A,

(A+B) + C = A+ (B + C),

A+O = O + A = A,

A+ (−A) = (−A) + A = O,

h(A+B) = hA+ hB,

(h+ k)A = hA+ kA,

(hk)A = h(kA),

1A = A.

例 3.1. E11 =

(
1 0

0 0

)
, E12 =

(
0 1

0 0

)
, E21 =

(
0 0

1 0

)
, E22 =

(
0 0

0 1

)
と

おくと，任意のA =

(
a11 a12
a21 a22

)
∈ M2(R) は

A = a11E11 + a12E12 + a21E21 + a22E22

と一意的にかける．

3.2 行列の乗法
n行m列の行列

A =

 a11 . . . a1m
. . . aik . . .

an1 . . . anm


とm行 l列の行列

B =

 b11 . . . b1l
. . . bkj . . .

bm1 . . . bml

 .

に対して，

cij =
m∑
k=1

aikbkj

を (i, j)成分とする n行 l列の行列をABと定義する:

AB =

 c11 . . . c1l
. . . cij . . .

cn1 . . . cnl

 .

C = ABの i行 j列の成分は，Aの i行 k列の成分×Bの k行 j列の成分の積を
k = 1から k = mまで加えたものである．
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レポート問題 1. 次の行列を計算せよ．

(1)  1

−1

0

+ 2

 0

−1

1

+ 3

 1

0

−1


(2)

3

(
1 4

2 7

)
+ 5

(
−2 3

5 −4

)

(3)  1 −1

3 2

5 1

( 1 3

1 4

)

A,Bが n次行列ならばAB,BAともに定義されるが，n ≥ 2のとき，AB = BA

は一般には成立しない．

例 3.2. A =


1 0

0 0

0
. . .

0

 , B =


0 1

0 0

0
. . .

0

 とすると，

AB =


0 1

0 0

0
. . .

0

 , BA = O.

命題 3.1. A = (aij)，B = (bst)，C = (cpq)をそれぞれ n行m列，m行 l列，l行
k列の行列とする．このとき，

(AB)C = A(BC)

が成立する．

[証明] ABの (i, t)成分は
m∑
s=1

aisbst
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だから，

(AB)Cの (i, q)成分 =
l∑

p=1

(
m∑
s=1

aisbsp

)
cpq

=
l∑

p=1

m∑
s=1

aisbspcpq

=
m∑
s=1

l∑
p=1

aisbspcpq

=
m∑
s=1

ais

(
l∑

p=1

bspcpq

)
︸ ︷︷ ︸
BCの (s,q)成分

= A(BC)の (i, q)成分

これがすべての i, qについて成立するので，(AB)C = A(BC)が証明された．
A = (aij)を n行m列, B = (bst), C = (cst)をm行 l列，kを実数とする．この
とき，

A(B + C) = AB + AC, k(AB) = (kA)B = A(kB).

が成立する．

δij =

{
1, i = j,

0, i ̸= j
1 ≤ i, j ≤ n

によって，クロネッカーのデルタと呼ばれる記号 δij を導入する．このとき，

In = (δij) =


1 0

1
. . .

0 1


を n次単位行列と呼ぶ．任意の n次行列Aに対して，

AIn = InA = A

が成立する．

例 3.3. A =

(
3 1

5 2

)
，X =

(
x y

z w

)
とするとき，AX = XAとなるための必

要十分条件を求めてみる．

AX =

(
3x+ z 3y + w

5x+ 2z 5y + 2w

)
, XA =

(
3x+ 5y x+ 2y

3z + 5w z + 2w

)
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より，

AX = XA ⇐⇒


3x+ z = 3x+ 5y,

3y + w = x+ 2y,

5x+ 2z = 3z + 5w,

5y + 2w = z + 2w.

これを解けば，z = 5y, w = x− yである．よって，

X =

(
x y

5y x− y

)
= (x− 3y)I + yA.

3.3 正則行列
aが 0でない実数ならば，b = 1/aは ab = ba = 1をみたす．Aが n次行列のとき
は，AB = BA = Inとなる n次行列Bはどのようなときに存在するか調べよう．

例 3.4. A =

(
2 1

6 3

)
とするとき，A′ =

(
3 −1

−6 2

)
とおくと

AA′ = O.

もし，AB = BA = I2となる 2次行列Bが存在したとすると，上の両辺に左から
Bをかけて，

B(AA′) = BO = O,

B(AA′) = (BA)A′ = I2A
′ = A′,

A′ = Oとなり，矛盾．したがって，このようなBは存在しない．

定義 3.1. n次行列Aに対して，

AB = BA = In (3.1)

となる n次行列Bが存在するとき，Aは正則であるという．

AB = BA = In, AC = CA = In

とすると，
C = CIn = C(AB) = (CA)B = InB = B,

すなわち，等式 (3.1)を満たす行列Bはもし存在すれば唯一つである．このBを
Aの逆行列といい，B = A−1とかく．
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命題 3.2. A,Bを n次正則行列とすると，ABも正則で，

(AB)−1 = B−1A−1

が成立する．

[証明]

AB(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AInA
−1 = AA−1 = In,

(B−1A−1)AB = B−1(A−1A)B = B−1InB = B−1B = In.

定義から，B−1A−1 = (AB)−1．

命題 3.3. Aを n次正則行列とすると，A−1も正則で，

(A−1)−1 = A

が成立する．

例 3.5.

A =

(
a b

c d

)
が正則⇐⇒ ad− bc ̸= 0.

[証明] B =

(
p q

r s

)
がAB = I2を満たすとすると，


ap+ br = 1 (1)

cp+ dr = 0 (2)

aq + bs = 0 (3)

cq + ds = 1 (4)

これから，
(ad− bc)p = d, (ad− bc)r = −c,

(ad− bc)q = −b, (ad− bc)s = a.

したがって，ad− bc = 0ならば，a = b = c = d = 0となり，連立方程式 (1)–(4)を
満たす p, q, r, sは存在しない．すなわち，Aは逆行列を持たない．もし，ad−bc ̸= 0

ならば，

B =
1

ad− bc

(
d −b

−c a

)
とおけば，AB = I2となる．さらに，BA = I2も確かめられる．よって，Aは正
則である．
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3.4 上三角行列の逆行列

A =


a11 a12 . . . a1n

a22 . . . a2n
. . .

...

0 ann


の形の行列を上三角行列という．

補題 3.4. A =


a11 a12 . . . a1n

a22 . . . a2n
. . .

...

0 ann

をn次の上三角行列，aii ̸= 0 (i = 1, . . . , n)

とすると，上三角行列B = (bij), bii ̸= 0 (i = 1, . . . , n)でAB = Inをみたすもの
が存在する．

[証明] nに関する帰納法による．n = 1のときは明か．n−1のときOKとする．

A′ =


a11 a12 . . . a1n−1

a22 . . . a2n−1

. . .
...

0 an−1n−1


とおくと帰納法の仮定から，n − 1次の上三角行列B′ = (bij)で，A′B′ = In−1を
みたすものが存在する．

B =


b11 b12 . . . b1n−1 x1

b22 . . . b2n−1 x2

. . .
...

...

bn−1n−1 xn−1

0 bnn xn


とおいて，AB = Inとなるように x1, . . . , xnを決めよう．

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = 0,

a22x2 + . . . + a2nxn = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

annxn = 1

ann ̸= 0より，xn = a−1
nn . これを

an−1n−1xn−1 + an−1nxn = 0
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に代入すれば，an−1n−1 ̸= 0より，

xn−1 = −an−1na
−1
nna

−1
n−1n−1.

これを繰り返せば，求める x1, . . . , xnが得られる．

補題 3.5. n次の上三角行列 A =


a11 a12 . . . a1n

a22 . . . a2n
. . .

...

0 ann

 に対して，n次行列

B = (bij)でAB = Inをみたすものが存在すれば，aii ̸= 0 (i = 1, . . . , n)．

[証明] nに関する帰納法で証明する．n = 1のときは明か．n − 1までOKと
する．

ABの (n, j)−成分 =
n∑

k=1

ankbkj

= annbnj = δnj

より，
ann ̸= 0, bnj = 0 (1 ≤ j ≤ n− 1).

1 ≤ i, j ≤ n− 1に対して，

ABの (i, j)−成分 =
n∑

k=1

aikbkj

=
n−1∑
k=1

aikbkj = δij

A′ =

 a11 . . . a1n−1

. . .
...

0 an−1n−1

 , B′ =

 b11 . . . b1n−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

bn−11 . . . bn−1n−1


とおけば，A′B′ = In−1であるから帰納法の仮定から，aii ̸= 0, i = 1, . . . , n−1.

命題 3.6. 上三角行列 A = (aij)が正則であるための必要十分条件は, aii ̸= 0

(i = 1, . . . , n)である．

[証明] 十分性 補題 3.4より，上三角行列BでAB = Inをみたすものが存在す
る．同様に，上三角行列CでBC = Inをみたすものが存在する．このとき，

A = AIn = A(BC) = (AB)C = InC = C.

したがって，AB = BA = Inとなり，Aは正則であり，B = A−1である．
必要性 補題 3.5．
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例 3.6. A =

 1 4 0

0 2 −1

0 0 3

の逆行列を求める．
A′ =

(
1 4

0 2

)
とおくと，(A′)−1 =

(
1 −2

0 1
2

)
だから，

B =

 1 −2 x

0 1
2

y

0 0 z


とおいて，AB = I3とすると，

x + 4y = 0,

2y − z = 0,

3z = 1

これを解くと，
z =

1

3
, y =

1

6
, x = −2

3
.

A−1 =

 1 −2 −2
3

0 1
2

1
6

0 0 1
3

 .

レポート問題 2. A =


1 1 2 3

0 1 4 5

0 0 1 6

0 0 0 1

 の逆行列を求めよ．
(

1 1

0 1

)−1

=

(
1 −1

0 1

)
であるから，

 1 1 2

0 1 4

0 0 1


 1 −1 x

0 1 y

0 0 z

 = I3

とすると， 
x+ y + 2z = 0,

y + 4z = 0,

z = 1

これを解くと，
z = 1, y = −4, x = 2.
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1 1 2 3

0 1 4 5

0 0 1 6

0 0 0 1




1 −1 2 p

1 −4 q

1 r

s

 = I4

とすると， 
p+ q + 2r + 3s = 0,

q + 4r + 5s = 0,

r + 6s = 0,

s = 1

これを解くと
s = 1, r = −6, q = 19, p = −10.

したがって，

A−1 =


1 −1 2 −10

1 −4 19

1 −6

1

 .

3.5 転置行列
行列 Aに対して，その行と列を入れ換えてできる行列を Aの転置行列といい，

tAで表す．tAの (i, j)成分を a′ijとすると，

a′ij = aji

である．n行m列の行列 A = (aij)，m行 l列の行列 B = (bst)に対して，a′ij =

aji, b
′
st = btsとおけば，tA = (a′ij),

tB = (b′st) である．したがって，

t(AB)の (i, j)−成分 = ABの (j, i)−成分

=
m∑
k=1

ajkbki

=
m∑
k=1

b′ika
′
kj

= tB tAの (i, j)−成分.

すなわち，t(AB) = tB tAが成立する．
今，Aを n次正則行列とする．tIn = Inに注意すれば，

AA−1 = A−1A = In
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の転置行列をとって，
t(AA−1) = t(A−1A) = In.

ここで，t(AA−1) = t(A−1) tA, t(A−1A) = tA t(A−1) だから，

t(A−1) tA = tA t(A−1) = In.

すなわち，tAは正則であり，(tA)−1 = t(A−1)が成立する．まとめると，

命題 3.7. n行m列の行列A = (aij)，m行 l列の行列B = (bst)に対して，

t(AB) = tB tA.

Aを n次正則行列とすると，tAも正則であり，

(tA)−1 = t(A−1).
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4 連立1次方程式
4.1 解の存在
次の 3つの連立 1次方程式を考える．{

x+ 2y = 1

2x+ 3y = 3

{
x+ 2y = 1

2x+ 4y = 2

{
x+ 2y = 1

2x+ 4y = 3

第 1の方程式は，唯一つの解 x = 3, y = −1を持ち，第 2の方程式は，無限個の解
x = 1− 2y, y は任意を持ち，第 3の方程式は，解を持たない．
一般の連立 1次方程式

(∗)


a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1mxm = b1,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2mxm = b2,

· · · · · · · · ·
an1x1 + an2x2 + · · ·+ anmxm = bn

は行列を用いて次のように書き表すことができる．
a11 a12 · · · a1m
a21 a22 · · · a2m
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 · · · anm




x1

x2

...

xm

 =


b1
b2
...

bn


あるいは

x1


a11
a21
...

an1

+ x2


a12
a22
...

an2

+ · · ·+ xm


a1m
a2m
...

anm

 =


b1
b2
...

bn

 .

したがって，

A =


a11 a12 · · · a1m
a21 a22 · · · a2m
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 · · · anm

 , x =


x1

x2

...

xm

 , b =


b1
b2
...

bn


とおくと，

Ax = b

とかける．aj, (1 ≤ j ≤ m)をAの列ベクトルとすると，

x1a1 + x2a2 + · · ·+ xmam = b
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ともかける．連立 1次方程式 (∗)を解くことは，ベクトル bがベクトルa1, . . . ,am

の 1次結合として表せるかどうか，表せるときは，1次結合の係数 x1, . . . , xmを求
めることである．

4.2 行列の基本変形
連立 1次方程式 (∗)を解くには，消去法による．消去法とは (∗)に対して次のよ
うな変形を繰り返し，簡単な連立 1次方程式に帰着する方法である．

(I) 1つの方程式に 0でない数をかける．

(II) 1つの方程式にある数をかけて他の方程式に加える．

(III) 2つの方程式を並べ換える．

連立 1次方程式 (∗)に対して変形 (I)，(II)，(III)を行うことは，その拡大係数
行列

(A, b) =


a11 a12 · · · a1m b1
a21 a22 · · · a2m b2

. . . . . . . . . . . . .

an1 an2 · · · anm bn


に対して次の 3つの変形を行うことに相当する．

(I) 第 i行を c ̸= 0倍する．

(II) 第 i行を c ̸= 0倍して，第 j行に加える．

(III) 第 i行と第 j行を入れ換える．

定義 4.1. 行番号が増えるにつれて，左側に連続して並ぶ 0の個数が増えるような
行列を階段行列という．

例 4.1. 
1 2 3 4 5

2 3 4 5 6

3 4 5 6 7

4 5 6 7 8

 −→


1 2 3 4 5

0 −1 −2 −3 −4

0 −2 −4 −6 −8

0 −3 −6 −9 −12



−→


1 1 1 1 1

0 −1 −2 −3 −4

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

 −→


1 1 1 1 1

0 1 2 3 4

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
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レポート問題 3.


1 1 1 1

1 2 3 −2

1 4 9 4

1 8 27 −8

 を基本変形によって階段行列に変形せよ．
命題 4.1. 任意の行列は基本変形により階段行列にできる．

[証明]

A =


a11 a12 · · · a1m
a21 a22 · · · a2m
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 · · · anm


を与えられた行列とする．次の 2つの場合がある:

(i) 第 1列の成分 a11, a21, · · · , an1の中に 0でないものがある．

(ii) 第 1列の成分 a11, a21, · · · , an1はすべて 0である．

(i)の場合: a11 ̸= 0ならば，A′ = (a′ij) = Aとする．a11 = 0ならば，ai1 ≠ 0とな
る 2 ≤ i ≤ nがある．このとき，Aの第 1行と第 i行を入れ換えて得られる行列を
A′ = (a′ij) とする．さらに，各 2 ≤ i ≤ nに対して，

第 1行の
(
− a′i1
a′11

)
倍を第 i行に加える．

こうして得られる行列は 
a′11 a′12 · · · a′1m
0
... A′′

0


(ii)の場合: 上に得られた行列で，a′11 = 0の場合にあたる．
次に第 2列に注目して，行列A′′に同様な変形を繰り返せばよい．

命題 4.2. 基本変形は正則行列を左からかけることによって得られる．したがって，
任意の行列Aに対して，PAが階段行列になるような正則行列 P が存在する．

[証明] 行列

A =


a11 a12 · · · a1m
a21 a22 · · · a2m
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 · · · anm
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に (I)，(II)，(III)の基本変形を施すことはそれぞれ次のような行列を左からAに
かけることにあたる．これらを基本行列という．
(I) 

1
. . .

. . .

c
. . .

. . .

1


(c ̸= 0)

(II) (i < j) (i > j)

1
. . .

1
...

. . .

c · · · 1
. . .

1


,



1
. . .

1 · · · c
. . .

...

1
. . .

1


(III) 

1
. . .

0 · · · 1
...

. . .
...

1 · · · 0
. . .

1


これらの行列はすべて正則行列である．正則行列の積は正則行列だから結局，基
本変形はある正則行列を左からかけることによって得られる．

命題 4.3. 行列Aが基本変形を繰り返してBに移ったとすると，Bに適当な基本
変形を繰り返してAに移ることができる．

[証明] 前命題の証明に用いた，基本変形に対応する行列の逆行列は
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(I) 

1
. . .

. . .

c−1

. . .
. . .

1


(c ̸= 0)

(II) (i < j) (i > j)

1
. . .

1
...

. . .

−c · · · 1
. . .

1





1
. . .

1 · · · −c
. . .

...

1
. . .

1


(III) 

1
. . .

0 · · · 1
...

. . .
...

1 · · · 0
. . .

1


だから，これらも基本行列である．
例 4.1において，

P1 =


1

−2 1

−3 1

−4 1

 , P2 =


1

1

−2 1

−3 1

 , P3 =


1

−1

1

1


とおけば，

(P3P2P1)A = A′, A′は階段行列
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である．

P = P3P2P1 =


1

2 −1

1 −2 1

2 −3 1

 .

4.3 連立1次方程式の解法
連立 1次方程式

(∗) Ax = b

に変形 (I)，(II)，(III)を繰り返し行って得られる連立 1次方程式を

(∗∗) Cx = d

とする．このとき，

(i) 拡大係数行列 (C,d)が階段行列となるようにできる．

(ii) (C,d) = P (A, b) = (PA, Pb)をみたす正則行列 P が存在する．

したがって，方程式 (∗)と (∗∗)とは同値である．すなわち，この 2つの方程式
の解の集合は一致する．
そこで，(C,d)が次のような階段行列の場合に方程式 (∗∗)を解けばよい．

(C,d) =



c1j1 ∗ d1
c2j2 d2

. . .
...

crjr dr
dr+1


, c1j1 · · · crjr ̸= 0.

したがって，方程式 (∗∗)が解を持つならば，dr+1 = 0である．逆に，dr+1 = 0とす
る．そのとき，未知数xj1 , · · · , xjrをy1, · · · , yrとかき，残りの未知数をyr+1, · · · , ym
とかく．このとき，方程式 (∗∗)は次のようになる．

c′11y1+ c′12y2+ · · ·+ c′1ryr+ c′1r+1yr+1+ · · ·+ c′1mym = d1
c′22y2+ · · ·+ c′2ryr+ c′2r+1yr+1+ · · ·+ c′2mym = d2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

c′rryr+ c′rr+1yr+1+ · · ·+ c′rmym = dr

ここで，
c′11c

′
22 · · · c′rr ̸= 0.
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c′11y1+ c′12y2+ · · ·+ c′1ryr = d1− c′1r+1yr+1− · · ·− c′1mym

c′22y2+ · · ·+ c′2ryr = d2− c′2r+1yr+1− · · ·− c′2mym
. . . . . . . . . . .

c′rryr = dr− c′rr+1yr+1− · · ·− c′rmym

これは，yr, yr−1, . . . , y2, y1の順に解くことができ，
y1 = l1 + u11yr+1 + u12yr+2 + · · · + u1sy1m
y2 = l2 + u21yr+1 + u22yr+2 + · · · + u2sy1m

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

yr = lr + ur1yr+1 + ur2yr+2 + · · · + ursy1m

ここで，s = m− rとおいた．yr+1, · · · , ymを任意定数 k1, · · · , ksでおきかえて，

y =



y1
y2
...

yr
yr+1

...

ym


, y0 =



l1
l2
...

lr
0
...

0


,

u1 =



u11

u21

...

ur1

1

0
...

0


, u2 =



u12

u22

...

ur2

0

1
...

0


, · · · , us =



u1s

u2s

...

urs

0

0
...

1


.

とおくと，解 yは
y = y0 + k1u1 + · · ·+ ksus

と表せる．

例 4.2. 次の連立 1次方程式が解を持つように h, kの値を定めて，これを解け．

x+ y + 2z − w = 2

2x− 3y − z + w = 1

4x− 11y − 7z + 5w = h

x− 9y − 8z + 5w = k

28



拡大係数行列

A′ = (A, b) =


1 1 2 −1 2

2 −3 −1 1 1

4 −11 −7 5 h

1 −9 −8 5 k


に基本変形を繰り返して階段行列にする．

A′ →


1 1 2 −1 2

0 −5 −5 3 −3

0 −15 −15 9 h− 8

0 −10 −10 6 k − 2

→


1 1 2 −1 2

0 −5 −5 3 −3

0 0 0 0 h+ 1

0 0 0 0 k + 4


したがって，連立 1次方程式が解を持つのは，h = −1, k = −4のときである．こ
の場合，上の連立 1次方程式は{

x + y + 2z − w = 2

− 5y − 5z + 3w = −3.

これから，

x+ y = 2− 2z − w

−5y = −3 + 5z − 3w

これを x, yについて解けば，

y =
3

5
− z +

3

5
w, x =

7

5
− z +

2

5
w.

z = a, w = bとおくと，
x

y

z

w

 =


7/5

3/5

0

0

+ a


−1

−1

1

0

+ b


2/5

3/5

0

1

 , a, b は任意

となる．

練習問題 4.1. 次の連立 1次方程式を解け．

x+ y + 2z − w = 10,

2x− 3y − z + w = 1,

4x− 11y − 7z + 5w = −17

x− 9y − 8z + 5w = −28.
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4.4 逆行列の計算
Aを n次正則行列とする．任意のベクトル bに対して，連立方程式

Ax = b

はただ一つの解 x = A−1bをを持つ．
基本変形を用いて，A−1を求めよう．基本変形によって，Aを階段行列A′に変
形する．そのとき，A′ = QA, Qは正則行列である．Aは正則行列であるから，
A′ = QAも正則行列である．また，階段行列A′は上三角行列である．上三角行列
が正則であるための条件は対角成分がすべて 0でないことであったから，結局，A′

は次のような形をしている．
c11 ∗

c22
. . .

cnn

 , cii ̸= 0, i = 1, . . . , n.

この行列の第 i行に c−1
ii をかければ，

1 ∗
1

. . .

1


となる．次に，第 n行を何倍かして第 1行，…，第 n− 1行に加えれば，

1 ∗ 0

1 0
. . .

...

1 0

1


となる．さらに，第 n− 1行を何倍かして第 1行，…，第 n− 2行に加える．これ
を繰り返せば，単位行列

I =


1

1
. . .

1


に到達する．したがって，正則行列 P が存在して，

PA = I, P = A−1
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である．したがって，
P (A, I) = (I, P ).

すなわち，行列 (A, I)に基本変形を繰り返して，Aが Iに移ったとすると，この変
形で Iは P = A−1に移る．

例 4.3.

A =

 1 2 3

2 3 1

3 1 −15


の逆行列を求める．

(A, I) =

 1 2 3 1 0 0

2 3 1 0 1 0

3 1 −15 0 0 1


−→

 1 2 3 1 0 0

0 −1 −5 −2 1 0

0 −5 −24 −3 0 1


−→

 1 2 3 1 0 0

0 −1 −5 −2 1 0

0 0 1 7 −5 1


−→

 1 2 3 1 0 0

0 1 5 2 −1 0

0 0 1 7 −5 1


−→

 1 2 0 −20 15 −3

0 1 0 −33 24 −5

0 0 1 7 −5 1


−→

 1 0 0 46 −33 7

0 1 0 −33 24 −5

0 0 1 7 −5 1


したがって，

A−1 =

 46 −33 7

−33 24 −5

7 −5 1


となる．
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レポート問題 4. 次の行列Aの逆行列を基本変形によって求めよ．

A =


1 2 1 3

3 7 7 16

2 4 3 4

1 2 1 2

 .

[証明]

(A, I4) =


1 2 1 3 1 0 0 0

3 7 7 16 0 1 0 0

2 4 3 4 0 0 1 0

1 2 1 2 0 0 0 1



−→


1 2 1 3 1 0 0 0

0 1 4 7 −3 1 0 0

0 0 1 −2 −2 0 1 0

0 0 0 −1 −1 0 0 1



−→


1 2 1 3 1 0 0 0

0 1 4 7 −3 1 0 0

0 0 1 −2 −2 0 1 0

0 0 0 1 1 0 0 −1



−→


1 2 1 0 −2 0 0 3

0 1 4 0 −10 1 0 7

0 0 1 0 0 0 1 −2

0 0 0 1 1 0 0 −1



−→


1 2 0 0 −2 0 −1 5

0 1 0 0 −10 1 −4 15

0 0 1 0 0 0 1 −2

0 0 0 1 1 0 0 −1



−→


1 0 0 0 18 −2 7 −25

0 1 0 0 −10 1 −4 15

0 0 1 0 0 0 1 −2

0 0 0 1 1 0 0 −1



練習問題 4.2. 次の連立 1次方程式を解け．

3x+ 6y + 5z + 7w = 18

3x+ 6y + 4z + 8w = 15

x+ 2y + z + 3w = 4

2x+ 4y + 5z + 3w = 17
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拡大係数行列

A′ =


3 6 5 7 18

3 6 4 8 15

1 2 1 3 4

2 4 5 3 17


に基本変形を繰り返して階段行列にする．

A′ →


1 2 1 3 4

3 6 4 8 15

3 6 5 7 18

2 4 5 3 17

→


1 2 1 3 4

0 0 1 −1 3

0 0 2 −2 6

0 0 3 −3 9

→


1 2 1 3 4

0 0 1 −1 3

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

 .

したがって，連立 1次方程式は{
x + 2y + z + 3w = 4

z − w = 3.

これから，

x+ z = 4− 2y − 3w,

z = 3 + w.

これを x, zについて解けば，

z = 3 + w, x = 4− 2y − 3w − 3− w = 1− 2y − 4w.

y = s, w = tとおくと，
x

y

z

w

 =


1− 2s− 4t

s

3 + t

t

 =


1

0

3

0

+ s


−2

1

0

0

+ t


−4

0

1

1

 , s, t は任意

となる．
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5 行列式
5.1 置換
nを自然数 nとし，n個の文字 1, 2, · · · , nからなる集合を

Mn = {1, 2, · · · , n}

とする．写像
σ : Mn −→ Mn

が全単射であるとき，σをMnの置換といい，

σ =

(
1 2 · · · n

σ(1) σ(2) · · · σ(n)

)

と表す．σ(1), σ(2), · · · , σ(n)は互いに相異なり 1, 2, · · · , nを並べ替えたものであ
る．したがって，Mnの置換全体の集合を Snとすると，Snは n!個の元からなる．
σ(k) = kとなる部分は省略してかくことにする．例えば，(

1 2 3 4

2 4 3 1

)
=

(
1 2 4

2 4 1

)

とかく．σ, τ ∈ Snのとき，合成写像 στ : Mn −→ Mn も全単射だから，στ ∈ Sn

である．στ を σと τ の積という．任意の ρ, σ, τ ∈ Snに対して，結合法則

(ρσ)τ = ρ(στ)

が成立する．

例 5.1.

σ =

(
1 2 3

2 3 1

)
, τ =

(
1 2 3

2 1 3

)
とすると，

στ =

(
1 2 3

3 2 1

)
, τσ =

(
1 2 3

1 3 2

)
.

これからわかるように，στ と τσは一般には異なる．

恒等写像 ϵ : Mn −→ Mnを単位置換という．任意の σ ∈ Snに対して，

ϵσ = σϵ = σ

が成立する．
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σ ∈ Snに対して，写像 σの逆写像 σ−1 : Mn −→ Mnも全単射だから，σ−1 ∈ Sn

である．σ−1を σの逆置換という．

σ−1σ = σσ−1 = ϵ

が成立する．
i, j ∈ Mn, i ̸= j に対して，σ(i) = j, σ(j) = i, σ(k) = k (k ̸= i, j)によって定ま
る σ ∈ Sn を (i j)とかく．これを互換という．(

i j

j i

)
= (i j).

互換と同様に，a1, a2, . . . , arをMnの相異なる元とするとき，(
a1 a2 · · · ar−1 ar
a2 a3 · · · ar a1

)
= (a1 a2 . . . ar−1 ar)

とかく．このような置換を r-サイクルと呼ぶ．任意の置換は互いに共通の数字を
含まないようなサイクルの積に表すことができる．例えば，(

1 2 3 4 5

3 4 5 2 1

)
= (1 3 5)(2 4).

さらに，r-サイクルは次のように互換の積に表せる．

(a1 a2 . . . ar−1 ar) = (a1 a2)(a2 a3) · · ·（ar−2 ar−1)(ar−1 ar).

例えば，(1 3 5) = (1 3)(3 5)である．以上によって，次の命題を得る．

命題 5.1. 任意の置換は互換の積として表すことができる．

命題 5.2. Snの任意の元は，互換 (1 2), (2 3), · · · , (n− 1n)の積として表せる．

[証明] nに関する帰納法で証明する．n = 2のときは明らかである．n > 2と
して，Sn−1の任意の元は，互換 (1 2), (2 3), · · · , (n − 2n − 1)の積として表せる
とする．命題 5.1より，任意の元は互換の積であるから，任意の互換 (a b) ∈ Sn

が互換 (1 2), (2 3), · · · , (n − 1n)の積として表せることを示せばよい．1 ≤ a <

b ≤ n − 1ならば，(a b) ∈ Sn−1 であるから，帰納法の仮定によって，(a b)は
互換 (1 2), (2 3), · · · , (n − 1n)の積として表せる．b = nのとき，互換 (a n)は
(a n) = (a n−1)(n−1n)(a n−1)とかけ，(a n−1)は (1 2), (2 3), · · · , (n−2n−1)

の積としてかけるから，互換 (a n)は互換 (1 2), (2 3), · · · , (n− 1n)の積として表
せる．よって，(a n)も互換 (1 2), (2 3), · · · , (n− 1n)の積として表せる．
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例 5.2.

σ =

(
1 2 3 4 5

2 5 4 3 1

)
を互換の積で表す．

σ1 = (1 2 5)(3 4) = (1 2)(2 5)(3 4).

変数 x1, · · · , xnの多項式P と置換 σ ∈ Snに対して，変数 x1, · · · , xnを，それぞ
れ xσ(1), · · · , xσ(n)で置き換えて得られる多項式を σP で表す．σ, τ ∈ Snとすると，

σ(τxi) = σxτ(i) = xσ(τ(i)) = (στ)xi

であるから，一般の多項式 P についても，

σ(τP ) = (στ)P

が成り立つ．今，∆nを次のような多項式とする．

∆n =
∏

i<j(xi − xj)

= (x1 − x2) (x1 − x3) · · · (x1 − xn)

×(x2 − x3) (x2 − xn)
. . .

...

×(xn−1 − xn).

∆2 = x1 − x2, ∆3 = (x1 − x2)(x1 − x3)(x2 − x3)である．

(1 2)∆3 = (x2 − x1)(x2 − x3)(x1 − x3) = −∆3,

(2 3)∆3 = (x1 − x3)(x1 − x2)(x3 − x2) = −∆3,

であり，(1 3) = (1 2)(2 3)(1 2)であるから，(1 3)∆3 = (1 2)(2 3)(1 2)∆3 = (−1)3∆3 =

−∆3 がわかる．一般に，∆nは，互換 (i j)に対して，

(i j)∆n = −∆n

を満たすことが nに関する帰納法によって証明される．

命題 5.3. 1つの置換を互換の積で表すとき，偶数個の互換の積であるか奇数個の
互換の積であるかは，与えられた置換によって定まる．

[証明] σを与えられた置換とする．

σ = σ1σ2 · · ·σs = τ1τ2 · · · τt

σi, τjは互換，と書けたとする．このとき，

σ∆ = (σ1σ2 · · ·σs−1)(σs∆)

= −(σ1σ2 · · ·σs−1)∆

= · · · · · · = (−1)s∆.
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同様に，

τ∆ = (τ1τ2 · · · τt−1)(τt∆)

= −(τ1τ2 · · · τt−1)∆

= · · · · · · = (−1)t∆.

したがって，(−1)s = (−1)tとなり，s, tはともに偶数であるか，またはともに奇
数である．
偶数個の互換の積として表せる置換を偶置換といい，奇数個の互換の積として
表せる置換を奇置換という．単位置換は偶置換とする．置換 σに対して，その符
号 sgn(σ)を

sgn(σ) =

{
+1, σが偶置換のとき
−1, σが奇置換のとき

と定義する．

sgn(στ) = sgn(σ)sgn(τ),

sgn(σ−1) = sgn(σ)

が成り立つ．

補題 5.4. Sn = {σ1, · · · , σN} (N = n!)とするとき，

(1) τ ∈ Snならば，{σ1τ, · · · , σNτ} = Sn.

(2) {σ−1
1 , · · · , σ−1

N } = Sn.

[証明] σiτ = σjτ とすると，

(σiτ)τ
−1 = (σjτ)τ

−1, σiϵ = σjϵ, σi = σj

したがって，i = jとなる．よって，σ1τ, · · · , σNτ は相異なるから，これらのなす
集合は Sn全体と一致する．次に，σ−1

i = σ−1
j とすると，

σjσ
−1
i = σjσ

−1
j = ϵ,

(σjσ
−1
i )σi = ϵσi = σi,

σj = σjϵ = σj(σ
−1
i σi) = σi.

したがって，i = jとなる．よって，σ−1
1 , · · · , σ−1

N は相異なるから，これらのなす
集合は Sn全体と一致する．
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5.2 行列式の定義
n次正方行列

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

 = (a1, · · · ,an)

に対して，和 ∑
σ∈Sn

sgn(σ)aσ(1)1aσ(2)2 · · · aσ(n)n

をAの行列式とよび，

|A|, detA, D(a1, · · · ,an),

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
とかく．

例 5.3. S2 = {ϵ, (1 2)}，sgn(ϵ) = 1，sgn((1 2)) = −1だから，∣∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21

である．

レポート問題 5.

S3 =

{
1, (1 2), (1 3), (2 3),

(
1 2 3

2 3 1

)
,

(
1 2 3

3 1 2

)}
.

について，各元の符号を求めよ．さらに，3次行列A = (aij)の行列式をその成分
の多項式として表わせ．

5.3 行列式の基本的性質
行列式の性質の中で，記号D(a1, · · · ,an)を用いて説明できるものから述べる．

命題 5.5. 行列式D(a1, · · · ,an) は次の性質を持つ:

(1) D(a1, · · · ,aj + a′
j, · · · ,an) = D(a1, · · · ,aj, · · · ,an)

+D(a1, · · · ,a′
j, · · · ,an).
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(2) D(a1, · · · , caj, · · · ,an) = cD(a1, · · · ,aj, · · · ,an).

(3) D(aτ(1), · · · ,aτ(n)) = sgn(τ)D(a1, · · · ,an), τ ∈ Sn.

系 5.6. ある j ̸= kに対して，aj = akならば，D(a1, · · · ,an) = 0である．

系 5.7. c ∈ R, j ̸= kならば，

D(a1, · · · ,aj + cak, · · · ,an) = D(a1, · · · ,aj, · · · ,an).

[証明]

D(a1, · · · ,aj + a′
j, · · · ,an)

=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)aσ(1)1 · · · (aσ(j)j + a′σ(j)j) · · · aσ(n)n

=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)aσ(1)1 · · · aσ(j)j · · · aσ(n)n

+
∑
σ∈Sn

sgn(σ)aσ(1)1 · · · a′σ(j)j · · · aσ(n)n

= D(a1, · · · ,aj, · · · ,an) +D(a1, · · · ,a′
j, · · · ,an).

D(a1, · · · , caj, · · · ,an) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)aσ(1)1 · · · (caσ(j)j) · · · aσ(n)n

= c
∑
σ∈Sn

sgn(σ)aσ(1)1 · · · aσ(j)j · · · aσ(n)n

= cD(a1, · · · ,aj, · · · ,an).

τ ∈ Snに対して，bj = aτ(j)，j = 1, . . . , nとおく．bij = aiτ(j)である．補題 5.4

の (1)を用いれば，

D(aτ(1), · · · ,aτ(n)) = D(b1, · · · , bn)
=

∑
σ∈Sn

sgn(σ)bσ(1)1 · · · bσ(n)n

=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)aσ(1)τ(1) · · · aσ(n)τ(n) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)
n∏

i=1

aσ(i)τ(i)

=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)
n∏

j=1

aστ−1(j)j (στ−1 = σ′)

=
∑
σ′∈Sn

sgn(σ′τ)aσ′(1)1 · · · aσ′(n)n

= sgn(τ)D(a1, · · · ,an).

aj = akならば，τ = (j k)として，(3)を適用すると，D(a1, · · · ,an) = 0を得
る．(1)と系 5.6から，系 5.7がでる．
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命題 5.8. 単位行列 I = (e1, · · · , en) の行列式は 1である．

[証明]

D(e1, · · · , en) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)δσ(1)1 · · · δσ(n)n

= 1

となる．

命題 5.9.

|tA| = |A|.

[証明] tA = (a′ij)とおくと，a′ij = ajiであるから，

|tA| =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a′σ(1)1 · · · a′σ(n)n

=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1) · · · anσ(n).

かけ算の順序を入れ換えれば，

sgn(σ)a1σ(1) · · · anσ(n) = sgn(σ−1)aσ−1(1)1 · · · aσ−1(n)n

だから，補題 5.4より，

|tA| =
∑
σ∈Sn

sgn(σ−1)aσ−1(1)1 · · · aσ−1(n)n

=
∑
σ′∈Sn

sgn(σ′)aσ′(1)1 · · · aσ′(n)n

= |A|

となる．

レポート問題 6. 行列式の性質を用いて計算せよ．∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

2 5 6

3 7 10

∣∣∣∣∣∣∣
注意 5.1. 命題 5.5と命題 5.9より，行についても命題 5.5とと同様なことが成り
立つ．

A =

 a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3
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とするとき，

|A| = |tA| =

∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣∣
a2 a1 a3
b2 b1 b3
c2 c1 c3

∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣
a2 b2 c2
a1 b1 c1
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣ . (Aの第 1行と第 2行を交換した行列式)

5.4 行列式の展開
n次の行列式は n− 1次の行列式の和として表せることを示そう．n次行列A =

(aij)から，その第 i行と第 j列をとり除いて得られる n − 1次行列を Aij とかく．
このとき，

定理 5.10.

(1) |A| =
n∑

i=1

(−1)i+jaij|Aij| (j = 1, 2, · · · , n).

(2) |A| =
n∑

j=1

(−1)i+jaij|Aij| (i = 1, 2, · · · , n).

n = 4とする．i = 1, j = 4とする．

e1 =


1

0

0

0

 , e2 =


0

1

0

0

 , e3 =


0

0

1

0

 , e4 =


0

0

0

1


とおけば，a4 = a14e1 + a24e2 + a34e3 + a44e4 であるから，

D(a1,a2,a3,a4) = a14D(a1,a2,a3, e1) + a24D(a1,a2,a3, e2)

+ a34D(a1,a2,a3, e3) + a44D(a1,a2,a3, e4).
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ここで，第 4項について，a′i4 = 0, i = 1, 2, 3, a′44 = 1とすれば，

D(a1,a2,a3, e4) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13 0

a21 a22 a23 0

a31 a32 a33 0

a41 a42 a43 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∑
σ∈S4

sgn(σ)aσ(1)1aσ(2)2aσ(3)3a
′
σ(4)4

=
∑

σ∈S4,σ(4)=4

sgn(σ)aσ(1)1aσ(2)2aσ(3)3

=
∑
σ∈S3

sgn(σ)aσ(1)1aσ(2)2aσ(3)3

=

∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ = |A44|.

第 3項についても，上の結果から

D(a1,a2,a3, e3) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13 0

a21 a22 a23 0

a31 a32 a33 1

a41 a42 a43 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13 0

a21 a22 a23 0

a41 a42 a43 0

a31 a32 a33 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a41 a42 a43

∣∣∣∣∣∣∣ = −|A34|.
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第 2項についても，同様に，

D(a1,a2,a3, e2) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13 0

a21 a22 a23 1

a31 a32 a33 0

a41 a42 a43 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13 0

a31 a32 a33 0

a21 a22 a23 1

a41 a42 a43 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13 0

a31 a32 a33 0

a41 a42 a43 0

a21 a22 a23 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a31 a32 a33
a41 a42 a43

∣∣∣∣∣∣∣ = |A24|.

第 1項についても，同様に，

D(a1,a2,a3, e1) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13 1

a21 a22 a23 0

a31 a32 a33 0

a41 a42 a43 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a21 a22 a23 0

a11 a12 a13 1

a31 a32 a33 0

a41 a42 a43 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a21 a22 a23 0

a31 a32 a33 0

a11 a12 a13 1

a41 a42 a43 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a21 a22 a23 0

a31 a32 a33 0

a41 a42 a43 0

a11 a12 a13 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)3

∣∣∣∣∣∣∣
a21 a22 a23
a31 a32 a33
a41 a42 a43

∣∣∣∣∣∣∣ = −|A14|.
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以上によって，∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)5|A14|+ (−1)6|A24|+ (−1)7|A34|+ (−1)8|A44|

が示された．一般の場合も同様である．

定理 5.11.

(1)
n∑

i=1

(−1)i+jaik|Aij| = δkj|A|.

(2)
n∑

j=1

(−1)i+jakj|Aij| = δki|A|.

[証明] (1) k = jの場合が前の定理である．k ̸= jの場合，右辺は 0である．左
辺は，|A|において，第 j列を第 k列で置き換えて得られる行列式

D(a1, · · · ,
j︷︸︸︷
ak , · · · ,

k︷︸︸︷
ak , · · · ,an)

の第 j 列に関する展開だから，系 5.6より 0である．(2)は命題 5.9と (1)からで
る．

例 5.4. 行列式の展開を用いて計算せよ．∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

1 4 1

0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣
例 5.5. 行列式の性質を用いて計算せよ．∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1

a b c

a2 b2 c2

∣∣∣∣∣∣∣
レポート問題 7. 行列式の展開を用いて計算せよ．∣∣∣∣∣∣∣

1 1 2

0 4 1

0 7 2

∣∣∣∣∣∣∣
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5.5 クラメールの公式
Aが n次正則行列のとき，任意の b ∈ Rn に対して，連立 1次方程式

Ax = b

は唯一つの解 x = A−1b を持った．この xを行列式を用いて表す．

A = (a1, · · · ,an),

x =


x1

x2

...

xn

 , b =


b1
b2
...

bn


とする．このとき，

定理 5.12. クラメールの公式 Ax = bならば，

D(a1, · · · ,aj−1, b,aj+1, · · · ,an) = xj|A|

となる．特に，|A| ̸= 0ならば，

xj =
1

|A|
D(a1, · · · ,aj−1, b,aj+1, · · · ,an) (j = 1, 2, · · · , n).

[証明] Ax = bならば，

b = x1a1 + · · ·+ xnan

である．このとき，

D(a1, · · · ,aj−1, b,aj+1, · · · ,an)

=
n∑

k=1

xkD(a1, · · · ,aj−1,ak,aj+1, · · · ,an)

= xj|A|

となる．

5.6 積の行列式
定理 5.13. A,Bを n次行列とすると，|AB| = |A||B| が成り立つ．
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[証明] A = (a1, · · · ,an), B = (bij) とすると，

AB = (
n∑

k1=1

bk11ak1 , · · · ,
n∑

kn=1

bknnakn).

したがって，

|AB| =
n∑

k1,··· ,kn=1

bk11 · · · bknnD(ak1 , · · · ,akn)

=
∑
σ∈Sn

bσ(1)1 · · · bσ(n)nD(aσ(1), · · · ,aσ(n))

=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)bσ(1)1 · · · bσ(n)nD(a1, · · · ,an)

= |A||B|

となる．

定理 5.14. Aを n次行列とするとき，

A が正則⇐⇒ |A| ̸= 0

である．また，|A| ̸= 0であるとき，Aの逆行列A−1 は次の公式で与えられる．

A−1 =
1

|A|
t(αij).

ここで，αij = (−1)i+j|Aij|である．αijをAにおける aijの余因子という．

[証明] Aが正則であるとする．このとき，

AA−1 = I.

したがって，
|A||A−1| = 1.

ゆえに，|A| ̸= 0. 逆に，|A| ̸= 0ならば，定理 5.11より，
n∑

i=1

aik
αij

|A|
= δjk,

n∑
j=1

akj
αij

|A|
= δki.

よって，
B =

1

|A|
t(αij)

とおけば，
BA = I, AB = I.

すなわち，B = A−1である．
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