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目標 整数係数n次対称行列のペアの類数に関する J. Moralesの結果を解説する．
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1 n次対称行列のペア
x = (x1, x2)を整数係数のn次対称行列のペアとする．Γ = GLn(Z)とおく．二つ
のペア x = (x1, x2)と y = (y1, y2)に対して，γ ∈ Γで，y1 = γx1

tγかつ y2 = γx2
tγ

を満たすものが存在するとき，xと yは同値であるという．
x = (x1, x2)に対して，u, vを変数とする 2元 n次形式Φx(u, v)を

Φx(u, v) = det(ux1 + vx2)

によって定義する．Φxは整数係数の 2元n次形式である．xと yが同値ならば，明
らかに，Φx = Φyである．そこで，与えられた 2元 n次形式Φに対して，Φx = Φ

となるようなペア xの同値類の個数はいくつあるかという問題が考えられる．
Moralesは代数体の整数環に係数を持つ非退化対称行列のペアを扱ったが，ここ
では，Zに係数を持つ非退化対称行列のペアに限定する．Φ(1, 0) 6= 0, Φ(0, 1) 6= 0

とする．次を仮定する．

(H1) Φは重根を持たない．

A = Q[T ]/(Φ(T, 1)), θ = T mod (Φ(T, 1))とおく．
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今，x = (x1, x2)を Φx = Φを満たす整数係数の非退化 n次行列のペアとする．
V = Qnを有理数を成分とする n次元縦ベクトル全体のなすベクトル空間とする．
M = Znを整数を成分とするベクトルのなす V の格子とする．Aの V 上の表現
ρ = ρxを

ρ(θ)v = −x−1
1 x2v, v ∈ V

によって定義する．ρ(θ)の固有多項式はΦ(T, 1)の定数倍であり，仮定 (H1)より，
それは ρ(θ)のQ上の最小多項式と一致する．V は ρによって，ランク 1の自由A–

加群になる．これを Vxで表す．
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とおく．v0 ∈ Vxを Vx = ρ(A)v0となるようにとる．

a = ax = {α ∈ A | ρ(α)v0 ∈ M},
Λ = Λx = {λ ∈ A | ρ(λ)M ⊂ M}

とおけば，aはAの格子であり，ΛはAの整環である．さらに，Λ = {λ ∈ A |λa ⊂ a}
を満たす．すなわち，aは proper Λ–イデアルである．ρ = ρxによって，M は Λ-

加群になる．これをMxで表す．
Λ̂ = {α ∈ A | trA/Q(αΛ) ⊂ Z}とおく．

補題 1.1. trA/Qによって，同型

HomΛ(Mx, Λ̂) ∼= HomZ(Mx,Z)

が引き起こされる．

[証明] (α, β) 7−→ trA/Q αβ はQ–ベクトル空間A上の非退化双 1次形式である．
これから，HomΛ(Mx, Λ̂) 3 ϕ 7−→ trA/Q ◦ ϕ は同型HomΛ(Mx, Λ̂) ∼= HomZ(Mx,Z)

を引き起こすことがわかる．

補題 1.2. Λ-双線形形式Bx : Mx ×Mx −→ Λ̂が存在して，

x1 = (trA/QBx(ei, ej)), x2 = −(trA/Q θBx(ei, ej))

を満たす．

[証明] u ∈ Mxとする．補題 1.1より，ϕu ∈ HomΛ(M, Λ̂)で

(trA/Q ◦ ϕu)(v) = tux1v (v ∈ Mx) (1.1)
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を満たすものが存在する．ϕuはΛ-準同型であるから，

trA/Q(θϕu(v)) = trA/Q ϕu(ρ(θ)v)

= (trA/Q ◦ ϕu)(ρ(t)v)

= tux1ρ(t)v = tux1(−x−1
1 x2v)

= −tux2v (v ∈ Mx). (1.2)

一方，

trA/Q(ϕρ(θ)u(v)) = (trA/Q ◦ ϕρ(θ)u)(v)

= t(ρ(θ)u)x1v = t(−x−1
1 x2u)x1v

= −tux2v (v ∈ Mx).

よって，trA/Q(ϕρ(θ)u(v)) = trA/Q(θϕu(v))を得る．補題 1.1より，

ϕρ(θ)u(v) = θϕu(v) (∀u, v ∈ Mx)

を得る．よって，任意の λ ∈ Λに対して，

ϕρ(λ)u(v) = λϕu(v) = ϕu(ρ(λ)v) (∀u, v ∈ Mx).

したがって，Bx(u, v) = ϕu(v)とおけば，Bx : Mx ×Mx −→ Λ̂はΛ-双線形形式で
ある．(1.1), (1.2)よりこれが求めるものである．

j = Λ + θΛ とおけば，j, ĵ は A の Λ-部分加群である．Bx(ei, ej) ∈ λ̂ かつ
θBx(ei, ej) ∈ λ̂より，Bx(ei, ej) ∈ λ̂ ∩ θ−1Λ̂ = ĵである．Mx = ρ(a)v0であるか
ら，α1, . . . , αn ∈ aを ρ(αi)v0 = ei にとれば，a = [α1, . . . , αn]である．さらに，
β = βx = Bx(v0, v0)とおけば，

Bx(Mx,Mx) = βa2 ⊂ ĵ.

補題 1.3. y = (y1, y2)を x = (x1, x2)と同値なペアとすれば，c ∈ A×が存在して，
Λy = Λx, ay = c−1ax, βy = c2βx．

[証明] yk = γxk
tγ, k = 1, 2, γ ∈ Γとする．そのとき，

ρy(θ) = −y−1
1 y2 = −(γx1

tγ)−1γx2
tγ = −tγ−1x−1

1 x2
tγ = tγ−1ρx(θ)

tγ.

よって，任意の α ∈ Aに対して，ρy(α) = tγ−1ρx(α)tγ．したがって，f : Vy −→ Vx

を，f(a) = tγa, a ∈ Vy によって定義すれば，f は A-加群としての同型である．
Φy = Φxは明らか．f(My) = tγMy = Mxであるから，

Λy = {λ ∈ A | ρy(λ)My ⊂ My}
= {λ ∈ A | ρx(λ)Mx ⊂ Mx} = Λx.
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v′0 ∈ Vyを Vy = ρy(A)v′0となるようにとる．c ∈ Aを f(v′0) = ρx(c)v0となるように
とる．そのとき，対応 a 7−→ ρy(a)v′0，f , および対応 ρx(a)v0 7−→ aはそれぞれA-

加群の同型A ∼= Vy, Vy
∼= Vx, Vx

∼= A を与えるから，これらの合成 a 7−→ acはA

からAへのA-加群としての同型を与える．よって，c ∈ A×である．

ay = {α ∈ A | ρy(α)v′0 ∈ My}
= {α ∈ A | ρx(cα)v0 ∈ Mx} = c−1ax.

B′ : My ×My −→ Λ̂をB′(u, v) = Bx(f(u), f(v)), u, v ∈ Myによって定義すれば，
B′はΛ–双線形である．実際，

B′(ρy(λ)u), ρy(µ)v) = Bx(f(ρy(λ)u), f(ρy(µ)v)) = Bx(ρx(λ)f(u), ρx(µ)f(v))

= λµBx(f(u), f(v)) = λµB′(u, v).

また，容易に，

(trA/QB′(ei, ej)) = (trA/QBx(f(ei), f(ej)) )

= γ(trA/QBx(ei, ej))
tγ = γx1

tγ = y1,

−(trA/Q θB′(ei, ej)) = −(trA/Q θBx(f(ei), f(ej)) )

= −γ(trA/Q θBx(ei, ej))
tγ = γx2

tγ = y2

がわかる．よって，B′ = By である．e′i = ρy(αic
−1)v′0, i = 1, . . . , nとおけば，

f(e′i) = ρx(αi)v0 = eiである．よって，α1c
−1, . . . , αnc−1は ay の基底である．By

はΛ–双線形だから，By(e
′
i, e

′
j) = αiαjc

−2By(v
′
0, v

′
0)である．一方，By = B′より，

By(e
′
i, e

′
j) = Bx(f(e′i), f(e′j)) = Bx(ei, ej) = αiαjBx(v0, v0).

よって，βy = c2βxを得る．

補題 1.4. a0 = Φ(1, 0), J = OA + θOAとおくと，a−1
0 (NJ)−1Φ(T, 1)は Z[T ] の原

始的多項式である．

[証明] pを素数として，Ap = A⊗Q Qp, Jp = J⊗Z Zp とかく． OApをApの極
大整環とすれば，OAp = OA ⊗Z Zp である．ϕ(T ) = a−1

0 Φ(T, 1)は θのQp上の固
有多項式であり，Jp = OAp + θOAp である．次の二つの場合がある．

(a) θまたは θ−1はOAp の元である．

(b) θ, θ−1のどちらもOAp の元でない．

(a)の場合は，θ ∈ OAp ならば，ϕ(T ) ∈ Zp[T ]であり，Jp = OAp であるから，
NAp/Qp(Jp)Zp = Zp である．すなわち，NA/Q(J)は Zp の単数である．θ−1 ∈ OAp

ならば，Jp = θOAp であるから，NAp/Qp(Jp)
−1Zp = NAp/Qp(θ

−1)Zpである．した
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がって，NA/Q(J)−1T nϕ(T−1) は θ−1 ∈ OAp の固有多項式であるから，Zp[T ]の原
始的多項式である．よって，NA/Q(J)−1ϕ(T )もそうである．
(b)の場合は，Qp-algebraとして，Ap = A1⊕A2, θ = (θ1, θ2), θ1 ∈ OA1 , θ−1

2 ∈ OA2 ,

と分解できる．ϕi(T )を θiのQp上の固有多項式として，Ji = OAi
+ θiOAi

, i = 1, 2

とおく．(a)より，NAi/Qp(Ji)
−1ϕi(T )はZp[T ]の原始的多項式である．OAp = OA1⊕

OA2 , Jp = J1 ⊕ J2であるから，

NAp/Qp(Jp)
−1ϕ(T ) = NA1/Qp(J1)

−1ϕ1(T )NA2/Qp(J2)
−1ϕ2(T )

はガウスの補題によってZp[T ]の原始的多項式である．これがすべての素数 pにつ
いて成り立つから，NA/Q(J)−1ϕ(T )は Z[T ]の原始的多項式である．
さらに，Moralesは次を仮定する．

(H2) Φは原始的である．

(H3) Λはweakly self-dualである．

ここで，Λがweakly self-dualであるとは，任意の proper Λ–イデアルが可逆Λ–イ
デアルであることを意味する．これは，Λ̂が可逆Λ–イデアルであることと同値で
ある (Fröhlich)．これらの仮定の下で，実は βa2 = ĵ が成り立つことを示そう．

命題 1.5. 仮定 (H1), (H2), (H3)のもとで，βxa
2
x = ĵが成り立つ．また，jは可逆Λ–

イデアルである．

[証明] |a0| = | det x1| = (HomZ(M,Z) : x1(M)) である． Z-加群の単射準同型
の列

M
Bx
↪→ HomΛ(M, ĵ) ↪→ HomΛ(M, Λ̂)

trA/Q∼= HomZ(M,Z)

と
Bx(M)⊂ HomΛ(M, Λ̂)y

ytrA/Q

x1(M)⊂ HomZ(M,Z)

から，

|a0| = | det x1| = (HomZ(M,Z) : x1(M))

= (HomΛ(M, Λ̂) : Bx(M))

= (HomΛ(M, Λ̂) : HomΛ(M, ĵ))(HomΛ(M, ĵ) : Bx(M)).

M = ρ(a)v0, a = axは proper Λ-イデアルとかける．仮定 (H3)より，Λはweakly

self-dualであるから，proper Λ-イデアル aは可逆Λ-イデアルである．したがって，
各素数 pに対して，ap = αpΛpである．よって，Mp = ρ(Λp)vp, vp = ρ(αp)v0であ
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る．このとき，ψ ∈ HomΛp(Mp, Λ̂p)に対して，ψ(vp) ∈ Λ̂pを対応させることによっ
て，同型

HomΛp(Mp, Λ̂p) ∼= Λ̂p

を得る．この同型は，HomΛp(Mp, ĵp) ∼= ĵp，およびBx(Mp) ∼= Bx(Mp,Mp)を引き
起こす．ゆえに，

(HomΛp(Mp, Λ̂p) : HomΛp(Mp, ĵp)) = (Λ̂p : ĵp),

(HomΛp(Mp, ĵp) : Bx(Mp)) = (̂jp : Bx(Mp,Mp))

を得る．これがすべての素数 pについて成り立つから，

(HomΛ(M, Λ̂) : HomΛ(M, ĵ)) = (Λ̂ : ĵ),

(HomΛ(M, ĵ) : Bx(M)) = (̂j : Bx(M,M))

を得る．また，(Λ̂ : ĵ) = (j : Λ)が成り立つ．したがって，

| det x1| = (j : Λ)(̂j : Bx(M, M)) (1.3)

を得る．(j : Λ) = | det x1|を示せば証明が完成する．まず，(1.3)より，

(j : Λ)| det x1 (1.4)

である．一方，

(OA j : j)(j : Λ) = (OA j : Λ) = (OA j : OA)(OA : Λ)

より，
(j : Λ)

(OA j : OA)
=

(OA : Λ)

(OA j : j)

を得る．この右辺は，Fröhlichの不変量であり，それは自然数である．Fröhlichの
定理によって，jが可逆Λ-イデアルであるための必要十分条件は，その値が 1であ
ることである．特に，

(OA j : OA)|(j : Λ) (1.5)

である．ここで，(OA j : OA)−1 = NA/Q(OA j) である．OA j = OA + θOA = Jで
あるから，補題 1.4より，

(OA j : OA)(det x1)
−1Φ(T, 1)

はZ[T ]の原始的多項式である．仮定H2より，Φ(T, 1)は原始的多項式であるから，

det x1|(OA j : OA) (1.6)

を得る．(1.5), (1.6)より，det x1|(j : Λ)を得る．これと (1.4)から，(j : Λ) = | det x1|，
したがって，Bx(M, M) = ĵを得る．また，(OA j : OA) = | det x1| = (j : Λ), した
がって，(OA : Λ)(OAj : j)−1 = 1 が成り立つから，Fröhlichの定理により，jは可
逆Λ-イデアルである．
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注意 1.6. 仮定 (H3)から，Λ̂は可逆 Λ-イデアルであり，jも可逆 Λ-イデアルであ
ることから，ĵ = j−1Λ̂も可逆Λ-イデアルである．

IΛによってAの可逆Λ–イデアルのなす乗法群を表し，

S = {(a, β) ∈ IΛ × A× | βa2 = ĵ, a0DANA/Q β > 0},
A×

+ = {α ∈ A× |NA/Q α > 0},
G = {(b, ξ) ∈ IΛ × A×

+ | ξb2 = Λ},
G0 = {(ξ−1Λ, ξ2) | ξ ∈ A×}
G1 = {(ξ−1Λ, ξ2) | ξ ∈ A×

+}
とおく．G1, G0は群Gの部分群であり，容易にわかるように，

(G : G1) = |2Pic+(Λ)||Λ(1)/(Λ(1))2|.
ここで，

Pic+(Λ) = IΛ/{ξΛ | ξ ∈ A×
+},

2Pic+(Λ) = {c ∈ Pic+(Λ) | c2 = 1},
Λ(1) = {ε ∈ Λ× |NA/Q ε = 1}

とおいた．実際，ε 7−→ (Λ, ε)および (b, ξ) 7−→ [b]によって，

1 −→ Λ(1)/(Λ(1))2 −→ G/G1 −→ 2Pic+(Λ) −→ 1

は完全系列である．
[証明] (b, ξ) ∈ G, (η−1Λ, η2) ∈ G1 とすれば，(b, ξ)(η−1Λ, η2) = (η−1b, ξη2),

[η−1b] = [b]であるから，(b, ξ) 7−→ [b]は h : G/G1 −→ 2Pic+(Λ)を引き起こす．
[b] ∈ 2Pic+(Λ)とすれば，ある ξ ∈ A×

+について，ξb2 = Λであるから，(b, ξ) ∈ G

であり，hは全射である．(b, ξ)G1 ∈ ker hとする．ある η ∈ A×
+について，b = ηΛ

であるから，ξη2Λ = Λ, ξη2 = ε ∈ Λ×である．ξ ∈ A×
+より，ε ∈ Λ(1)である．

よって，(b, ξ)G1 = (ηΛ, εη−2)G1 = (Λ, ε)G1 である．ε 7−→ (Λ, ε)は明らかに，
Λ(1)/(Λ(1))2 −→ G/G1を引き起こす．(Λ, ε) ∈ G1とすれば，ある ξ ∈ A×

+について
(Λ, ε) = (ξ−1Λ, ξ2)であるから，ξ ∈ Λ× ∩ A×

+ = Λ(1), ε = ξ2 ∈ (Λ(1))2である．
また，群Gは集合 Sに

(b, ξ)(a, β) = (ab, βξ), (b, ξ) ∈ G, (a, β) ∈ S

によって作用する．[a]によって，aの狭義イデアル類を表す．β0 ∈ A×をNA/Q β0

が a0DAと同じ符号になるようにとる．

定理 1.7 (J. Morales). 仮定 (H1), (H2), (H3)を満たすようなΦ, Λが与えられと
き，Φx = Φ, Λx = Λを満たすようなペア xが存在するための必要十分条件は，
S 6= ∅である．これは，[̂j] ∈ [(β0)]Pic+(Λ)2 と同値である．
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定理 1.8 (J. Morales). S 6= ∅のとき，x 7−→ (ax, βx)はΦx = Φ, Λx = Λを満た
すようなペア xの同値類の集合から，G0\Sへの全単射を引き起こす．特に，その
ようなペア xの同値類の個数は，

1

(G0 : G1)
|Λ(1)/(Λ(1))2||2Pic+(Λ)|

に等しい．ここで，

(G0 : G1) =

{
1, nが奇数または，Aが総虚代数体の直和のとき，
2, それ以外のとき．

[証明] Gは Sに transitiveに作用するから，

|G0\S| = (G : G0) =
(G : G1)

(G0 : G1)
=

1

(G0 : G1)
|Λ(1)/(Λ(1))2||2Pic+(Λ)|.

nが奇数ならば，(ξ−1Λ, ξ2) = ((−ξ)−1Λ, (−ξ)2)であり，ξまたは−ξはA×
+に属す

るから，G0 = G1である．Aが総虚代数体の直和ならば，A× = A×
+であるから，

G0 = G1である．nが偶数であって，Aは総虚代数体の直和でないとする．そのと
き，ξ ∈ A×でNA/Q ξ < 0となるものがとれる．もし，(ξ−1Λ, ξ2) ∈ G0がG1に属
したとすれば，(ξ−1Λ, ξ2) = (η−1Λ, η2), η ∈ A×

+となるが，ξ2 = η2より，ξ = ±η

となって， NA/Q ξ < 0に矛盾する．よって，この場合には，G0 ) G1であり，指
数 (G0 : G1)は明らかに 2である．
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